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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo o estudo do Principio da Inclusao e Exclusao e
algumas de suas aplicagoes, resolvemos importantes problemas da andlise combinatoria,
tratamos das permutacoes cadticas, das fungoes sobrejetivas, da fungao phi de Euler e
por fim o problema de Lucas. As principais fontes desta pesquisa sao livros classicos
de combinatoéria, porém as releituras deixam a escrita com uma caracteristica simples e

motivadora.

Palavras-chaves: Contagem, Principio da Inclusdo-Exclusdao, Permutagoes Cadticas



Abstract

This work aims to study the Inclusion and Exclusion Principle and some of its applications
, solve important problems in combinatorics , treat the chaotic permutations of sobrejetivas
functions phi function Euler and finally Luke’s problem. The main sources of this research
are classic combinatorial books, but the readings leave writing with a simple and motivating

feature .

Key-words: Counting, Principle of Inclusion and Exclusion, Permutations Chaotic
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Introducao

A combinatoria é um ramo da matematica que estuda estruturas e relagoes discretas.
A principal area estudada é a contagem de objetos de colegOes finitas que satisfazem
certos critérios. Os principiais principios na andalise combinatoéria é o principio da adigao,
o principio da multiplicacao, o principio da complementagao, o principio injetivo e o
principio bijetivo. Neste trabalho daremos a principal importancia ao Principio da Inclusao

e Exclusao e algumas importantes aplicacoes.

A area com grande interesse pelos estudantes e pesquisadores em matematica,
com crescimento explosivo nas ultimas décadas, pela necessidade na teoria dos grafos, em
andlise de algoritmos etc. Aparece com grande frequéncia em questoes de Olimpiadas de
Matematica como OBMEP (Olimpiadas Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas),
OBM (Olimpiadas Brasileira de Matematica) e principalmente a IMO (Internacional
Mathematical Olympiad), esta foi a motivacao para a escolha da drea, bem como do tema

e a beleza das demonstragoes dos teoremas aqui apresentados.

Uma técnica significativa para resolver problemas de combinatoéria é contar o
numero de elementos que nao pertencem a uniao de varios conjuntos, nao necessariamente
disjuntos, o Principio da Inclusao e exclusao ¢ um importante método da teoria dos
conjuntos e da combinatoria, foi enunciado por Daniel Augusto da Silva (1814-1878) em
1852, a academia de Ciéncias de Lisboa e publicada em 1854, mais tarde em um trabalho
de James Joseph Sylvester em 1883. Por esta razao a equagao 1.1 e equagoes semelhantes
sao chamadas formula de “Da Silva", ou “Sylvester'ou também utilizado muitas vezes é a
“férmula peneira'. Esta historia, assim como o contetido desenvolvido neste trabalho esté
contada em (LINT; WILSON, 2001) que é o principal referencial.

Iniciaremos apresentando o principio da inclusao e exclusao em 1.3 a féormula é
realmente um exemplo de um principio que é usado extensivamente na teoria dos niimeros,
no que se refere como “métodos de peneira'. Féormula como esta nos permite encontrar o

nimero de primos < n?, também chamado crivo de Eratéstenes.

Em seguida, o capitulo 2 é destinado as permutagoes cadticas, também conhecido
como desarranjo. Faremos a demonstragao do termo geral usando o Principio da Inclusao
e Exclusao, fazemos também da probabilidade da ocorréncia de uma permutacao cadtica
como também um meio de determinar o termo geral por inversao e por fim teremos serd

resolvido o famoso problema do amigo oculto.

No capitulo 3 serao feitas inicialmente as contagens de fungoes injetivas e bijetivas.
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Em seguida, o destaque do capitulo esta na resolucao do problema de contar o niimero de

fungoes sobrejetivas.

No capitulo 4, apesar de curto, trataremos da funcao de phi de Euler, que é uma

importante aplicacao do Principio da Inclusao e Exclusao.

E por fim, no capitulo 5, faremos a resolu¢ao do problema de Lucas e, para esta

resolucao, estudaremos o primeiro e o segundo Lema de Kaplansky.
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1 O Principio Da Inclusao e Exclusao

A utilizacao de linguagem dos conjuntos nos permite resolver diversos problemas
de contagem cuja resolugao por outros meios seria bastante trabalhoso. Para ilustrar nosso
ponto de vista consideremos o problema de contar quantos sao os inteiros, entre 1 e 1000,

que sao divisiveis por 5 ou 7.

Para a solucao deste problema, denotemos por A o conjunto dos inteiros entre 1 e
1000 que sao divisiveis por 5 e B o conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 que sao divisiveis
por 7. Nao é dificil determinar |A| e |B]| (usaremos a notagao |A| para indicar o nimero

de elementos do conjunto A).

A solugao do nosso problema é a contagem dos elementos que estejam em A ou
estejam em B. Em simbolos, queremos |AU B|. Nao podemos simplesmente somar |A|+|B)|
pois alguns elementos serao somados duas vezes, a saber, aqueles que sao simultaneamente
multiplos de 5 e de 7, ou melhor, os elementos de A N B o conjunto dos inteiros entre 1 e
1000 que sao divisiveis por 35. Em suma, a partir das observagoes feitas tem que, a solugao

do problema é dado por:

|AUB| = |A|+ |B| — |[AN B|

A férmula acima é a versdao mais simples do problema que vamos tratar neste

trabalho e recebe o nome de Principio da Inclusao e Exclusao.

Observe que ainda nao respondemos a questao proposta, mas ela ja foi traduzida

para a linguagem dos conjuntos.

1.1 Cardinalidade da unido de dois conjuntos

Investigaremos inicialmente a cardinalidade da uniao de dois conjuntos, resultado
bastante utilizado na resolucao de certos problemas, porém o foco do nosso trabalho esta

na cardinalidade do complementar da uniao de conjuntos.

Dados dois conjuntos A e B, sendo ambos subconjunto de um conjunto .S, que
suporem os disjuntos, isto é, AN B = (). Neste caso é facil ver que |AU B| = |A| + |B]. O
mesmo nao se verifica quando A N B # (. De fato, quando A N B # (), os elementos que

sao comum, sao contados duas vezes. Assim,

Afirmacao: Dados A e B, subconjuntos de S, o nimero de elementos de AU B é

dado por:
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|AUB| = |A|+ |B| —|AN B

justificativa:

Suponhamos que o nimero de elementos comuns a A e B seja ny e que além disso
haja n; elementos que pertencam a A e ndo a B e n3 elementos que pertencam a B mas
nao a A. Vejamos a figura Figura 1.1.(MORGADO et al., 2001)

A B

Figura 1.1 — Diagrama da relagdo de dois conjuntos

Fonte: O Autor.

|AUB| = ni;+ng+ns3
Al +[B] = [ANB| = (n1+n2) + (n2 +n3) —ny
= N1 +n2+n3

= |AUB]|
Exemplo 1.1 Quantos inteiros entre 1 e 1000 sao divisiveis por 5 ou 77

Para a solucao deste problema, usaremos a notagdo |z para representar o maior

dentre os inteiros < z, ou seja, [1,2| =1, |5,9] = 5.
Solugao:
Sejam:

A o conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 que sao divisiveis por 5 e B o conjunto

dos inteiros entre 1 e 1000 que sdo divisiveis por 7.

Queremos calcular |A U B|. Temos:
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1000
11000
11000

Pelo Principio da Inclusao e Exclusao, temos:

|AU B| = |A| + |B| —|AN B| =200 + 142 — 28 = 314
0

Podemos também representar o nimero de inteiros entre 1 e 1000 que nao sao
divisiveis nem por 5, nem por 7. Neste caso, temos 1000 niimeros entre 1 e 1000 e vimos que
existem 314 numeros que sao divisiveis por 5 ou 7, é facil ver que a resposta do problema
¢ 1000 — 314 = 686, visto que o problema trata de contar o complementar do conjunto, ou

seja, |A U B¢ segue abaixo uma solugao formal para o problema.
Exemplo 1.2 Quantos inteiros entre 1 e 1000 ndo sao divisiveis nem por 5, nem por 7%

Solugdo:

Como A U B sao subconjuntos de S. Entao:

[S\{AUB}| = [S]-|AUB]
= |SI=(Al+|B] - [ANB])
= |S|=JA[=[B|+]AN B
= 1000 — 200 — 142 + 28
= 686

O

Conforme veremos mais adiante, esta formulacdo melhor se adapta as aplicagoes

que serao apresentadas.
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1.2 Cardinalidade da unido de trés conjuntos

Sejam os conjuntos A, B e C, subconjuntos de um conjunto S. A cardinalidade da

uniao de trés conjuntos é:

JAUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANnB|—|ANnC|—|BNC|+|AnBNC|

Justificativa.

[AUBUC| = [(AUB)UC|
= |[AUB|+|C|—-|[(AuB)NC|
= A+ |B|-|ANB|+|C|-|(AnC)U(BNCO)|
= |A|+|B|—-|ANB|+|C|-|ANC|—|BNC|+|AnCNBNC|
= |Al+|B|+|C|-|AnB|—-|ANC|—|BNC|+|AnBNC|

Exemplo 1.3 Quantos sdo os anagramas da palavra ESCOLA que tém E em 1° lugar,

ou S em 2° lugar, ou C' em 3° lugar?

Solugdo:

Defina:

A o conjunto dos anagramas de ESCOLA que tém E em 1° lugar;
B o conjunto dos anagramas de ESCOLA que tém S em 2° lugar;
C' o conjunto dos anagramas de ESCOLA que tém C em 3° lugar;

Fixando a letra E no 1° lugar, vemos que restam 5 possibilidades para alocar uma
letra no 2° lugar, 4 possibilidades para alocar uma letra no 3° lugar, e assim sucessivamente,
logo |A] =5 x4 x3x2x1=5!=120. De modo andlogo temos que |B| = |C| = 120

Agora fixando as letras E e S no 1° lugar e 2° lugar respectivamente, vemos que
restam 4 possibilidades para alocar uma letra no 3° lugar, 4 possibilidades para alocar
uma letra no 4° lugar, e assim sucessivamente, logo |[AN B| =4 x 3 x 2 x 1 =4l = 24. De
modo analogo temos que [ANC|=|BNC|=4=24

Por fim, fixando as letras E, S e C no 1° lugar, 2° lugar e 3° lugar respectivamente,
vemos que restam 3 possibilidades para alocar uma letra no 4° lugar, 2 possibilidades para
alocar uma letra no 5° lugar e 1 possibilidade para alocar a ultima letra do 6° lugar, logo
|IANBNC|=3!=6.

Portanto, pelo principio da inclusao e exclusdo, |A U BUC| = |A| + |B| + |C| —
ANB|—|ANC|— [BNC|+|ANBNC| =3-120 —3-24 + 6 = 360 — 72 + 6 = 204.
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O

Como o foco é a cardinalidade do complementar da uniao de objetos, segue agora

o mesmo exemplo com este foco.

Exemplo 1.4 Quantos sio os anagramas da palavra ESCOLA, onde a letra E ndo figura

em primeiro lugar, ou S em sequndo lugar, ou C em terceiro lugar.

A resposta é

IS\{AUBUCY}| = |S|—-]AuBUC|
= 720 — 294
= 426

1.3 Principio da Inclusao e Exclusao - P.1.E.

Seja S um conjunto com N elementos; E1, ..., F, subconjuntos nao necessariamente
distintos de S. Para qualquer subconjunto de M = {1,...,r}, definimos N (M) o nimero
de elementos de S em ;) B e para 0 < j < 7, definimos N; := X,,,—; N(M).(LINT;
WILSON, 2001)

Teorema 1.1 O numero de elementos de S que nao pertence a algum dos E;, 1 <1 <r,

s

e’

N — Ny + Ny — N3+ -+ (=1)"N, (1.1)

Demonstragao: (i) Se z € S e x nao é elemento de algum dos E;, entdo x contribui

1 para a expressao 1.1.

(ii) Se x € S e x pertence a exatamente k conjunto dos subconjuntos E;, entao a

contribuicao dele para a equagao 1.1 é

() res

Comentario:

Quando um elemento x pertence a nenhum dos F;, ele nao ¢ contado nas intersegoes,

logo nao contribui para os N;, 0 <17 < r.
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Assim, ele é contado 1 tinica vez em N.

Se por outro lado x pertence a exatamente k£ dos subconjunto E;, entao sua
contribuicao ao numero N; é (j), pois é o nimero de vezes que ele sera contado. De fato,
quando escolhemos j subconjuntos dentre os F;, se x nao pertence a algum deles nao fara
parte da intersecao e portanto nao sera contado, logo para que z seja contado é necessario
tomar apenas subconjuntos que tenham x como elemento, e (';) ¢ o numero de modos de

escolher j subconjuntos dentre aqueles tém x como elemento.

Exemplo 1.5 Seja S = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e Ey = {2,3,5,7}, E» = {2,4,7,9}

subconjuntos de S. Determine quantos elementos de S que nao sdo elementos de F1 U Es.

Figura 1.2 — Representagao dos conjuntos através de diagrama

Fonte: O Autor.

Como N = 10, N1 = Z|M\:1N(M) = |E1|—|— |E2| = 4+4 = 8 e N2 =
Y imj=e N(M) = |E1 N E;| = 2 entdo, o niimero de elementos de S que ndo sdo elementos
deE1UE2éN—N1+N2:10—8+2:4

Exemplo 1.6 (Crivo de Eratosthenes) Determine o nimero de primos < n.

Seja n > 2 um inteiro, e seja S o conjunto dos inteiros de 1 a n. Sejam p; < py <
... < py 0s primos < y/n. Indiquemos por E; um subconjunto de S formado pelos inteiros
que sao divisiveis por p; (incluindo o préprio p;). Entao £y U Es U ... U E, é o conjunto
dos inteiros de 1 a n que sdo compostos e mais os primos acima. Lembrando que 1 nao é

primo, a quantidade de nimeros primos de 1 a n é



Capitulo 1. O Principio Da Inclusio e Exclusiao 19

n+7"—1—|E1UE2UUE,n\:
=n+r—1-—N+No+...+(=1)"S, =

=n+r—1- f:1{£}‘¥§:ky<jgr{5§;J——Ejhg<j<kgr{@ﬁ§;J*‘-~‘+(—J)T[pmgnﬁj

Esta férmula foi apresentada por Legendre em 1808 para determinar a quantidade
de nimeros primos < n (PATERLINI, 2002)

Exemplo 1.7 Um Retingulo a X b € feito de quadrados unitdrios. Por quantos quadrados

unitdrios a diagonal do retingulo passa? (SHINE, 2015)

Vamos analisar o que acontece com um retangulo 6 x 8, veja a figura abaixo

Figura 1.3 — Retangulo 6X8
B/ A
8 1A
A ’A
B/ A
B/(A
A ’A

Fonte: O Autor.

A letra A significa mudancga na horizontal e a letra B, mudanca na vertical.

Ao analisar o caso acima vemos que hé duas repeti¢oes, uma no comecgo e outra
na casa (3,4). Vemos também que mdc(6,8) =2 e (6,8) =2-(3,4). Como mcd(a,b) = t,
ocorre repeticoes nas casas da forma (k%, k‘%), k=0,1,...,t — 1. Logo devemos subtrair

mdc(a,b) no caso bidimensional e a resposta é a + b — mdc(a, b)
O
Podemos enunciar o mesmo problema diante de um Paralelepipedo m x n X p.

Denotemos de L, T' e V' os conjuntos dos cubos unitarios cortados primeiramente na

longitudinal, transversal e vertical, respectivamente, queremos.

ILUTUV|

|IL|+|T|+|V]|=|LNT|—|LNV|—=|TNV|+|LNTNV
= m+n+p— mdc(m,n) —mde(m,p) — mde(n, p) + mde(m,n, p)



Capitulo 1. O Principio Da Inclusio e Exclusiao 20

Outro tipo de problema em que podemos facilmente ver como tal técnica é aplicavel,
¢ uma generalizacao do problema de enumerar solugoes inteiras de equagoes. Vejamos

abaixo um exemplo com esta aplicacao.

Exemplo 1.8 Encontre todas as solugoes inteiras e nao negativas da equagdo x1 + xo +
x3 + x4 = 100, quando x1 >0, 19 >0, 0< 23 <7 e2 < x4y <10.(KELLER; TROTTER,
2015)

Primeiramente, usaremos na solucao deste problema, o nimero de solugoes inteiras e
nao negativas de z1+xo+...+x, = pque 6 CRP = Pﬁfn—_ll = (;!%:11))!! =Crip1= <"+£_1>.
De acordo com (MORGADO et al., 2001) podemos observar com mais detalhes.

Vamos configurar o problema para que o limite inferior de cada variavel é da forma

Fazendo x; = 2] + 1 e x4 = 2, + 2, temos:

e >0 —1>0-1s2i>-1<2,>0

e 2< 1y <102-2<1-2<10-2<0<z, <8

Isso nos leva ao problema revisto de enumerar as solugoes inteiras e nao negativas

para | + xo + x5 + ) = 97 com |, xq, 3, ) >0, x3 < Tex) <8.

Para contar o niimero de solugoes inteiras e nao negativas para esta equagao com

xh < Tea) <8, devemos excluir qualquer solucao em que x5 > 7 ou z/; > 8.

Temos (932) solugoes em x3 > 7, pois:

Fazendo x3 = a + 8 temos agora a seguinte equacdo x| + z3 + a + z; = 89 com

, , , N < 4 (89+4—1\ _ (92\ _ (92
xy, T2, a, ) > 0 e o nimero de solugoes desta equacao é ( %0 ) = (89> = (3>

, ~ , 1
E o nimero de solugdes com )y > 8 é (93 ), desta forma:

Fazendo x/, = b+ 9 temos a equagao x| + x9 + x3 + b = 88 com 2, x9, x5, b>0e

, - < 4 (88+4—1\ _ (91| _ (91
o numero de solugoes desta equagao é ( o8 ) = (88) = (3)

Pode ser tentador que apenas subtraia (932) e (931) de <1g0), o numero total de

solugoes com todas as varidaveis nao negativas.

No entanto, é necessario cuidado. Se fizermos isso, teriamos que eliminar as solugoes

83

com ambos z3 > 7 e x)y > 8 duas vezes. Notamos também que existem ( 3

) solugoes com

ambos x3 > 7 e x) > 8.

Este detalhe monstra que se trata do Principio da Inclusao e Exclusao e de acordo

com teorema 1.1, vemos que a resposta deste problema é:
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83
3

100 92 91 83

Para dar conta disso, notamos que existem ( ) solugoes com ambos x3 > 7 e

xy > 8.
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2 PERMUTACOES CAOTICAS

Neste capitulo iremos tratar de desarranjo, também conhecidos como permutagao
cadtica ou derangement (do francés) é uma permutacdo em que nenhum elemento do
conjunto permanece na sua posi¢ado de origem. Com essa interpretacao desenvolveremos
o termo geral das permutacoes cadticas e com isso resolveremos classico problema do
amigo oculto também conhecido como o problema das cartas mal enderecadas proposto
por Nicolaus Bernoulli (1687-1759).

2.1 Termo geral

Seja a fungao 7 : {1,...,n} — {1,...,n} uma bije¢do que nao possui pontos fixos,
ou seja, nenhum elemento do conjunto permanece na sua posi¢ao de origem. Faremos um

exemplo da funcao w para n = 3.

Exemplo 2.1 Para a fungao 7 : {1,2,3} — {1,2,3}, temos o sequinte conjunto imagem.
m7r = {(17 2’ 3)7 (17 37 2)’ (3’ 27 1)7 (37 1’ 2)7 (27 17 3)7 (2’ 37 1)}

Seja S, = {m:{1,...,n} = {1,...,n} : 7 é bijegdo }. Queremos saber quantos
elementos possui o conjunto S, neste caso temos n modos de escolher a imagem do
primeiro elemento, n — 1 modos de escolher a imagem do segundo elemento, ..., 1 modo de
escolher a imagem que ocupara o ultimo elemento, lembrando que nesta contagem, basta
a fungao ser injetiva (ou sobrejetiva). Portanto |S,| = n!, ou seja, o ntimero de elementos
de S, é n!l.

Defini¢ao 2.1 Uma permutagio d,, de {1,...,n} é chamada cadtica quando 7 (i) # i para
todo 1.

Defina o conjunto E; = {m € S,, : (i) = i} com i € {1,...,n} como o conjunto

das permutagoes onde ¢ situa-se na sua posi¢ao original.

Exemplo 2.2 Para n = 3 temos que By = {(1,2,3),(1,3,2)}; E; = {(1,2,3),(3,2,1)};
E;={(1,2,3),(2,1,3)}.

Teorema 2.1 Seja S = S, e ponha E;, como sendo subconjuntos daquelas permutagoes m

com m(i) = i. Entao,

(2.1)

T

1=
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Prova 1: De acordo com o capitulo anterior, basta calcularmos quantos elementos
possui N; = 37 p=; N(M), com isto temos (7;) subconjuntos de tamanho j e fixado M
tal que |M| = j sobram n — j posi¢bes para permutar, logo N(M) = (n — j)!. Dai,

n!

N; = (?) (n—j) = j!(:ij)! (n—j)= “i. Portando, de acordo com o teorema 1.1, temos.

dp = N—N+Ny—---+(=1)"N,
d, = nl—nl 1 +n! 21‘ — - +nl <_n1')n
d, = n!1—1!+21!— —i—(_;)]
d, = n! 271: <_;)J
=0

Prova 2:

De acordo com (BRUALDI, 2009), faremos também o método recursivo para as
permutacoes cadticas. Seja d,, o nimero de permutagoes cadticas com n elementos, podemos

dividi-las em dois conjuntos, de acordo com o ultimo elemento da permutacao cadtica.

e Se o ultimo elemento é k e o k-ésimo elemento é n, ha n — 1 escolhas para k e d,,_»

escolhas para as posi¢oes dos outros n — 2 elementos. Total: (n — 1)d,,_».

e Se o ultimo elemento é k é o k-ésimo elemento nao é n, ha n — 1 escolhas para k e
d,—1 escolhas para as posi¢oes dos outros n — 1 elementos (em que tratamos n como
se fosse k). Total: (n — 1)d,_1.

Entéo somando os dois casos temos d,, = (n — 1)(d,_2+d,_1), com dy =0 e dy = 1.

Neste caso podemos reescrever a féormula acima:

dy,
dy,
dn — ndn_l

Veja que o lado direito da expressao, é o mesmo que no lado esquerdo sendo n

(Tl — 1)dn—2 + (TL — 1)dn—1
TLdn_l — dn—l + (7’L — 1)dn—2
—[dp_y — (n— D)d_s). (n > 3)

substituido por n — 1. Assim podemos aplicar o método de recurssao.
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dn - ndn_l = _[dn—l — (TL — 1)dn_2]
= (=1)*[dn—2 — (n — 2)dy—s]
= (=1)°[dn—3 — (n — 3)dy—d]

= (=1)"*(dy — 2d1).

Desde que que dy = 1 e d; = 0, obtemos a simples recurssao.

dn = ndn_l + (_1)71—2

O numero de permutacoes cadticas é equivalente a,

d, =nd,—1+ (—1)" para n=234,... (2.2)

De acordo com a féormula encontrada recursivamente, observe que:

1 1
— 1 =92 _1 =9l — _ —
dz3 = 3dy—1=3 1—3.(2! 3!>
1 1 1
1 1 1 1
ds = 5d4—1:5(4-3—4—1)—1=5-4-3—5-4+5—1=(2!—3!+4l—5!>
1 1 1 1 1
. [ - _1\n___
d, = n.<2! 3!+4! 5!+...+( 1) m). Vn > 2 (2.3)

Usando a Principio da Indugao Finita, faremos a validade de que (2.2)=(2.3) para
todo n natural e n > 2.

De fato, para n = 2, temo que dy = 2!(1/2!) = 1.
Suponha, a hipétese da inducao, que d,, seja verdadeira para algum n — 1, ou seja:
1 1 1 1
dpor=n - = — =4+ 4. .+ ()" —~r
1=(n )<2! TR (n—1)!>

Multiplicando ambos membros da igualdade por n, temos:

11 1 1
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Substituindo nd,,—; por d, — (—1)".

11 1 1
d, — (—1)" = — D ===+ =4.. .+ (=D
n—(=1) n(n )<2! gtat T (n—l)')
1 1 1 1
d, = - — 4 — 4 (=)t —1)"
n n(m 3!+4|+ +(—1) (n_1)|>+( )
1 1 1 L1

Portanto, pelo principio da inducao finita temos que d,, é valido para todo n € N.

O

O teorema 2.1 pode ser formulado de modo recursivo a partir de n e n — 1. Segue

abaixo o desenvolvimento,

URRSTIET -1 Tl
11 1 (—1)n! §
B ”<”_1)!<m_1!+21_ +(n—l)!> (=1)
— ndg + (1) (2.4

2.2 Probabilidade de permutacao caética

Veremos a seguir que, a partir desta férmula, para grandes valores de n, a probabi-
lidade de uma permutacao cadtica é préoximo de e~!. Para tal mostracido enunciaremos

primeiro a Série de Taylor.

Série de taylor Seja f : I — R, derivavel tantas vezes quantas de deseje, em
todos os pontos do intervalo I. Se a é interior ao intervalo I e a + h € I, entao podemos

escrever, para todo n € N:

_ ! f”<a) 2
f(a+h)—f(a)+f(a)-h—l—T-h +"'+m

onde r,(h) = W - h™, para algum 0 < 0,, < 1.

A série > 7, % - h™ chama-se a série de Taylor da fun¢do f em torno do ponto
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Seja f: R — R a fungao exponencial: f(z) = e*. Entao suas derivadas sucessivas
sao todas iguais a €” | isto é, f"(x) = e, para todo n € N e todo z € R. A férmula de

Taylor em torno do 0 tem o aspecto:

=1+ +x2+ TR (s
e’ = €T - P - B eI
2! n! " (n+1)!
com |¢,| < |z|. Evidentemente, para todo z € R fixo, o resto r,41(z) = (;:)! - 2" tende
para 0 quando n — oo. A série de Taylor converge para a e e
2 n
. x x
e :1+x+7++7+..
2! n!
Fazendo z = —z temos
= _ (—z)*  (—=)’ (—x)"
€ = ()t g b
SR (2.5)
j=0 J-

Tomando arbitrariamente uma permutacao, a probabilidade de que ela seja uma

permutacao caotica é:

n! s~ L .
(n) = EO ! _i(—l)ﬂ
P = T A
Jj=0

Usaremos a notacao p, para a probabilidade de uma permutacao caotica, onde
Py = P(m € d,) tal que d(n) = {m € S, : ™ ¢é desarranjo}.

. _ 1 _ -1
Logo, lim p(d,) = ¢ =e

2.3 A permutacao cadtica por inversao

Nesta secao veremos que podemos obter a equacao 2.1 por meio por meio de

inversao.

Considere a série de poténcia D(x) := ioj dn %5 (do = 1) e defina F(z) := e - D(z),
n=0 ’
logo:
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Fz) = (Z,) ' (Z n,)
j=0 - n—0
= > A,z™ com (2.6)
m=0
UL | dpy
Am _ = m—r
20 (=)
LA | m!
= 2 ml o dm—r
—m! (m—r)lr!
1 & (m
= —> ( >dm_r (2.7)
m! =\ r
Substituindo a equacao 2.7 em 2.6 temos:
F(x) = Aoy | —
) 'rnzzo (Z;) <T) ) m!
O numero de permutacoes de 1,2,--- ,m que tém exatamente r elementos no seu
lugar original é (T) - dyp—r. Como toda permutacgao tem 0,1,2,--- ou m elementos no

lugar original, > (T) dp—, € igual ao total de permutagoes, isto é, > (T) Ay = m!
r=0 r=0

Com isto

o= Z(E0) )

Tabela 2.1 — A guisa de justificativa

Logo 1 +x 422 +...= 1

1-z
b) Soma de Progressao Geométrica (P.G.)

l+z+a?+.. o =120
Se |x| < 1, entdo nli_)rgoat”“ =0, logo
l+z+... +a"+... =1

a)(l+z+2°+23+..)1—-2)=1-2)+ (@—2))+ (2* —2°) + ...

Vejamos que F(x) =e” - D(x) = %O: ™. Multiplicando e~* em ambos os lados da

m=0
igualdade, temos:



Capitulo 2. PERMUTACOES CAOTICAS 28

F(z) = €°- D(x)
e F(zr) = substituindo a equagao 2.5

- G (5

.

=0
Contudo,
[e%S) mo(_1)¢
m=0 \ i=0
o0 m (_1)1 xm
— 1 o
mz::(] (m i:ZO ol m!
= Y dn
m=0 m‘
Portanto:

e

2.4 Uma outra contagem de posicao

Nesta secao vamos considerar um problema de contagem de permutagoes em que
exige certas posicoes proibidas. Iremos usar o Principio da Inclusao e Exclusao para contar

o numero destas permutagoes.

Vamos introduzir o problema da seguinte maneira: suponha que uma classe de oito
meninos caminham todos os dias. Os estudantes caminham em linha, de modo que cada
menino exceto o primeiro é precedido por outro, ou seja, em fila inica. Para que a mesma
crianga nao veja a mesma pessoa na frente dele, no segundo dia, os alunos decidem alternar
posicoes para que nenhum menino é precedido pelo mesmo rapaz que o procederam no

primeiro dia. De quantas maneiras elas podem alternar posi¢oes?

Uma possibilidade é inverter a ordem dos meninos, para que o primeiro rapaz seja
agora o ultimo, e assim por diante, porém existe ainda outras possibilidades. Se atribuirmos

aos rapazes os numeros 1,2, ...,8, entdo nos determinamos o nimero de permutagoes do
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conjunto {1,2,...,8} em que os padroes 12, 23, ..., 78 ndo ocorram. Assim, 31542876 ¢é
uma permutacao admissivel, mas 84312657 nao é. De modo geral, para cada inteiro positivo
n, nés deixamos @,, como o nimero de permutagoes de {1,2,...,n} em que nenhum dos
padroes 12, 23,..., (n — 1)n, ocorra. Usaremos o Principio da Inclusao Exclusao para

calcular @,,.

Vejamos que se n = 1, entdo 1 é uma permutacao permissivel. Se n = 2, entao 21 é
uma permutacao permissivel. Se n = 3, entdao 213, 321, 132 sd@o permutagoes permissiveis.
Vejamos a solugao da prova dada por (BRUALDI, 2009) do teorema.

Teorema 2.2 Paran > 1,

Qn = nl — (”Il>(n—1)!+ <”;1)<n—2)!—...+<—1)n1(”_1>1! (2.8)

n—1

Prova: Seja N o conjunto de todas as n! permutagoes de {1, 2,...,n}, Logo
N =nl. Seja P; a propriedade de que, em uma permutacao, o padrao j(j + 1) nao ocorre,
j €A1, 2,...,n—1}. Assim, a permutagao (1, 2,...,n) é contada no nimero @, se, e
apenas se, nao tem nenhuma das propriedades, P, P,..., P,—-1). Seja E; o conjunto de
permutagoes de {1, 2...,n} que satisfaz a propriedade P;, com j € {1, 2,...,n — 1}.

Entao, usando o teorema 1.1

Qn:N_Nl+N2_N3+"'+(_1)n_1Nn—l

Calculemos o nimero de permutacoes de F;. Sabemos que uma permutacao de
FE4 ocorre se, e apenas se, o padrao 12 ocorre. Assim, uma permutacdo em FE; pode
ser considerada como uma permutacao dos simbolos {12, 3, 4,...,n}. Concluimos que

|E;| = (n — 1)! e em geral temos:

No= Y N(M) = (”Il>(n—1)!
|M|=1

Permutacoes que estao em dois dos conjuntos de Ey, Es, ..., F,_ 1, contem dois
padroes. Esses padroes podem ser do tipo 12 e 23, ou do tipo 12 e 34, onde nao possuem
elementos em comum. A permutacao que contém dois padroes 12 e 23 contém o padrao 123
e a permutagao contém n — 2 elementos, ou seja, {123,4,...,n}, logo |Ey N Ey| = (n — 2)!
e a permutagao que contém dois padroes 12 e 34, a permutagao contém (n — 2)! elementos
{12, 34, 5,...,n}, logo |A; N A3] = (n — 2)!. Em geral:

M= ¥ o= 3 mngl= (") -2

|M|=2 1<i<j<n



Capitulo 2. PERMUTACOES CAOTICAS 30

Geralmente, vemos que uma permutacao que contém k padroes especificados na
lista 12, 23, ..., (n—1)n pode ser considerados como uma permutacao de (n—k) elementos

e portanto:

| () |=(n—k)! para cada k subconjunto {i, i, ,ix} de {1, 2,...,n—1}.
irEM

desde que k € {1, 2,...,n —1}.

Logo Ni, = X \aj=kx N(M) = Yi<ip<n—1Nigentr = (”;1)(71 —k)!

portanto:

Q. = N_N1+N2_N3+“‘+(—1)n71]\7n,1
Qn = ”’—<n11>(n—1)!+(n;1>(n—2)!—...+(—1)"—1<Z:1>11

O numero @1, @2, @s,... estdo intimamente relacionados com os nimeros de

desarranjo. Com efeito, temos Q,, = d,, + d,,_1, (n > 2)

2.5 O problema do amigo oculto

Seja uma brincadeira de “amigo oculto”, na qual n pessoas escrevem seu nome
num pedaco de papel e o depositam num recipiente, de onde cada um pega aleatoriamente

um dos pedacos de papel. Qual a probabilidade de ninguém pegar seu préprio nome?

Foi publicada a solucao deste classico problema pelo professor Carlos Gustavo
Tamm de Araujo Moreira, na revista do professor de matematica ntimero 15, sabendo
também que Leonhard Euler no século XVIII empenhou-se em solucionar o problema
conhecido como ‘o problema das cartas mal enderecadas” (consiste em descobrir de quantas
formas distintas pode-se colocar n cartas em n envelopes, enderecados a n destinatarios

diferentes, de modo que nenhuma das cartas seja colocada no envelope correto).

Vemos que o niimero total de maneiras dos n itens serem permutados sem que
nenhum volte a sua posi¢ao de origem é d(n) e o nimero total de permutagdes dos n itens

é n!. Portanto a probabilidade procurada é:

n LD LS
ploy = E T 35

=e 120,37
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3 CONTAGEM E FUNCOES

O estudo de fungbes nos trazem problemas de contagem muito interessantes.
Iniciaremos o capitulo com as contagens mais simples, como a de fung¢oes. Trataremos
também a contagem das fungoes injetivas e bijetivas, porém a ordem de importancia das
secoes sera com relagdo a dificuldade em sua contagem, com isso fica explicito ao leitor que
trataremos primeiramente de func¢oes injetivas e bijetivas e por fim das fung¢oes sobrejetivas,

pois estas possuem um maior grau de dificuldade.

3.1 Funcoes

Iniciaremos a se¢ao com a definicdo de funcao, assim, temos condi¢oes de contar
quantas sao as funcoes f : A — B, sabendo que A possui n elementos e B possui m

elementos.

Definigao 3.1 Dados dois conjuntos A, B, uma fungio f: A — B (lé-se “uma fungao
de A em B”) é uma regra que permite associar a cada elemento x € A, um unico elemento

f(z) € B.

O conjunto A chama-se o dominio e B é o contra-dominio da fun¢do f. Para cada
x € A, o elemento f(z) € B chama-se a imagem de z pela funcao f, ou o valor assumido
pela fungao f no ponto x € A. Escreve-se x — f(x) para indicar que f transforma z em
/().

Iremos contar as fungoes f : A — B quando A possui n elementos e B possui m
elementos. De acordo com a definicdo dada, para cada elemento de A, devemos escolher
um elemento qualquer da imagem em B, ou seja, temos m para a escolha da imagem do
primeiro elemento de A, m modos para a escolha segundo elemento, m modos de escolher

a imagem do terceiro elemento e assim sucessivamente. Concluimos entao que o niimero

de fungoes f: A—>Bémxmxmx...Xxm=m"

n elementos

Exemplo 3.1 O conjunto A possui 5 elementos e o conjunto B possui 8 elementos.

Quantas sdo as funcoes f : A — B?

A resposta para este problema é 8° = 32768 funcoes.
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3.2 Funcao injetiva

Uma funcgao f: A — B chama-se injetiva quando elementos diferentes em A sao

transformados por f em elementos diferentes em B. Ou seja, f é injetiva quando:

vAa em X = f(x)# f(2)

Seja A um conjunto com n elementos e B com m elementos. Quantas sdo as fungoes
injetivas f : A — B (m >n)?

Como elementos diferentes devem ter imagens diferentes, hd m modos de escolher
a imagem do primeiro elemento de A, (m — 1) modos de escolher a imagem do segundo
elemento de A, e assim sucessivamente. Portanto, a resposta é m-(m—1)-(m—2)---(m—
n+1).

Exemplo 3.2 O conjunto A possui 8 elementos e o conjunto B possui 10 elementos.

Quantas sdo as funcoes injetoras f : A — B?

A resposta ¢ 10 Xx 9 x 8 X 7 x 6 x 5 x 4 x 3 = 1814400

3.3 Funcao bijetiva

Uma funcao f : A — B chama-se bijetiva quando ¢ injetiva e sobrejetiva ao mesmo

tempo.

Para contar o nimero de fungoes bijetivas f : A — B, devemos primeiramente
notar que o nimero de elementos do conjunto A deve ser igual ao nimero de elementos do
conjunto B, ou seja, |A| = |B|, e neste caso, seja |A| = |B| =n. O valor de f(a;) pode ser
escolhido de n modos, o valor de f(as) de n — 1 modos e assim sucessivamente. Portanto,
o nimero de fungoes bijetivas é n- (n — 1) - (n —2)---(1) = nl. A demonstragao rigorosa

para este caso, se da pelo principio da indugao finita

Exemplo 3.3 Se A é um conjunto com 5 elementos, quantas sio as fungoes f: A — A

bijetoras?

A resposta é 5! = 120 fungdes bijetivas.

3.4 Funcao sobrejetiva

Uma funcao f : A — B chama-se sobrejetiva quando, para qualquer elemento

y € B, pode-se encontrar um elemento = € A tal que f(z) =v.
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Mais geralmente, chama-se imagem do subconjunto X C A pela funcao f : A - B
ao subconjunto f(X) C B formado pelos elementos f(x), com x € X. A fun¢ao f: A — B
é sobrejetiva quando f(A) = B. O conjunto f(A), imagem do dominio A pela fungao f,

chama-se também a imagem da funcao f.

Mostraremos agora quantas siao as fungdes f : A — B sobrejetivas quando |A| = n

e |B| =p.

Primeiramente contamos quantas sao as fungoes f : A — B, temos entao p™ fungoes

f A — B, pois para cada um dos n elementos de A ha p modos de escolher sua imagem.

Chamaremos os elementos de B de by, bs, . . ., by, vejamos que as fungdes que nao sao
sobrejetivas sao aquelas em que by, ou by, ..., ou b, nao fazem parte do conjunto imagem
da fun¢ao. Chamando, para j = 1,2,...,p de A; o conjunto das fungoes f : A — B em
que b; nao pertence ao conjunto imagem, as funcoes que nao sao sobrejetivas sao as que
pertencem a A; U A, U...UA,.

Portanto, o niimero de fungoes sobrejetivas é:

N—N;+Ny—N3+...4 (—1)PN, =
== (-1 + O e-2"+...+ D) —p) =
= (D) (o= k)"

Quando n = p, teremos o conjunto A com mesmo nimero de elementos de B e
como f é sobrejetiva, entdao cada elemento y € B possui um tinico correspondente x € A tal
que f(x) =y, logo f é injetora, ou seja, f é bijetora e neste caso, o nimero de sobrejecoes

é n!, conforme na segao 3.3.

Por outro lado, se p > n, a definicdo 3.1 diz que, cada elemento z € A possui um
tnico correspondente y € B tal que f(z) = y, pelo principio das Gavetas de Dirichlet,
chamamos cada elemento z € A em objetos e y € B em gavetas, como temos mais
gavetas que objetos, o principio assegura que haverd gavetas sem objetos, logo o nimero

de sobrejegoes é 0.

Portanto:

> uf(f)w-nr =" P 3.1)

0 se p>n

Existem muitas formulas andlogas a esta que geralmente sao dificeis de provar de

modo direto. A ocorréncia de (—1)° é, em geral, um sinal de que a contagem de certo
objeto utilizando o P.I.LE. pode produzir a prova, como neste exemplo. Entretanto, neste

caso é bastante util ver outra demonstracao.
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Seja P(x) um polinémio de grau n. com maior coeficiente a,, ou seja, P(x) =
ag+ a1z +asr® + ...+ a1t + a,2". Denotamos a sequéncia de valores P(0), P(1), ...
de P. Consideramos agora a sequéncia de diferencas P(1) — P(0), P(2) — P(1), ....

Fazendo Q4(z) := P(x + 1) — P(x) temos :

Qi(z): = Plx+1)— P(z)
= ao+ay(r+1)Fay(z+1)? 4+ .. Fa(r+1)" —ay— ax — ayr® — ... + apa”
= aq(r+1—2)+a((z+1)*—2%) +.. . +a,((z+ 1" —2")

_ a1+a2(2x+1)+...+an<<ni1>xn_1+...+ (?)x—k (g))

Vemos que @Qi(x) é um polindmio de grau (n — 1) com maior coeficiente na,.
Repetindo este procedimento vérias vezes encontramos uma sequéncia (), cujos termos
sa0 Zgzo(—l)k@)P(x + p — k), correspondente ao polinémio @,(x) de grau n — p com
maior coeficiente n(n —1)...(n —p+ 1)a,. Se p = n, entdo todos os termos de (), sdo

nla, e se p > n, entao sdo todos 0. Tome P(z) = 2. Encontraremos novamente 3.1
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4 A FUNCAO DE EULER

A fungao tociente, ou fungao phi (1é-se fi), também conhecida como fung¢ao phi de
Euler, em homenagem ao mateméatico Leonhard Euler (1707-1783), tem muitas conexoes
com a teoria dos niimeros, porém este trabalho estd em definir a funcdo e mostrar uma
aplicacao do principio da inclusao e exclusao, como veremos neste capitulo. Definida para
um numero inteiro x como sendo igual a quantidade de niimeros menores ou igual a x

coprimos com respeito a ele.

Denotamos ¢(n) o nimero de inteiros k£ com 1 < k < n onde m.d.c.(n,k) = 1

(m.d.c. - méximo divisor comum). Isto define uma importante fungao

- Zj— - Z-i—u
omy = {k € Zy /1 <k <n, m.d.c(nk) =1}

chamada func¢do phi de Euler

Assim, para n = 12, temos, ¢(12) = 4 pois os inteiros positivos que nao superam
12 e s@o primos com 12 sdo 1, 5, 7, e 11 e para n = 9, p(9) = 6 pois os inteiros positivos
que nao superam 9 e sao primos com 9 sao 1, 2,4, 5, 7, 8.

Calcular ¢(2016) acaba se tornando uma tarefa bastante trabalhosa, neste caso,

teremos que analisar todos os nimero entre 1 e 2016 que sao primos com 2016, vejamos

abaixo um teorema que facilita esta contagem.

Teorema 4.1 Se n = pi'p5?---pir € a decomposi¢io de n em fatores primos, entdo

pm=n-3 " ¥ Dol (1)

i=1 Pi 1<icj<r PiPj

Prova: Usando o Principio da Inclusao-exclusao e fazendo:
E,={keN/k<n, pj|k},onde 1 <i<r.

Com isto temos que |E;| = ﬁ e para s intersecoes temos:
7

— n
Diy - Dis

AN .NA, ={keN/k<n, pilk, -, p,

k}, logo |A;, N...NA;,

Portanto:
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cp(n) = N—N1+N2—N3+"’+<—1)TNT
n

(503

n
> _..._|_(_1)T7
i=1 Di 1<i<j<r png Pip2 ... DPs

)]

r 1
= ”i:Hl(l—;i)

O
Exemplo 4.1 Usando o desenvolvimento do teorema acima, desenvolta o valor de p(120).

Sabendo que a decomposicao de 120 em fatores primos é 120 = 23-3-5

Fazendo By = {k € N/ k <12, 2|k} = {2,4,6,8,...,120}, logo |E;| = 2% = 60.
By ={k € N/ k <12, 3|k} = {3,6,9,12,...,120}, logo |Ey| = 2 = 40. B3 = {k €

3
N/ k <12, 5]k} = {5,10,15,20,25,...,120}, logo |E3| = 2% = 24.

Tomando as intersegoes dois a dois, temos F1 N Ey = {k € N/ k < 12, 6]k} =
{6,12,18,24,...,120}, logo |Ey N By = 120 =20. By N Ey = {k € N/ k < 12, 10|k} =

{10,20,30,40,...,120}, logo |Ey N Bs| = 20 =12, By N By = {k € N/ k <12, 15k} =

{15, 30, 45,60, ...,120}, logo |Ey N E3| = % — 8.
Tomando as intersegoes trés a trés, temos 1 NEyNE3 = {k € N/ k <12, 30|k} =
{30, 60,90, 120}, logo |Ey N Ey N B3| = 120 =

30

Portanto, usando o principio da inclusao-exclusao temos:

©(120) = N — N; + Ny — N3
= 120 — (|E1| + |Es| + |Es]) + (|E1 N Es| + |EL N Es| + |Ey N E3|
— 120 — (60 4+ 40 +24) + (20 + 12+ 8) — 4
= 120 — 124 +40 — 4
= 32

Assim, usando o teorema acima temos: ¢(120) = 120(1 — 3)(1—3)(1— 1) = 32, ou
seja, no conjunto {1,2,3,---,120} ha 32 nimeros primos com 120. (MORGADO et al.,
2001)
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5 O PROBLEMA DE LUCAS

O problema seguinte, introduzido por Lucas em 1891, é conhecido como o “probleme

des ménages” (em francés“ménages” significa casais).

Queremos sentar n casais (n > 3) em uma mesa circular, de modo que
pessoas de mesmo sexo nao se sentem juntas e nenhum marido vai sentar-se

em ambos os lados de sua esposa. De quantos modo isso pode ser feito?

Este famoso problema foi criado e popularizado por Francois Edouard Anatole
Lucas (1842-1891) em seu livro (LUCAS, 1891) e publicado em 1891. Na verdade, um
problema equivalente foi proposto pela primeira vez por P. G. Tait, muito mais cedo, em
1876 e foi colonizada por A. Cayley e T. Muir de forma independente em 1877.(CHEN;
KOH, 1992)

Neste capitulo, vamos aplicar o Teorema 1.1 para resolver o problema acima de um
modo mais geral. Antes de fazer isso, vamos apresentar os lemas de Kaplansky, conforme
referéncia (KAPLANSKY, 1943).

5.1 Os Lemas de Kaplansky

Teorema 5.1 Primeiro Lema de Kaplansky: O niumero de maneiras de selecionar
p objetos, dois nao consecutivos, de n objetos dispostos em uma linha é ("_ZH)

Seja f(n, k) o nimero desejado. Nés dividimos as sele¢oes em dois subconjuntos:
aqueles que incluem o tltimo dos objetos n e aqueles que nao. Logo, selecionando o ultimo
objeto para a contagem o ntimero f(n — 2,k — 1) é o total de escolha sem o tltimo objeto

(uma vez que o pentltimo objeto é proibido) e para o segundo caso o nimero f(n — 1,k).

fnk)=f(n—1,k)+ f(n—2,k—1) (5.1)
n—:+1)

3—-2+1
9 .

com f(n,1) = n, basta provar por inducao que f(n,k) = (
Prova: Como n >k > 1, temos que f(3,2) =1 = (

Por hipotese de indugao,

O T

Substituindo em 5.1, vem que



Capitulo 5. O PROBLEMA DE LUCAS 38

fn, k) = n—k + n—k aplicando o Teorema da Diagonais
k k—1

(1

Portanto pelo Principio da Inducao Finita, temos que a relacao f(n,k) = ("_kH)

k
¢é verdadeiro para todo n € N.

OJ

Exemplo 5.1 Seja o conjunto {1,2,3,4,5,6}, quantos subconjuntos com & elementos

podemos formar sem que haja nimeros consecutivos?

Vamos dividir em dois casos, conforme visto acima:
f(6—1,3)=1, é o conjunto {1, 3,5} cujo o elemento 6 nao figura.

f(6—2,3—1)=3, sdo os conjuntos {1,3,6}, {1,4,6}, {2,4,6} cujo o elemento 6
figura.

Portanto f(n,k) = f(n— 1L k) + f(n—2,k—1)=1+3=4
0

Teorema 5.2 Segundo Lema de Kaplansky: O nimero de maneiras de selecionar k

objetos, sem que haja dois consecutivos, de n objetos dispostos em um circulo é g(n, k) =
()
n—k\ p

Prova: O segundo Lema de Kaplansky difere do primeiro s6 na imposicao de
a restricao adicional onde nenhuma sele¢ao de incluir tanto o primeiro quanto o ultimo

objeto, o nimero de tais opgoes é f(n — 4,k — 2). Por isso o resultado desejado é:
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g(n,k) = f(n’k)_f(n_47k_2)
n—k+1 n—4—(k—2)+1

- ()RR
(n—Fk+1)! (n—k—1)!
Kln—2k+1)!  (k—2)(n— 2k +1)!
(n—k+DI(k—=2)!—kl(n—Fk—1)!

El(k —2)l(n — 2k + 1)!
(n—k—1k—-2)n(n—-2k+1)
El(n —2)/(n — 2k + 1)(n — 2k)!

~ on(n—k—1)!
 k!(n —2k)!
n(n —k)!

(n — k)k!(n — 2k)!

B n n—=k
 on—k\ k

5.2 A solucao de Kaplansky

Iremos apresentar nesta sessao a solugao dada por Kaplansky (KAPLANSKY, 1943).
De acordo com (MORGADO et al., 2001) e (NUNES, 2015), veremos o desenvolvimento.

Numeremos os lugares de 1 a 2n. A exigéncia de pessoas de mesmo sexo nao se
sentarem juntas exige que os homens ocupem os lugares pares e as mulheres os impares
ou vice-versa. Escolhido qual o sexo que ocupard os lugares impares (2 modos), devemos
colocar os homens nos lugares a eles reservados (n! modos). S6 falta colocar as n mulheres
nos n lugares restantes, sendo vedada a colocacao de alguma mulher ao lado de seu

marido.U,,.

A resposta do problema de Lucas é 2(n!)U,, onde U, é o nimero de modos de
colocar as n mulheres nos lugares vazios, sendo vedada a colocacao de alguma mulher ao

lado de seu marido.

Para facilitar a visualizagdo do problema, de acordo com (MORGADO et al., 2001),

a figura 5.1 ilustra o caso para 5 casais, ou seja (n = 5).

5.2.1 Determinando Us

Devemos colocar as cinco senhoras My, M,, Ms, M,, Ms; nos lugares agora

numerados 1, 2, 3, 4, 5 de modo que M; ndo pode ocupar os lugares 5 e 1, My nao pode
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ocupar 1 e 2, M3 nao pode ocupar 2 e 3, My nao pode ocupar 3 e 4 e M5 nao pode ocupar

4eb.
Definamos, para 1 < i <5,
A = conjunto das permutacgdes das mulheres;
A; = conjunto das permutacgoes das mulheres em que M; ocupa o i-ésimo lugar;
Al = Conjunto das permutagoes das mulheres em que M; ocupa o (i — 1) — ésimo
lugar. (obs:1 —1 =5)

Figura 5.1 — Falta Nome da Figura

Fonte: O Autor.

Para o calculo de Us, iremos aplicar o Principio da Inclusao e Exclusao. De acordo

com o teorema 1.1 temos que:

U5:N—N1+N2—N3+N4—N5

Notemos que N = |A| = 5! = 120.
Calculo de Ny

Como 1 <7 <5, vejamos que,
Ni= Y NM)= > |Al+ > |A]=10(5-1)! =240
|M|=1 1<i<5 1<i<5
jé que, fixando um dos elementos temos que |A;| = |4} = (5 — 1)!

Cdlculo de No
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Vamos de agora em diante obter a cardinalidade dos conjuntos envolvidos tomados
dois a dois, trés a trés, quatro a quatro e cinco a cinco. Para melhor compreensao, vamos

discriminar os conjuntos A e A;, onde 1 < i <5, como segue abaixo.

Conjunto | Mulher cuja posigao esta definida | Posicdo definida
Al M, 5
Ay M, 1
Al My 1
As My 2
Al M; 2
As Ms 3
A M, 3
Ay M, 4
Al Ms 4
As Ms 5

Diante da tabela acima, vemos duas situacoes:

e A mesma mulher nao pode ocupar duas posi¢oes diferentes ao mesmo tempo, logo:

AT N AL = Ay N Ayl = |AS N A = |[A N Ay = AL N As| =0

e Duas mulheres diferentes ndo podem ocupar a mesma posi¢cdo ao mesmo tempo,
logo:
A1 M AL = Ay N AL = |A3 N A = |[As N AL = [As N A =0

Desta forma chegamos a conclusdo que a intersecao de dois conjuntos consecutivos
¢é sempre vazia e diante do fato, podemos aplicar o segundo lema de Kaplansky para a

contagem de tais conjuntos.
Aplicando o segundo lema de Kaplansky, onde n = 10 e k = 2 temos:
9(10,2) = 10182<102_ 2) =35
Fixados os dois elementos, a cardinalidade de sua intersegao serd (5 — 2)!
Portanto Ny = 37520 N (M) = g(10,2)(5 — 2)! = 35.6 = 210
Cdlculo de N3
N3 = 3 aj=3 N(M) = ¢(10,3)(5 — 3)! = 50.2 = 100.
Cdlculo de Ny
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Ni = Yarjea N(M) = g(10,4)(5 — 4)! = 25.1 = 25.
Cdlculo de Ny

N5 = Y= N(M) = g(10,5)(5 = 5)! = 2.1 = 2.

Por fim:

U5 - N—N1+N2—N3—|—N4—N5
= 102 — 240 + 210 — 100 + 25 — 2
= 13

e a resposta do problema para 5 casais é 2(n!)U, = 2 - (5!) - 13 = 3120 modos.

5.2.2 Determinando U,

Renumere os espacgos vazios disponiveis as mulheres por 1, 2, 3,..., n
Definamos, para 1 < i < n, os conjuntos

A = conjunto das permutac¢des das mulheres;

A; = conjunto das permutacgoes das mulheres em que M; ocupa o i-ésimo lugar;

Al = Conjunto das permutagoes das mulheres em que M; ocupa o (i — 1) — ésimo

lugar. (obs:1 —1 =mn)

Aplicando o Teorema 1.1 temos que:

Un:N—Nlﬁ-Nz—Ng—'——f—Nn,l—Nn

Vejamos as cardinalidades:
Assim temos N = |A| = n!

Por outro lado, |4;| = |A}] = (n — 1)!, assim,

M= Y N = Y A+ Y |4 =2n(n - 1)!

|M|=1 1<i<n 1<i<n
Agora, vamos dispor os 2n conjuntos da seguinte maneira: A}, Ay, AL, As, ... Al A,

Em relagao as intersegoes de k desses conjuntos, elas podem ser de dois tipos:

e A mesma mulher ndo pode ocupar duas posicoes diferentes ao mesmo tempo, logo:
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e Duas mulheres diferentes ndo podem ocupar a mesma posi¢cdo a0 mesmo tempo,
logo:
|[A:N A;+1| =0

Considerando a condi¢cao que nenhum dos conjuntos considerados na intersecao
sejam consecutivos, entdo usaremos para a contagem o Segundo Lema de Kaplansky, temos

que o niumero de interse¢oes a serem consideradas é dada por

2n  [(2n —k
g(2n,k):2n_k< i ), k=23,...,n.
e a cardinalidade da interse¢ao de k conjuntos é dada por (n — k), k =2,...,n.

Portanto a soma das cardinalidades da intersecdao de k conjuntos escolhidos dentre

A, Ay, A Ag, . AL A, é dada por

Ny =g(2n,k) - (n—k)!

_2n 2n —k
o —k k

>'(n—k)!, k=2,3,...,n.

U, = N—N+Ny—N3+...+N,_1—N,

= nl—2n(n— 1)+ 2n2ﬁ2<2"2_ 2) (n—2)l— ...+ (—1)"2n2fn<2”_”> (n—n)!

- izbiﬁ%?fkcn;k>«n_kﬂ

k=0
Portanto, a solugao do Problema de Lucas é dada por:

n 2n 2n — k
onlU, = 2n! —1)k (n—k)!
nlU, nk;)( )Zn—k< I > (n—k)
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