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Resumo

O presente trabalho apresenta um estudo dos nimeros racionais e irracionais as-
sociado ao estudo de fragoes continuas e tem como objetivo principal, possibilitar ao
leitor uma melhor compreensao dos ntmeros reais, através de um aprofundamento
sobre o estudo de fracdes e de alguns exemplos e aplicacoes. Tais aplicagoes, desde
que adaptadas, sao apresentadas como proposta de ensino para a educacao bésica,
pois estabelecem conexoes com alguns contetidos matematicos presentes em sua grade
curricular, tais como: equagoes diofantinas lineares, geometria, logaritmos e equagoes
quadraticas.

Palavras-chave: fracoes continuas, convergentes, determinantes, equacoes diofanti-
nas, logaritmos.



Abstract

The present work presents a study about rational and irrational numbers associated
to the study of continuous fractions and its main objective is enable to the reader a
better understanding of the real numbers through a deep studying of fractions and
some examples and applications. Such applications, when adapted, are presented as
a teaching proposal for basic education, because they establish connections with some
mathematical contents present in its curricular grid, such as: linear diophantine equa-
tions, geometry, logarithms and quadratic equations.

Keywords: continued fractions, convergents, determinantes, Diophantine equations,
logarithms.
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1 Introducao

No ensino basico, em geral, aprendemos que uma solu¢ao, por meio da férmula
quadratica, da equacao
2 =21 —-1=0 (1.1)

é dada por x = 1 + V2 e, portanto, tem uma representacao decimal, nao repetida e
infinita 2,4142155. ...

E possivel também resolver a equacdo (1.1) da seguinte maneira: Dividindo por x
em ambos os lados de (1.1), conseguimos

1
=2+ —. 1.2
x + . (1.2)

Se no lado direito x for novamente substituido por x = 2+ %, isto produzira a expressao

2+ !
T = —_
1
2+ -

T

Continuando este processo indefinidamente, obtemos

2 !
T = _
1
2+ —
2+

ou escrita de forma compacta z = [2;2,2,2,...].
Assim,
r=1+v2=102;2,2,2,...]

Essa representacao para o nimero 1 + V2 & chamada de fragao continua.
Historicamente, a palavra fra¢do continua apareceu, pela primeira vez, nos tra-
balhos do matematico inglés John Wallis (1616 — 1703) depois de Willian Brouncker
(1602-1684) ter apresentado a ele o desenvolvimento de % =[1;3,1,1,15,2,...] em fra-
¢ao continua. Porém, encontramos em toda escrita da antiga matematica grega, arabe
e hindu exemplos e vestigios de fracoes continuas desde a formulagao do algoritmo de
Euclides (325 a.C. - 265 a.C.), que teve grande influéncia para o estudo de fragoes
continuas, passando por estudos realizados por mateméticos do século V. Em particu-
lar, o matematico hindu Aryabhata (477 d.C) teria usado um método semelhante para
resolver equagoes lineares diofantinas (encontrar as solugoes inteiras de equagoes com
uma ou mais variaveis). Também podemos encontrar, ja no século XVI, um precursor
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das fragoes continuas a partir das ideias dos matematicos italianos Rafael Bombelli
(1526 — 1573) e Pietro Cataldi (1548 — 1626). Bombelli usou esse tipo de representagao
para calcular aproximadamente v/13. Cataldi fez o mesmo para v/18. Ja o matematico
e astronomo holandés Christian Huygens (1629 — 1695) foi o primeiro a apresentar uma
aplicacao pratica das fracoes continuas. Ele as usou no calculo da razao entre rodas
dentadas para a construgao de um planetario mecanico.

No entanto, a teoria moderna de tais fracoes, como a conhecemos hoje, foi desen-
volvida, principalmente, pelas contribuigoes dos matematicos Leonhard Euler (1707 —
1783), Johan Heinrich Lambert (1728 — 1777) e Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813),
dentre outros. Por exemplo, Euler, considerado o primeiro matemético a sistematizar

a teoria, representou os nimeros e, Z*—l e &1 em fracdo continua. Também é devido a

-1 72
ele a demonstracao dos seguintes resultados:

e Todo numero racional pode ser representado por uma fracao continua finita
e Todo numero irracional pode ser representado por uma fracao continua infinita

e Uma fragdo continua periodica (tem termos que se repetem) é o zero de uma
equacao quadratica

Anos mais tarde, Lagrange desenvolveu as propriedades das fracoes continuas perio-
dicas. Em 1728 Lambert provou a irracionalidade de w. As ideias e os resultados
de Lambert foram baseados em fracoes continuas. Ele também obteve expressoes em
fracoes continuas para zzj&, tg(x) e .

O século XIX, segundo Brezinski [1], é provavelmente o século do auge das fragoes
continuas. As pesquisas sobre o assunto cresceram e aprofundaram-se. A consideracao
de certos problemas conduziu, por exemplo, a necessidade de tratar com fracoes conti-
nuas complexas. Neste século deram valiosas contribuicoes matematicos como Jacobi,
Perron, Hermite, Gauss, Cauchy e Stieljes.

Durante o século XX, as fracoes continuas apareceram em varios ramos da mate-
matica. Por exemplo, Robert em [2] examinou a relagao entre a teoria do caos e as
fragoes continuas. Ja Niederreiter em [3], estudou sua aplicacdo em criptografia. Na
teoria de nods, temos o trabalho de Conway [4].

No ambito educacional, apesar de a representacao decimal ser parte do curriculo
previsto para o ensino béasico, a representagao por fragoes continuas nao é abordada nos
curriculos da educacao basica. No entanto, as operacoes matematicas envolvidas nesse
estudo, sao aplicadas, e isso sugere que, por reflexdes e adaptacoes, esse estudo possa
contribuir para a educacao basica de maneira geral, e também para o ensino superior.

O objetivo do presente trabalho é possibilitar ao leitor uma melhor compreensao
dos niimeros reais, através de um aprofundamento sobre o estudo de fracoes e de alguns
exemplos e aplicagoes, estabelecendo conexoes entre alguns contetidos matematicos.

Este trabalho sera dividido em 4 capitulos, que se distribuem como segue:

O capitulo 1 refere-se a introducao.

No capitulo 2, introduzimos algumas terminologias basicas, bem como definicoes e
exemplos sobre matrizes e determinantes.

O capitulo 3 é o foco principal do trabalho. Apresentaremos a representacao dos
numeros racionais e irracionais em fracoes continuas. Discutiremos uma relacao inte-
ressante entre fragoes continuas, determinantes e a constante 7.
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No capitulo 4 aplicaremos as fracoes continuas em diversas situacoes tais como:
resolucao de equacoes diofantinas lineares; no calculo de logaritmos; demonstracao da
irracionalidade de V2 e na resolucao de uma equacao quadratica especial.



2 Nocoes Preliminares

Neste capitulo, serao abordadas algumas defini¢coes, teoremas e propriedades bésicas
dos determinantes. As demonstracoes dos teoremas listados estao fora do escopo do
presente trabalho; porém, podem ser vistos com detalhes em [5], [6] e [7].

2.1 A definicao de matriz

Definicao 2.1. Matriz. Dados m e n em N, define-se uma matriz real de ordem
m por n ou simplesmente uma matriz m por n (escreve-se m X n), como uma tabela
formada por elementos de R distribuidos em m linhas e n colunas. Estes elementos de
R sao chamados entradas da matriz.

Exemplo 2.1. A matriz [—5] é uma matriz 1 X 1, ao passo que
1 35
1 50
é uma matriz 2x3. As entradas da primeira linha da matriz sao dadas pelos nimeros
reais 1,3 e 5, e as entradas da segunda linha da matriz sao dadas pelos niimeros reais
1,5e0.
E usual indicar as entradas de uma matriz arbitraria A pelos simbolos A;;, ou

ainda a;;, onde os indices indicam, nessa ordem, a linha e a coluna onde o elemento se
encontra. Assim, uma matriz m X n é usualmente representada por

@11 A2 - Qin

Q21 Q22 -+ Q2
A= ]

Ap1 QAp2 - Amn

ou por A = [a;;]mxn, ou simplesmente por A = [a;;], quando a ordem da matriz estiver
sub entendida.

Definicao 2.2. Matriz quadrada. Uma matriz n x n é chamada de matriz quadrada
de ordem n.

Exemplo 2.2. As matrizes
L 3 1 -3 1
1 5 e 1 -1 1
1 1 -9

sao matrizes quadradas de ordem 2 e 3 respectivamente.

12



Determinante de uma matriz 13

Definicao 2.3. Transposta de uma matriz. Dada uma matriz A = [aijlmxn,
chama-se transposta de A, e denota-se por A*, a matriz [bij]nxm, onde

aij = by
para todo 1 <1 <n e para todo 1 < j < m.

Exemplo 2.3. Algumas matrizes e suas transpostas.

6 1

1 2 3 4

A:[ } B=|1
5 6 7 8 3 5
1 5

t_26 t_613

A=137| B‘{1451

4 8

2.2 Determinante de uma matriz

A defini¢ao de determinante de uma matriz quadrada A, denotada por det(A)
ou |A|, pode ser dada de diversas maneiras. Neste trabalho, adota-se a defini¢do
recursiva de determinante. Esta definicao permite calcular o determinante através de
determinante de matrizes de menor ordem.

Se A = [a] ¢ uma matriz 1 x 1, entao det(A) = a ; se A é uma matriz 2 x 2

det(A) = | 11 92|
g1 G22
entao
det(A) = 11029 — A12Q921. (21)

Para definir o determinante para matrizes 3 X 3, usa-se a definicao de determinantes
2 x 2. Assim, se A é uma matriz 3 x 3

entao,
G22 Q23 21 (23 G21 Q22
det(A) = ayy — Q19 + a3
az2 Aass az1 G3s3 az1 a3z
De forma resumida, pode-se escrever:
det(A) = CLH’AH’ — &12‘1412‘ + Cl13|A13’ (22)

onde, Ay, Ao e A3 sao obtidas de A eliminando a primeira linha e uma das trés
colunas.
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Observagao 2.1. A expressao do determinante em (2.2) também pode ser reescrita
como

det(A) = Q11Q22033 + Q12023031 + 13021032 — G12021033 — (11023032 — (13022031

Exemplo 2.4. Da expressao (2.2), segue que o determinante da matriz

1 -1 10
A=11 0 5
1 3 2

é dado por
det(A)=0-5+30—-0—15+2 =12,

Agora, pode-se obter uma defini¢ao recursiva para o determinante. Quando n = 3,
det(A) é definido usando os determinantes das matrizes 2 x 2, A;;, como em (2.2)
acima. Quando n = 4, det(A) faz uso dos determinantes das matrizes 3 x 3, Ay;. De

modo geral, um determinante n X n é definido através de determinantes de matrizes
(n—1)x (n—1).

Definicao 2.4. Determinante de uma matriz. Para n > 2, o determinante da
matriz A = [@ij]lnxm € definida pela expressao:

det(A) = Q11 det(A11> — 12 det(Alg) + -+ (—1)1+”a1n det(A1n>

onde, 0s elementos a1, a12, a3, - . ., G1, SA0 da primeira linha de A e Ay;, j € {1,2,...,n},
representa a matriz obtida eliminando, em A a primeira linha e a j-éstma coluna.

Exemplo 2.5. Para calcular o determinante da matriz

11
A=|1 5
1 2

S
O O =

segue da definicao 2.4:

det(A) = a11|An| — a12|Asa| + a3/ Ay

= 1|A11| — 10[As2| + 1] As3]

1

5 0 10
_1’ 9‘_10'19‘“‘1

DO Ot

= 1(45—0) — 10(9 — 0) + 1(2 — 5)

= —48
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2.3 Expansao em cofatores

Para enunciar o proximo teorema, seria conveniente escrever a definicao 2.4 de uma
forma ligeiramente diferente. Dada a matriz A = [a;;], o cofator (7, ) de A é o nimero
¢;; dado por

cij = (—=1)" det(A;j). (2.3)

Entao,
det(A) = ar1c11 + araciz + -+ - + A1, Cin.

Essa formula é chamada de expansao de cofator com respeito a primeira linha de

A.

Teorema 2.1. Expansao em cofatores. O determinante da matriz A = [aij]nxn,
pode ser calculado pela expansdo do cofator com respeito a qualquer linha ou coluna.
A expansao com respeito 4 i-ésima linha, usando os cofatores em (2.3), é dada por

det(A) = @;1C;1 + A;2Cio + + - - + @inCin
A expansao do cofator em respeito a j-ésima coluna € dada por
det(A) = ayjcry + agjca; + -+ + anjcn;

Exemplo 2.6. O teorema 2.1 nos permite escrever o determinante da matriz

10 -1 1
A= 5 0 0
2 3 9

como

det(A) = agica1 + agaCao + agscas

= ag1(—1)*"Az1| + aga(—1)*"?[Ago| + ags(—1)*"*| Ags]

10 1

:_5‘ 29

11 10 —1
vol oo s os

2 3
= —5(=9—3) + 0+ 0 = 60.

Observacao 2.2. Em geral, a melhor estratégia para calcular o determinante usando
o teorema 2.1 é expandindo ao longo da linha ou coluna que apresenta o maior niimero
de zeros.

Exemplo 2.7. Calcular o det(A), onde:

3 =7 8 9 —6
o 2 -5 7 3
A=|0 0 1 5 0
o 0 2 4 -1
o 0 0 -2 0
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A expansao do cofator ao longo da primeira coluna de A tem todos os termos iguais &
zero, exceto o primeiro. Assim,

2 =5 7 3
0O 1 5 0
det(A) =3 0 9 4 —1
0O 0 =2 0

Em seguida, expande-se esse determinante 4 X 4 com respeito a primeira coluna, de
modo a tirar vantagem dos zeros contidos nessa coluna. Tem-se:

1 5 0
det(4) =3(2)| 2 4 -1
0 -2 0

Agora, expande-se esse determinante 3 X 3 com respeito a terceira linha,

det(A) = 3<2><—1>(—2>' ; —(1] ’

Calculando-se o determinante 2 X 2, acima, obtém-se

det(A) = —12.

2.4 Propriedades dos determinantes

A seguir, serao enunciadas algumas das conhecidas propriedades elementares dos
determinantes.

Teorema 2.2. Operagoes de linhas. Seja uma matriz A = [aij]nxn.

(i) Se um maltiplo de uma linha de A for somada & outra linha formando uma matriz
B, entao

det(A) = det(B).
(ii) Se duas linhas de A forem trocadas entre si, formando a matriz B, entdo

det(B) = —det(A).

(i) Se uma linha de A for multiplicada por um escalar k formando uma matriz B,
entao
det(B) = kdet(A).

A expansdo em cofatores (teorema 2.1) e as propriedades dos determinantes (teo-
rema 2.2) podem, as vezes, serem usados em conjunto para fornecer um meio efetivo
de calcular determinantes. Os calculos do proximo exemplo ilustram esta ideia.

Exemplo 2.8. Calcular det(A), onde:

-3 -1 1
A= -1 1 1
1 3 9

Tém-se os seguintes passos:
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Passo 1 Soma-se a linha 2 a linha 3,

-3 -1 1 -3 -1 1
det(A)=| -1 1 1|=| 0 4 10
1 3 9 1 3 9

Passo 2 Soma-se a linha 1 a linha 3 multiplicada por 3,

0 8 28
det(A)=10 4 10
8 3 9

Passo 3 FExpansao do cofator ao longo da primeira coluna:

8 28

det(A) :‘ 4 10

-

O teorema 2.2 nos permite realizar operacoes com linhas de uma matriz. O préximo
teorema mostra que se podem realizar operacoes analogas com as colunas de uma
matriz.

Teorema 2.3. Operacoes com colunas. Se A ¢ uma matriz n X n, entao
det(A") = det(A).

Portanto, por causa do teorema 2.3, cada afirmacao do teorema 2.2 é verdadeira se
) 2
substituir a palavra “linha” por “coluna”.

Exemplo 2.9. Determinar det(A), onde

1 -1 -3
A=11 1 -1
1 3 1

Soma-se a coluna 2 a coluna 1, obtém-se:

1 -1 -3 1 0 -3
det(A)=]1 1 —1|=|1 2 —1
1 3 1 1 4 1

Seguidamente, soma-se a coluna 3 a coluna 1 multiplicada por 3,

1
det(A) =| 1
1

=N O
=N O

Utilizando a expansao em cofatores ao longo da linha 1, finalmente obtém-se,

det(A) = ‘ ‘ =0

2 2
4 4
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Exemplo 2.10. Calcular det(A) para a matriz

1 1 1
A=1| a b ¢ |,
at v oA

onde a, b e ¢ sao nimeros reais nao nulos e distintos.

Quando soma-se (-1) vez a primeira coluna a segunda e terceira colunas, obtém-se:

1 1 1 1 0
det(A)=|a b c|=]a b—a
a bl a b —a’

Utilizando-se da expansao em cofatores ao longo da linha 1, obtém-se:

det(A4) — | 5% ST

¥—a® S —a

Finalmente, e depois de manipulacoes algébricas, obtém-se

det(A) = (b—a)(c—a)(c—=b)(a+b+c).



3 Fracoes Continuas

Neste capitulo, apos apresentar as definicoes e notacoes sobre fragoes continuas,
estudamos uma outra maneira de representar niimeros reais por meio das fracdes con-
tinuas. Além disso, discutimos a relagao entres as fracoes continuas, determinantes e
a constante .

3.1 Definicoes e notacoes

Definicao 3.1. Uma fracao continua generalizada ou simplesmente fracao continua é
uma expressao da forma

by

a; +
1 by

as +
2 by

as +

CL4+

onde ay,as,as, ... e by, by, bs, ... podem ser nimeros reais ou complexos, ou fungoes de
varidveis reais ou complexas. O nimero de termos pode ser finito ou infinito.

As seguintes expressoes

2 12z
24—, 1+
2+ ——— T -2+

4

3+ — 6x +
4+ 10 +

sao exemplos de fracoes continuas.

Definicao 3.2. Uma fracao continua simples ou reqular € uma fracao continua da

forma

1

a; +
1
as + ——

as +
onde ag,as, ay ... S0 numeros inteiros positivos e a; um nimero inteiro qualquer. Os
termos ay, as, as, ... sao chamados de quocientes parciais da fracao continua.

19
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Observacao 3.1. Em alguns casos, por simplicidade, usa-se a seguinte notacao

1
a1+—1: lai;az,as, . . .|
a+——

as +

3.2 Fracoes continuas e niimeros racionais

Nesta secao, discutimos a representacao dos niimeros racionais por meio de fracoes
continuas. Veremos que essa representacao é dada por fragoes continuas simples finitas.

Sabe-se que um ntimero racional pode ser representado por § onde a e b sao inteiros
com b # 0. Nos exemplos que seguem, e através de simples manipulagdes como o
algoritmo da divisao, pode-se expressar um numero racional como uma fragao continua
simples finita.

Exemplo 3.1. Para representar a fracdo ¥ na forma de fracio continua, primeiro

7
dividimos 10 por 7 e obtemos
10="7-1+3.

ou equivalentemente

10 7-1+371+371+ 1
T7T T T
3
Agora, dividindo 7 por 3, obtemos
7T=3-2+1.
Dai, encontramos
10 1+ ! 1+ 1+ !
T T 3-2+1 ) L
3 3 T3
Como 3 dividido po 1 da resto zero, paramos o processo e portanto
10
—=11;2,3].
== (12,3

Se o numerador da fracao é menor do que o denominador, entao a; = 0. Vejamos
o exemplo.

Exemplo 3.2. Expressar a fragao % na forma de fragao continua.

Logo,
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Se o numero racional é negativo, procede-se como o seguinte exemplo.

Exemplo 3.3. Dado o ntimero racional —%, encontre a fracdo continua associada.

15 _ 4—1—2— 4—1—1— 4+ !
5 5 5 -
2 T3
Assim, temos que
18
= = [—4;2,2].
5

Utilizando-se operacgoes elementares com fragoes, agora temos a situacao contraria,
isto é, dada uma fragdo continua simples finita, procura-se obter um nimero racional.

Exemplo 3.4. Para determinar o numero racional associado a fracgao continua simples
[1;1,2,2, 3], sabe-se que

[1;1,2,2,3] =1+

1
1+ ]
2+—1
2+§
Efetuando-se as operagoes com fragoes, obtemos
1 1 1
1+ 1 = 1+ ] =1+ 1 =1+ ]
1+—1 1—1——1 1—|——3 1—1—1—7
2% 3 3
1 1 17 41
= 1+ 7:1+ﬂ:1+ﬂ:ﬂ
1+ﬁ 17
Portanto,
[1;1,2,2,3] = -

24
Dos exemplos anteriores, a pergunta natural que surge é: qualquer ntimero racional

pode ser representado por uma fracao continua simples finita? A resposta a questao é
dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.1. Qualquer nimero racional pode ser representado por uma fracao conti-
nua stmples finita. Reciprocamente, qualquer fracao continua simples finita representa
um numero racional.

Demonstragao. Ver [8] e [9)]. O



Convergentes 22

Observe-se que a representacao de um nimero racional por uma fracdo continua
simples e finita nao é tinica. Por exemplo no caso do nimero 1—70, temos do exemplo 3.1

que sua expansao ¢ dada por

10_1+ 1
7T 1

24 =
+3

No entanto, o iltimo termo az = 3 pode ser substituido por 3 — 1 + % Isso faz com
que % também possa ser expandido como

2+ =

isto 6, 12 = [1;2,3] = [1;2,2,1].

Assim, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.2. Qualquer nimero racional pode ser representado por uma fragdo con-
tinua simples finita de apenas duas formas: uma com um numero par de termos, e a
outra, com um niumero impar. Uma com iltimo termo igual a 1, e a outra, com esse
termo mator de que 1.

Demonstracao. Ver [8] e [9)]. O

Observe-se que o fato anterior também acontece na representacao decimal dos ni-
meros reais. Por exemplo, as expressoes seguintes definem o mesmo niimero real

3,275999...=3,276000... e 0,999...=1,000...

3.3 Convergentes

Definicao 3.3. Dada a fracao continua

[a1; a9, as, ... Qn, Qpity Gpgoy ...
O nimero
Tn
Cp = —= [al;a%"'aa'n]y
Sn
obtido da fracao continua eliminando ani1,anis,..., € chamado de n-ésimo conver-

gente ou convergente de ordem n.
Os seguintes exemplos ilustram melhor a definicao de convergentes.
Exemplo 3.5. Determine os convergentes da seguinte fracao continua:

128 1
5 =3+ ————=[32512].
24—
5+ —

14+ =
+2
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Da definicao, os convergentes sao:

C1 = 3
7
Cy = 3 + - = 5
a4 1 38
“ = 111
2+ -
54 1 45
“= ,, L 13
_|_ [
o+ !
1
54 1 128
“ = 2+—1 Y
o+ !
1+ !
2
Observacao 3.2. Desde que a fracao continua do nimero % é finita, o ultimo con-

vergente é o proprio nimero.

Exemplo 3.6. Para a fracdo continua [2;1, 1,2, 2] seus convergentes estdo dados por:

cL =2
1
62_2+I:3
)
@t
1+I
cy =2+ ! :E
1 )
1—|——1
1+§
1 31
cs =2+ ] =1
1+ ]
1—1——1
2+§

Existe uma formula de recorréncia simples para determinar o n-ésimo convergente
sem precisar efetuar longos célculos. Essa formula é dada pelo teorema a seguir.
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Teorema 3.3. O numerador r; e o denominador s; do i1-ésimo convergente ¢; da fracao
continua [ay;as, as, . . ., a,] satisfazem as equagoes,

ri = Q;Ti—1 + Ti—2 .
B , (1=1,2,...,n)
S; = @;S;-1 + Si—2

7”_1:0 7‘0:].
8_1:1 ¢ SOZO

Demonstragao. Ver [8], [9] e [10]. O

com as condi¢oes iniciais

Como uma aplicacao do teorema anterior, consideremos o seguinte
Exemplo 3.7. Determine os convergentes da fragao continua

55 =(2;2,4,8,2]
157_7777'

Uma forma pratica de calcular os convergentes ¢ usando a tabela 3.1. Nessa tabela,
os valores de n ficam na primeira linha, os valores de a, ficam na segunda linha, os
valores de r, na terceira linha e os de s, na quarta.

n -1 0 1 2 3 4 5
an, 2 2 4 8 2
Tn
Sn

Tabela 3.1:

Seguidamente, colocamos os valores (condi¢oes iniciais)

7",1:0 o 7“0:1
871:1 SOIO

COommo segue

n -1 0 1 2 3 4 5
an 2 4 8 2
n 0 1
Sy, 1 0

Tabela 3.2:

Para completar o preenchimento da tabela 3.2, usa-se a férmula de recorréncia do
teorema 3.3. Por exemplo, para calcular c¢; e ¢y, temos que

S1 N @189 + S—1 N 2 O)

1

1 a1 + 11 2(1) +0 2
Cl = — = =
1 1

re _apritry  22)+1 5

Sy agsy+sy  2(1)+0 2
Prosseguindo com os calculos, chega-se a seguinte tabela

Cy =
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n -1 0 1 2 3 4 5

an, 2 2 4 8 2

T 0 1 2 5 22 181 | 384

Sp, 1 1 2 9 74 157
Tabela 3.3:

Observe-se da tabela 3.3 que os convergentes c3, ¢4 e ¢; estao dados por
22 181 384
o Cy = 7R e c5 = 1
Uma observacao mais atenta da tabela 3.3 revela outra propriedade interessante
dos convergentes. Por exemplo, a partir da tabela 3.3, obtemos as expressoes a seguir

C3 =

ToS—1 —T-1S9 = +1
T1So — TpS1 — -1
T951 —T1S2 = +1
r3Sg — 1983 — -1
T4S3 — 138y = +1
sS4 — T4S5 = -1

Em geral, as relacoes anteriores sao validas para qualquer tabela de convergentes
como mostra o seguinte resultado

T

- € 0 i-ésimo convergente da fragao continua lai;as ..., a,], entao
1

Teorema 3.4. Se
risicy — ric1s; = (—1)' (3.1)

para todo i > 0.

Demonstracao. A demonstracao sera por inducao em 1.

e Para i =0,
ros_1 — 1150 = 1(1) = 0(0) = 1 = (=1)°.

e Parai =1,
r180 — ros1 = a1(0) — 1(1) = -1 = (_1)1-

e Para 1 = 2,
981 — T182 = (a2a1 + 1)1 — Q201 — 1= (—1)2

Agora, suponhamos que o teorema seja valido para um certo ¢ = k, isto é,
reSk—1 — re—18K = (—1)%,
vamos mostrar que para i = k + 1,
The1Sk — Trsepr = (—1)F
Do teorema 3.3 e da hipo6tese indutiva, segue-se que
Tht15k — TkSk41 = (Qh1Tk + Th1)Sk — Tk(Qht15% + Sp—1)

= (_1)(7’k3k—1 - T‘kqsk)
= (D1 = ()

o que conclui a demonstracao. O]



Fracoes continuas e determinantes 26

O teorema 3.4 é um resultado fundamental que nos levara a um procedimento para
resolver equacoes diofantinas usando as fragoes continuas.

Exemplo 3.8. Considere a tabela de convergentes

n -1 10 1 2 3 4 5
an, 2 3 4 5 6
Tn 0 1 2 7 30 157 | 972
Sn 1 1 3 13 68 421
Tabela 3.4:
Verifica-se que
risioy — i1 = (=1)°  para i=1,...,5.

Observe-se também da tabela 3.4 que os convergentes

27 80 1797
17 3 137 18 421

sao irredutiveis. Essa é outra propriedade importante dos convergentes e é dada pelo
seguinte corolario do teorema 3.4.

Corolario 3.1. Todo convergente = de uma fracao continua simples finita € um nu-
S

7
mero racional irredutivel, isto é, mde(r;, s;) = 1.

3.4 Fracoes continuas e determinantes

Quando ¢ dada uma féormula de recorréncia como a do teorema 3.3, um problema im-
portante é determinar o convergente ¢, sem usar os convergentes precedentes. Mostra-
se nesta secao que na resolucao deste problema, encontra-se uma relacao interessante
entre fracoes continuas e determinantes. O resultado principal que trata desta ralacao,
teorema 3.5, ¢ demonstrado usando a teoria de determinantes.

Dada a fracao continua simples finita

r

o= lai;as, ..., a,).

Sabe-se que os convergentes de ~ estao dados pelas expressoes seguintes

1 1
1 = ay; 02:a1+a—; c3=aj+ 1§
2
as + —
as
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1 1
c4:a1—|——1; Tt Cpol = a1+ 7 ;
as + ——— az +
1 as +
(1,3—|——
Q4
1
1
an72+
Ap—1
1
cp, = ap + 1
as +
2 s +
1
1
an+1+_

n

Observacao 3.3. Cada convergente ¢, obtém-se de ¢,_; adicionando-se ai A Qp_1.
n

Po outro lado, cada convergente ¢, pode ser reescrito usando-se a nocao de deter-
minante. Por exemplo, ¢; e ¢o podem ser reescritos como

¢ = |ag]
a; 1
a1ay + 1 -1 ao
Co = =
az as
O convergente c3 pode expressar-se como
ay 1 0
—1 (05} 1
_ aiaga3 +a; +az 0 —1 oas
“ = azaz + 1 B ay 1
-1 as
Analogamente, ¢4 fica como
ap 1 0 O
—1 a9 1 0
0 —1 as 1
1020304 + araz + ajag + azags +1 0 0 -1 a4
“ = Ao03a4 + a2 + a4 a as 1 0
-1 a3 1
0 -1 a4

Dos calculos anteriores para cy, co, 3 € ¢4, pode-se enunciar o teorema a seguir:
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Teorema 3.5. Dada a fracao continua simples e finita

r
g: [al;a'27a3"'7an]7

tem-se que seu n-ésimo convergente é dado por

Ny
Cp =
Dn—l
onde
aq 1 0o --- 0 0 a9 1 0o --- 0 0
-1 a 1 --- 0 0 -1 a3 1 --- 0 0
0 -1 as 0 0 0 -1 a4 0 0
Nn: . € Dn—l_
0 0 0O - ap1 1 0 0 0 - ap1 1
0 o o --- =1 a, 0 o o -+ -1 a,

Demonstracao. A demonstracao serd feita por indugao sobre n.

Para n = 2 temos claramente que

aq 1
aias + 1 -1 as
CQ = =
a9 ’CIQ’

Agora, suponha-se que seja verdadeira a expressao

c o Nn—l
n—1 — .
Dn72
Deseja-se mostrar que
Ny,
Cn = :
anl

Para isso, da observacio 3.3, tem-se que adicionando-se - & a,_1, obtém-se a expressao

an

Pn—l

Cp = 3.2
Qn—2 ( )

onde

aq 1 0 0 0

—1 Q9 1 0 0

0 -1 as 0 0

Pn—l == .
0 0O 0 QAp—2 1
0 0 0 1 an1+ -
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a 1 0 0 0
-1 a3 1 0 0
0 —1 Ay 0 0
Qn—2 = .
0 0 0 Ap_9 1
0O 0 0 -1 ap,_1+ i

Desde que a, # 0, da expressao (3.2), temos

anPn—l

B anQn—Q

Cn

(3.3)
Afirmamos que
6LnPn—l = Nn € anQn—Z = Dn—l-

De fato, pelo expansao do cofator ao longo da tltima linha (teorema 2.1), a expressao
a, P,_1 pode-se reescrever como:

ag 1 0 O 0 0

-1 a 1 0 0 0

0 -1 ' 0 0
anPnflzan

0 0 1 0

000 0 g+t L

0O 0 0 O 0 1

Somando-se —1 vezes a n-ésima coluna a (n — 1)-ésima coluna, obtém-se dos teoremas
22e23

ag 1 0 O 0 0

-1 a 1 0 0 0

0 -1 0 0
anPp_1 = an

0 O 1 0

0 0 0 . ap i

o o0 o0 0 -1 1

Multiplicando-se a ultima coluna pelo termo a,,, segue do teorema 2.2 e 2.3,

a; 1 0O O 0 0
-1 ay 1 O 0 0
0 -1 0 0
anPnfl = = Nn
0 0 1 0
0O 0 0 " ap1 1
0 0 o 0 -1 a,

De modo semelhante demonstra-se que a,Q,—2 = D,,_1. Assim, temos que
Pnfl _ CLnPn,1 _ Nn
Qn72 CL?’Lan2 anl ’

o que completa a demonstragao. O

Cp =
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Vejamos a seguir alguns exemplos.

Exemplo 3.9. Usando determinantes, vamos neste exemplo, calcular o quarto conver-
gente da fracao continua.
74 1
1+ ]
3+ ]
2+ B

14 =
+5

Do teorema 3.5, temos que o quarto convergente é dado por

ai 10 0
-1 as 1 0
0 -1 as 1
0 0 -1 a4
as 1 0
-1 as 1
0 —1 ay

Cy =

Substituindo a; = 2, as = 1, a3 = 3 e a4y = 2, nos determinantes, tem-se que

aa 1 0 0 2 1 0 0
-1 a 1 0 -1 1 1 0
0 -1 a3 1 0o -1 3 1
0 0 —1 a4 0o 0 -1 2
C4 = =
a 1 0 11 0
-1 as 1 —1 3 1
0 -1 ay 0 -1
Das propriedades dos determinantes, obtemos
1 1 0 1 -1 0
2(-1 3 1|—-110 3 1
0 -1 2 0 -1 2 25
04 _= = —
3 1| | -1 1 9
-1 2 0 2
Assim, temos que o quarto convergente é dado por ¢4 = %5, sem a necessidade de

calcular os convergentes precedentes.
Da tabela de convergentes 3.5, pode-se conferir que o resultado é ¢, = %.

Exemplo 3.10. Determinar o niimero racional - que representa a fragao continua
simples
1

2-!-1
1

34+ =
+4

r
=14+
5
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n -1 0 1 2 3 4 5 6

an 2 1 3 2 1 5

T 0 1 2 3 11 25 36 205

Sn, 1 1 1 4 9 13 74
Tabela 3.5:

Para encontrar %, a partir do teorema 3.5, temos que:

ai 1 0 O
-1 as 1 0
0 -1 a3 1
0 0 —1 ay
a 1 0
—1 as 1
0 —1 ay

w | 3

Substituindo a; = 1, as = 2, a3 = 3 e a4 = 4, nos determinantes, tem-se que

aa 1 0 0 1 1 0 0

1 a 1 0 -1 2 1 0

0 -1 a3 1 0 -1 3 1

r 0 0 —1 ay 0 0 -1 4
s a 1 0 N 2 1 0
—1 az 1 -1 3 1
0 —1 ay 0 —1 4

Das propriedades dos determinantes, obtemos finalmente

r_43
s 30

Embora a tabela de convergentes é mais simples para calcular-se convergentes, o
objetivo aqui é ilustrar a conexao entre diferentes conceitos matematicos.

3.5 Fracoes continuas e niimeros irracionais

Se x é um numero irracional, sabe-se do teorema 3.1 que z nao pode ser expandido
por uma fracdo continua simples finita. A pergunta que se coloca é: como seria a
expansao de um numero irracional em fracoes continuas? Nesta secao, vamos tratar de
maneira introdutoéria a expansao em fragoes continuas de alguns ntimeros irracionais.

No estudo das fragoes continuas associadas aos niimeros irracionais, tem-se duas
questoes teodricas fundamentais:

e Existe uma expansao em fragoes continuas para um ntimero irracional dado?
e Se existe uma expansao, ela é tinica?

As respostas a estas duas questoes sao fornecidas pelo seguinte teorema
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Teorema 3.6. Qualquer fracao continua simples infinita representa um numero irra-
ctonal. Reciprocamente, qualquer nimero irracional x pode ser representado de forma
unica por uma fragdo continua simples infinita [ay;as, as, . . .|.

Demonstracao. Ver [8] e [11]. O

A seguir, apresentamos o procedimento para encontrar a expansao de um nimero
irracional em fracao continua.

Dado z um ntumero irracional qualquer. Calcule a parte inteira de z, a; = |z, ou
seja, a; € o maior inteiro menor que x. Podemos escrever x como

1 1
r=a+—, emque 0<— <1,
T2 T2
de onde o namero .
To=—>1
r — aq

é irracional.
De igual forma, calcula-se as = 2] e expressamos xs como

1 1
To=ay+—, com 0O0<—<1 e ay>1
I3 I3

de onde, novamente o niimero

1
r3=—"—7>1
Lo — G2
¢ irracional.
Repetindo esse processo, conseguimos
1
r = a1+ —, x2>1,
T2
1
To = ay+—, x3>1, ay>1,
T3
1
T, = a,+ y Tpr1>1, a, >1,
Tn+41
onde ay,as,as, ... sao inteiros e xq, To, T3, ... Sa0 irracionais.

Note-se que esse processo nao termina, pois isso s6 aconteceria se x, = a,, para
algum n, o que é absurdo, pois x,, é irracional.
Por fim, fazendo substituigoes apropriadas, obtemos a fracao continua simples infi-
nita
T =a + — 1 (3.4)
ay + ——

a3—|—

Vejamos, nos seguintes exemplos, como aplicar o procedimento anterior.
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Exemplo 3.11. Devido a grande utilizacao de V2 no ensino basico, vamos expandir
o nimero irracional v/2 na forma de uma fracao continua simples infinita. Para isso,
temos que o maior inteiro menor que v2 = 1,4142... ¢ a; = 1, deste modo

Resolvendo a equacao acima para x, obtemos

1 241
V24 =V2+1.
\/§—1\/§+1

To =

Por conseguinte,

1 1
V2=a;+— =1+ .
! T2 V2 +1

O maior inteiro menor que 2o = V241 =2,4141... é ay = 2, desta forma

na qual

BT m2 (VZrn-2 Va1
1 V2+1
\/5—1\/§+1:\/§

Como resultado, zo = x3. Por tanto, daqui para frente o processo se repete, isto é,
Ty = T3, T5 = T4,. ..
Por fim, depois de simples substitui¢oes, obtemos

+1

1 1 1 _
V2=1+—=1+ :1+—1:[1;2,2,2,...]:[1;2]

1
2+ —
2+

A notacao 2 significa que o nimero 2 apresenta repeticdo, ou seja, apresenta algum
periodo. Ressalte-se, aqui, que isso nao se revela quando se usa a representacao decimal

de V2.

Vamos agora realizar o processo inverso, isto é, dada a fracao continua simples

infinita [1;2,2,2,...] = [1;2], procura-se obter o ntimero irracional V2.
Seja
1
r=ld (3.5)
24+ ———
1
24+ —

2+
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ou
1
r—1= N (3.6)
24—
1
2+ —
2+
Por outro lado, a expressao (3.5) pode-se exprimir como
1
r=1+ 1 (3.7)
1
24+ 24+ —
+ 2+
Inserindo (3.6) em (3.7), obtemos
1+ L 1+ !
xr = = _—
2+ (z—1) r+1’

isso se reduz a equacao
(z—1)(z+1)=1, ou 2°>=2.

Assim,

3::[1;2,2,...}:\/5.

Ainda em relagao ao exemplo anterior, vamos comparar aproximacoes decimais de
V2 com as aproximagoes obtidas via os convergentes da fra¢do continua [1;2] de V2.
Para isso, considere a seguinte tabela de convergentes para [1;2].

n -1 0 1 2 3 4 5

an 1 2 2 2 2

T 0 1 1 3 7 17 41

S 1 1 2 5 12 29
Tabela 3.6:

Observe que a tabela acima fornece-nos os primeiros cinco covergentes

7 41
=1 =-=1,4 = — =~ 1,4137931
C1 C3 5 ) Cs 20 )
3 17 _
Co 2 75 C4 12 ) 6

Ao comparar estes valores com a aproximacao decimal de V2 & 1,4142 (até quatro
casas decimais), verifica-se que a medida que a ordem do convergente aumenta, o seu

valor se torna mais proximo de NOXS 1,4142.

Lembre-se que no caso de um ntumero racional, o iltimo convergente é o proprio
numero. J& no caso de um numero irracional, obtém-se valores cada vez mais proximos

dele, a medida que tomamos convergentes de ordens superiores.
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Exemplo 3.12. Expandir %ﬁ como uma fragao continua.

O maior inteiro menor que HT V35 & a; = 3, deste modo

14++/35 1 1
T —a o — =3+ —.
2 T2 T2

Resolvendo essa tultima equacao para xs, obtemos

1 2 —5—4/35

x = =
i 14v35 3 —5+4/35-5— /35

2

To =

Logo,

O maior inteiro menor que zy = BJFT V35 & gy = 2, por conseguinte, somos levados a

reescrever ro Como

1 1
To = Q9 + — = 2 + —
T3 T3
em que
1 )
I’s = =
5+v/35 — v/
+5 -2 5+ V35
B 5 -5 — /35
—5+V35-5—-+v35
9+ V35
2
Assim,
1++v35 1
1t ves S
2 o4 1
5+ V35
2
Novamente, o maior inteiro menor que rs = 5+g/£ é az = 5, logo podemos reescrever
23 COMO
1 1
rz3=a3+— =95+ —
Ty Ty

Resolvendo a equacao acima para x4, obtemos
1 B 2
SV35 5 —54 /35

Ty =

ou equivalentemente

2 —5-V35 54435
x =

YT 5+ VB5—5— 35 5
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++/35

9 . . . .
Mas a expressao —5 j& foi desenvolvida anteriormente, de modo que o processo
se repete.
Finalmente, e depois de fazer substituicoes, a expansao em fracao continua ¢ dada
como segue

1++v35 1 _
*T:zu = [32.5,2.5....] = [325)
2+
5 -
* 1
2+ —

5+

Vamos considerar, agora, o problema inverso, isto é, encontrar o niimero irracional
que representa a fra¢do continua [3;2,5]. Para isso, suponha que

1

=3+
2+
5+ !
1
24+ —
5+

Somando 2 a ambos lados da expressao anterior, conseguimos

r+2=5+ 1
2+
5+ !
1
2+ —
o+
Podemos reescrever a equagao como
rT+2=5+ 1
2
+x+2

Segue entao dai que
20 — 22 — 17=0
14

cuja raiz positiva é
Portanto

2
1++35 —
TEVE 3.9
2
Vamos, agora, comparar as aproximagcoes decimais de —Hﬁ

obtidas via os convergentes da fragao continua [3;2, 5] de %ﬁ Para isso, considere a
tabela de convergentes para a fragao continua [3;2,5]:

com as aproximacoes



Fracgoes continuas e a constante 7 37

n -1 0 1 2 3 4

an, 3 2 5 2

T 0 1 3 7 38 83

Sp, 1 1 2 11 24
Tabela 3.7:

Da tabela acima, obtemos os primeiros quatro covergentes

38

c =3 C3 = ﬁ = 3,4_5
7 83 —
= — = = — = 4
©2=3 3,9 =5 3, 4583

Ao comparar estes valores com a aproximacao decimal de %ﬁ ~ 3,458 (até trés casas
decimais), verifica-se que
1++v/35

~ ¢y = 3,4583.
9 Cy )

3.6 Fracoes continuas e a constante 7

Neste secao, apresentamos e demonstramos relacoes interessantes entre as fracoes
continuas generalizadas e a constante .

Ao longo da historia encontraram-se muitas expressoes matematicas para a famosa
constante m. Por exemplo, o matematico britanico John Wallis (1616 — 1703), que foi
um membro fundador da Royal Society e contribuiu nas origens do célculo, em seu
livro Arithmetica Infinitorum; veja em [12], apresenta uma representacao de m como o
produto infinito

2 1.3 35 5.7 7-9
T 22 4.4 6-6 8-8
O matematico inglés Willian Brouncker, por sua vez, transformou essa expressdo (sem
prova e aproximadamente em 1659) na seguinte lista de fragoes continuas generalizadas
[13]

12 4
W1s——F =7
2+ 2

24+ —
2+
12
(2) 3+ T
6 + 52
6+ —
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12 16
(3) 5+ 32 = ?
10 + =
10 +
10 +
12 9
(4) 7 + 32 = ZTF
14 + .
14 +
14 +
12 256
(5) 9+ e = or
18 + -
18 +
18 +
12 295
(6) 11+ = ="
22 + =
22 +
22 +
1 12 1024
(1) 13+ 32 257
26 + —
26 +
26 +
o 1 12 11025
(8) 15+ 32 2304
30+ ———
30 +

30 +
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Olhando-se para a lista de fracoes continuas acima, nota-se sua simplicidade e sua
facilidade para descrever-las e decora-las. A seguir, apresenta-se os detalhes da de-
monstracao dessas expressoes seguindo a ideia proposta em [14]. Para isso, precisamos
conhecer algumas propriedades da funcao gama.

3.6.1 Funcao gama

A fungao gama, introduzida por Leonhard Euler em 1930, generaliza o conceito
de fatorial, originalmente definido para ntimeros inteiros. Existem diversas maneiras
de se definir a funcdo gama. Nesta trabalho, vamos defini-la a partir de uma integral
improépria.

Definicao 3.4. A funcao gama € definida por

+oo
['(x) = / e 't Vo >0
0

A seguir apresentamos algumas propriedades relacionadas 4 funcao gama

Teorema 3.7.
(1) =1.

Demonstracao. Pela definicao da funcao gama, temos que

“+o00
(1) = / e 't tdt
0

+oo
= / e tdt
0

= Jm ()]
-1
O
Teorema 3.8.
I'(z+1) =al'(2), x>0

Demonstracao. Da definicao de funcao gama,
+o0 +o0
D(z+1) = / ettt 1qr — / e todt
0 0

Integrando por partes,

+oo
[(z+1) = [t ;roo + :1:/ ettt
0

Assim, pela definicao da funcao gama,

[(x+1) =2(x).
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O proximo resultado é a razao pela qual a funcao gama é frequentemente chamada
de fatorial generalizado.

Teorema 3.9. Se x ¢ um inteiro nao negativo, entao
['(z+1) =2zl
Demonstracao. Pelo teorema 3.8, encontra-se que:

[(x+4+1) = 2(x)
=zx(z— 1l (x—1)

Novamente do teorema 3.8

Nz +1) = 2(x)
=zx(z— 1l (x—1)
=zxz(z—1)(z—2)['(x —2)

Desde que x é inteiro e aplicando o teorema 3.8 inimeras vezes, teremos
Mx+1)=xz(z—1)(z—2)(x—3)...3.2.1.1'(1)
Finalmente, do teorema 3.7, obtém-se

M(x+1) =a!

Outra propriedade interessante da funcao gama é dada pelo seguinte resultado.

Teorema 3.10.
NORNG
Demonstracao. Da definicao de funcao gama, temos
+o0 )
I'(3) = / e 'tz 1dt (3.8)
0
Quando substituimos t = u*, (3.8) pode ser reescrita como
+o0 )
F(%) :2/ e “du
0

De onde
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O proximo teorema serd muito 1til na demonstragao das fracoes continuas acima
(1) = (8).

Teorema 3.11.

1.35.7...(2n -1
- 2n(” ) /7 n=123...

Demonstracao. A demonstragao serd feita por inducao sobre n. Para n = 1, segue
diretamente dos teoremas 3.8 e 3.10 que

D(+1)=ir () =iva
Suponha-se, agora, que o resultado ¢ valido para um dado n = k, isto é,

P (k) = 1.3.5.7...(%—1)\5

I'(n+3)

ok
Deve-se mostrar que ¢ valido para n = k 4 1. De fato, do teorema 3.8
F(k+1+1) =+ (k+3) (3.9)

Aplicando a hipotese de inducao em (3.9), vem que

1.35.7...(2k — 1)

L(k+1+4+3)=(k+3) 57

NZ3

_ (2k+1) 1357, (2k — 1)\5

2 2k
1357 2k —1)(2k 4+ 1)\/7
- ok+1
o que estabelece, desse modo, o resultado para todo n. O

3.6.2 O teorema principal

O teorema seguinte, que é o resultado principal desta secao, estabelece uma relacao
entre fracoes continuas generalizadas e a constante 7.

Teorema 3.12. As sequintes relagoes sao vdlidas:

12 4
R FR
S

2+ —
2+
12
3+—32:7r
6+ =
6+ —

6 +
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- 12 16
32 o
10 + =
10 +
10 +
12 9
7 + 32 = Z_Lﬂ-
14 + =
14 +
14 +
. 12 256
+ 32 T 9n
184 ————
18 +
18 +
. 12 225
* 2 64
929 +
929 +
" 12 - 1024
* 32 257
26+ ———
2 +
26 +
. 12 11025
+ 32 2304
30 4 ———5—
30 +

30 +
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Demonstracao. O lado direito das expressoes podem ser reescritas como

12 4
S -
2+—52
24+ —
2+
12
3+ 57 =7
6+ 52
6+ —
6+
- 17 _5.2:2 4
10 32 713 x
+
52
10 +
10 +
12 1-3
7"‘ 32 :3—27T
14 +
52
14 +
14 +
12 2:2 4.4 4
9 =5.—=.__-.=
+18+ 32 1-3 3-5 7
2
18 +
18 +
12 1-3 3-5
11 —5. .
+22 32 AW
+
52
22 +

22 +
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12 2.2 4.4 6-6 4
13 =7. . . .
+ 32 1-3 3-5 5-5 7
26 + =2
26 +
26 +
12 1-3 35 5-7
15 =7. . .
+ 32 2.9 4.4 66"
30+ ————
30 +

30 +

Por outro lado, observe-se que as fracoes continuas sao da forma

12
32

FC(z)=a+
2x +
2z +

52

2x +

onde x é um numero impar. Note-se ainda que 7 aparece no lado direito, no deno-
minador quando = = 1,5,9,... e, no numerador quando z = 3,7,11,15,... Assim, é
conveniente expressar a lista anterior em duas expressoes. Para isso, usa-se o produto

de Wallis
~1-3 35 5.7 (2n—1)2n+1)

- . . - =1,2,3,...
Wi =55 T1 6% om0 LAY
Com isso, a lista de expressoes podem ser reescritas como
(An+1) + v (2n+1) L4 (3.10)
! 32 T Wy w |
24n+1) + =
2(4n +1) +
2(4n +1) +
e
12
(4n +3) + Py =2n+1)W(n)n (3.11)
2(4n + 3) + =
2(4n + 3) +

2(4n +3) +
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As expressoes (3.10) e (3.11) sao casos especiais da formula [15, p. 35]

AT (x+y+3) r (w—y+3) 12 — y2
T (x+y4+1) T (w—y4+1) =T+ 32 _ 2 (3.12)
4 4 20 4+ ————
52 _ y2
2x +

2r +

que ¢é valida para y inteiro fmpar e x qualquer complexo ou y qualquer complexo e
Re(x) > 0. De acordo com [16, p.140] esse resultado também ¢é atribuido a Euler,
Stieltjes e Ramanujan.

Observe-se que quando y = 0 e z = 4n + 1 da expressao (3.12), obtemos

AT 4n+143 T 4n+143 12
S 4 ) ( 4 ) — (471 + 1) +
[ (Al T (VL) 32
4 4 2(4n +1) + =
2(4n +1) +
2(4n+1) +
ou
rin+1)]” 2
4 . =(4n+1)+ 5
24n+1) + =
2(4n +1) +
2(4n +1) +
Dai, segue diretamente dos teoremas 3.9 e 3.11 que
4(n!)? 12
1)+ 5
1.3.5.7... (2n—1) 3
[2—\/77} 2(4n +1) + =
2dn+1) +
24n+1) +
Afirma-se que
4(n!)? 1 4
=2n+1 —
135.7...(2n—1)y/7 ]2 (2n )W(n) s

2n

De fato,
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4(n!)? B (n!)%4 B (n!)? 4
oe12 0 12325272 (2n—1)27  13.3557.(2n—1)2n-1) o
1,3.5.7...5371 D7 — — s
B 1 4 1 4
T 133557.(2n—1)(2n-1) r  13.355.7..(2n—1)2n-1)
27 nl]? [27.1.2.3.45..n]2
1 4 1 4
T 13355720 D@n-1) o (2n+1) 1.3355.7...2n—1)(2n—1)(2nt1)
[21.222324.25..2n] [2.4.6.8...2n)2
_ (3 1 1 4
= (2n + )ﬁ 3.5 5.7 @n—1)(@2n+1) 1
22 44 66" 2n2n
(2n+1) !
= n p—
W(n)

Observe-se ainda que para y =0 e z = 4n + 3 da expressao (3.12), temos

AT 4n+343 T 4n+343 1
r gn+34+1 )F SN+§+1 ) = (4n+3) + 2
(E5h) 1 i) T
2(4n+3) +
2(4n+3) +
ou
AT (n+32)T (n+ 2 1
( 2) (n 2) _ (4n+3)+ 5
Fn+ 1DI'(n+1) 2dn +3) + 3
52
2(4n+3) +
2(4n+3) +
Esse resultado pode ser expresso como
A0 (n+L+1)]° 1
[ [I(“(n ) =+ 7
2(4n +3) + =
2(4n+3) +
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Dai, pelos teoremas 3.8, 3.9 e 3.11, vem que

2
4[(n+%)%ﬁ 1

(n!)? = (dn+3)+ 32

2(4n +3) + =
2(4n+3) +

2(4n+3) +

Afirma-se que

4 [(n+%)%n(2nf1) 2

(n!)?

=2n+1)W(n)r

De fato,

2
1\ 1.35.7...(2n—1
A [(n + 1) +} A (gn;1)2 1.3.3.5.5.7...2(22:—1)(2n—1)

()2 CIE
7(2n + 1)21.3.3.55.7. .. (2n — 1)(2n — 1)
227 (nl)?
1.3.355.7...(2n — 1)(2n + 1)
20 1.2.3.. .12 8

1.3.355.7...(2n — 1)(2n + 1)
[1.2.2.22.3.. . 2n)?

8557  (n-D@n+1)
h 2n.2n

4.4 6.

= (2n+1)

= (2n+1)

1.

w
ot
ot

= (2n+1)

[\]
[\]
N
D

= 2n+1)W(n)r

o que conclui a demonstracao do teorema.



4 Aplicacoes das Fracoes Continuas

Neste capitulo, discutimos algumas aplica¢oes simples das fragoes continuas.

4.1 Equacoes diofantinas lineares

A resolucao de varios problemas de aritmética recai na resolucao, em ntumeros
inteiros, de equacoes do tipo
ar +by =c

com a,b,c € 7.

Tais equacoes sao chamadas equacoes diofantinas lineares em homenagem ao ma-
tematico e filosofo Diofanto de Alexandria (aprox. 300 d.C.)

Em algumas situagoes as equagoes diofantinas lineares podem ser resolvidas por
inspecao. Vejamos a seguir um exemplo.

Vamos determinar as solugoes positivas inteiras da equacao

11z 4 7y = 58 (4.1)

Isolando a variavel y, tem-se
58 — 11z

7
Por inspecao, o = 4 torna o nimero 58 — 11z divisivel por 7. Logo, a solucao é dada
por rog =4 e yg = 2.

O método de inspe¢do ou tentativa usado em (4.1) foi viavel pois o nimero 7 é
suficientemente pequeno. Em geral, se |a|, |0] e |¢| sdo nimeros pequenos, uma solugao
pode ser encontrada por inspecao. Nesta secao descreve-se um método que usa fragoes
continuas que sempre permitird achar uma solugao das equacoes diofantinas lineares.

y:

Definicao 4.1. Uma equacao diofantina linear em duas varidveis é uma expressio da
forma
ar + by = c, (4.2)

na qual a,b, c sao inteiros e cujas solucoes sao numeros inteiros.

O teorema a seguir nos fornece uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia
de solucoes de uma equacao diofantina linear. Denota-se por mdc(a,b) o maximo
divisor comum dos ntimeros a e b.

Teorema 4.1. Sejam a,b,c € Z com d=mdc(a,b). A equacio ax + by = ¢ admite a
solucao em nimeros inteiros se, e somente se, d divide c.

48
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Demonstragao. Ver 8] O

Exemplo 4.1. A equacao diofantina linear 2x + 4y = 3 nao possui solugoes inteiras,
pois pelo teorema 4.1 mdc(2,4) = 2 nao divide 3.

E imediato verificar que a equagio ax+by = ¢, com a # 0 ou b # 0 e d = mdc(a, b)
divide ¢, é equivalente a equacao

a1x + by = ¢y,
onde
a b b . c
a e = =
1=y 1= 1

Portanto, podemos nos restringir a equagoes do tipo
ar +by=c, com mde(a,b) =1,

que sempre tém solucoes.
O teorema a seguir mostra como as solucoes de uma equagao diofantina como acima
podem ser determinadas a partir de uma solucao particular qualquer z, ¥o.

Teorema 4.2. Seja zg,yo uma solug¢io da equacao ax + by = ¢, onde mdc(a,b) = 1.
Entao as solugoes x,y em 7. da equa¢ao $ao

r=x0+th, y=yo—ta; teZ.
Demonstragao. Ver [7] O

Segue-se do teorema acima que a equagao diofantina az+by = ¢, com mdc(a,b) = 1,
admite infinitas solugoes em Z.
Note também que as solucoes da equacao diofantina ax + by = ¢ podem ser escritas
na forma
r=x9—tbh, y=vyo+ta; tez.

bastando para isso trocar no teorema ¢ por —t.

Para aplicar o teorema anterior é necessario conhecer ou determinar uma solucao
particular. Para isso existem varios métodos, dentre esses podemos citar o método
que usa o algoritmo da divisao; o método baseado nas congruéncias numeéricas e o
método que usa as fragoes continuas. Aqui apresentamos o método que usa as fragoes
continuas.

Considere-se a equacao diofantina linear

ar +by =c¢, com mde(a,b) =1,

Pelo teorema 3.1, o niimero racional § (ou g ) pode-se expressar como uma fragao
continua simples e finita

a
3= lat,aq,...,a,).

Os dois tltimos convergentes "= e ™ satisfazem a relagao (teorema 3.4)
n— n

TnSn—1 — Sprn_1 = (—1)". (4.3)
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Entretanto,
r a
2 =_ 4.4
5 b (4.4)
Substituindo (4.4) em (4.3), obtém-se
asp—1 — brp_1 = (—=1)". (4.5)
Se n é par, entao
aSp—1+b(—=rp-1) =1 (4.6)
e Tp = Sp_1,Y = —Tn—1 € uma solugdo particular da equacdo (4.6). Se n é impar,

multiplica-se ambos os lados de (4.5) por —1.
Finalmente, multiplicando-se a equacao (4.6) por ¢, obtém-se

a(esp—1) +b(—crp—1) = ¢,

mostrando que
Ty =CS,—1 € Yo= —CIp_1

¢ uma solucao particular de ax + by = ¢ .

Exemplo 4.2. Resolvamos a equacao 31x+11y=2.

A equacdo possui solugoes, pois mde(31,11) = 1 divide 2. Para determina-las,

vamos, em seguida, achar uma solucao particular xg, yo.
A fracao continua associada ao niimero racional % é dada por

31 o4 1
11 . 1
_l_ -
4 4 !
2
isto é, % =(2;1,4,2] = ;—i Desde que n = 4, segue-se do teorema 3.4, que
3ls3 — 11r3 = 1.

Precisamos calcular o convergente Z—z Para isso, sabe-se que

aq 1 0 2 1 0
-1 as 1 -1 1 1
T3 0 —1 as 0 —1 4
s3 ay 1| 11|
—1 as —1 4
de onde, obtém-se Z—g = 1—54. Outra forma possivel de calcular o convergente

elaborando a tabela de convergentes

r3 é
53
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n -1 10 1 2 3 4
an, 2 1 4 2
T 0 1 2 3 14 31
Sn 1 1 1 5 11
Tabela 4.1:
Observa-se da tabela 4.1 que g—i = %. Logo, xg = s3 =5e yo = —r3 = —14 é uma

solucao particular de 31s3 — 11r3 = 1. Multiplicando-se esta tltima expressao por 2,
consegue-se
31(10) + 11(—28) = 2,

mostrando que zyg = 10 e yp = —28 é uma solugao particular de 31z 4+ 11y = 2.
Finalmente, decorre do teorema 4.2 que a solucao geral é dada por

r=104+11t e y=-28-31t; teZ.

O proximo exemplo nos mostra como proceder quando o nimero de quocientes
parciais é impar.

Exemplo 4.3. Resolvamos a equacao 33x+19y=100.
A equacao tem solucdo, pois mdc(33,19) = 1 divide 100. A fracdo continua corres-
pondente ao nimero racional % ¢ dada por

33 1 T's

e =[1;1,2,1,4] =2

19 1 S5
14—

14+ -
Desde que n = 5, segue-se do teorema 3.4, que
3384 — 197’4 =—1.

ou equivalentemente
33(—s4) +19(ry) = 1.

Calculando o convergente *:

e Usando determinantes

aq 1 0 0 1 1 0 0
1 a 1 0 -1 1 1 0
0 —1 a3 1 0 -1 2 1
s 0 0 -1 a4 0 0 -1 1
Sy a1 0 B 1 1 0 N
1 a3 1 -1 2 1
0 —1 ay 0 -1 1

e Usando tabela de convergentes vemos que $* =
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n —1 0 1 2 3 4 5
an, 1 1 2 1 4
T 0 1 1 2 5 7 33
Sp, 1 1 1 3 4 19
Tabela 4.2:
Logo, g = —s4 = —4 e yy = ry = 7 é uma solucao particular de 33(—s4)+19r4 = 1.

Multiplicando-se esta tltima expressao por 100, consegue-se
33(—400) 4 19(700) = 100,

mostrando que zyg = —400 e yo = 700 é uma solugao particular de 33z + 19y = 100.
Finalmente, decorre do teorema 4.2 que a solucao geral é dada por

r=-400+19t e y=700—-33t; teZ.

Exemplo 4.4. Um fazendeiro deseja comprar coelhos e galinhas, gastando um total
de R$ 1.770,00. Cada coelho custa R$ 31,00 e cada galinha custa R$ 21,00. Quantos
coelhos e galinhas o fazendeiro podera comprar?

Seja C' o ntimero de coelhos e G o nimero de galinhas a serem comprados. Deste
modo a equacao diofantina para o problema é dada pela equagao

31C + 21G = 1770.

Desde que mdc(31,21) = 1 divide 1770, segue que a equacdo tem solugdo. A
representacao em fracao continua de % ¢ dada por

S O 1
21 ) 1 T s
10

Desde que n = 3, segue-se do teorema 3.4, que

3182 - 2]_7“2 = —1.

ou equivalentemente
33(—82) + 21(7”2) =1.

Calculando o convergente 2 usando-se determinantes

a; 1 11
T2 B -1 a9 o -1 2 o 3
S9 n a9 2 2

Logo, Cyp = —ss = —2 e Gy = r9 = 3 & uma solugao particular de 31(—sy) + 21ry = 1.
Multiplicando-se esta tltima expressao por 1770, obtém-se

31(—3540) + 21(5310) = 1770,

mostrando que Cy = —3540 e Gy = 5310 é uma solucao particular de 31C+21G = 1770.
Decorre do teorema 4.2 que a solugao geral é dada por

C=-3540+21t e G=05310-31t; teZ.
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Observe que como C' > 0 e G > 0, entao
—3540+21t >0 e 5310 — 31t > 0.

Consequentemente,
168,57 <t < 171, 29.

Desse modo, as solugoes sao

C = —3540 +21(170) =30 e G =5310—31(170) =40, ou
C = —3540 + 21(169) = 9 e G =05310-31(169) =71, ou
C' = —-3540+21(171) =51 e G =5310—31(171) =09.

Assim, as opgoes de compra do fazendeiro sao 9 coelhos e 71 galinhas ou 30 coelhos e
40 galinhas ou 51 coelhos e 9 galinhas.

4.2 Fracoes continuas e geometria

Nesta secao considera-se a relacao entre fragoes continuas e geometria. Usa-se
as fracoes continuas para demonstrar a irracionalidade de V2. A prova se apoia no
seguinte desenho, no qual temos um quadrado de lado 1 e uma semicircunferéncia com
centro em um dos vértices do quadrado.

O Teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo retangulo ABC' da figura acima, nos
mostra imediatamente que

AC? = AB?*+ BC?* =12 +1? =2,

ou seja,

AC = V2.
Da relagao

AC V2

BC 1’
segue-se que

AC  AD+DC  AD DC AD 1
V2=36="Be “potme 'tpo'tTm (4.7)

Agora, precisamos obter uma expressao equivalente para % de tal forma que nos
permita transformar (4.7) em uma fracao continua . O ponto de partida para isso é
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um resultado de geometria plana que estabelece uma relacdo entre os segmentos AB,
AFE e AD (|17, p.189])

AB? = AE.AD.
Daf resulta
AB AE (4.8)
AD  AB '
Mas,
AE = AD+ DE = AD + 2BC
AB = BC
Substituindo essas expressoes para AE ¢ AB em (4.8), conseguimos
BC’_AB_AE_AD+2BC’_AD+2AB_2+A_D (4.9)
AD  AD AB AB  AB = AB '

Voltando em (4.7), de (4.9) segue-se que

1 1 1
V2=1+4p5=14+—pp =1+
BC AD I
AD 2+ 35 2+
Novamente, de (4.9) obtemos
1 1 1 1
\/§:1+E:1+2+—A;D:1+2+L:1+2+—1

AD AB % 2+%

Continuando esse processo indefinidamente, obtemos

1
\/§z1+—1:[1;2,2,2,...]
2+ —
1
2+ —
2+

Assim, a fracao continua simples é infinita e o teorema 3.6 nos diz que o nimero
V2 é irracional.

4.3 Calculo do logaritmo com fracoes continuas

Nesta secao, abordaremos um procedimento de calculo de logaritmos por meio de
fracoes continuas.

O método foi publicado no livro Eléments d’Algébre, de Louis Pierre Marie Bourdon,
em 1817. Esse método nao é mais usado atualmente, pois qualquer computador com
algum software cientifico calcula logaritmos com qualquer precisao aritmética desejada.
No entanto, o desenvolvimento do método proporciona uma visao e um entendimento
mais profundo das conexoes entre diferentes conceitos mateméticos.

Sabe-se que o logaritmo de um nimero real R (R > 0) nabase b (b >0eb#1)é
o expoente x tal que b* = R, ou seja,
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logy R =2 < 0" =R.
Essa equivaléncia nos informa que calcular log, R é o mesmo que calcular o valor de
x tal que b® = R. Assim, estabelecemos a seguir o método geral para encontrar x na
equacao b* = R.
Inicialmente, deve-se procurar um inteiro n tal que

" < R < b,

entao r estd entre n e n + 1, e pode ser escrito como

1
r=n+—, onde ' >1
x

Substituindo-se este valor de x na equagao b* = R temos
bt = R.
Decorre da equacao acima que

¢ =b, ondec=—

bn
Procedendo novamente nesta equagao como na equacao proposta b® = R, obteremos
que 2’ esté entre n' e n' + 1, logo

1
' =n'"+—, onde 2">1
x

Substituindo-se este valor de 2’ na equacao ' = b temos

e = b,

b
Pondo d = —, decorre da equagao acima que
c

1

d* =c.
Repetindo o processo teremos
x// — n// + i”/’ x/// — n/// + ]Zjv
x x
e assim por diante.
Dessa maneira,
1 1 1 1
r=n+—, =n"+—, 2"=n"+—, 2"=n"+—,. ..
x/ l,1:.// x/// xll}
Agora se substituir 2, 2", 2", ... pelos seus respectivos valores, obteremos para o valor
b) ) ) )
de z a fracao continua
1
rT=n-+
, 1
n' +
1
n/l +

n//l +

Os exemplos a seguir ilustram o método apresentado acima.
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Exemplo 4.5. Usando as fragoes continuas calcular log, 6.

Em outras palavras, deseja-se calcular z tal que
2% = 6. (4.10)

O primeiro passo consiste em considerar que, se 22 = 4 e 23 = 8, entdo z estd entre 2
e 3, e pode ser escrito como

1
r=2+4—, ondez’ >0.
x

Atribuindo-se este valor de x na equagao (4.10), temos

2y — 6 o 2297 =6

| (=)

<:>2I/_

@) (4.11)

Desde que

entao
3 3
2 2/
ou seja, 2’ tem um valor compreendido entre 1 e 2, logo
1
t'=1+—, onde 2">1 (4.12)
x

Substituindo a expressao (4.12) na equagio (4.11), temos

1+
()
2

; _ (%) (4.13)

ou, de modo equivalentemente

Como

de onde conseguimos que x” € (1,2), e assim

1
=1+—, com 2">1 (4.14)

! ’
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Substituindo a expressao (4.14) na equacao (4.13), conseguimos

3[4\t
- )

4 B 9 l,lll
3 \8

Considerando os valores 2" = 2 e 2’ = 3, encontramos a seguinte desigualdade

que pode ser reescrito como

0\ 2 < 9\ " < 0\ 3
8 8 8) 7
da qual consegue-se 2" € (2,3), dai temos que
=24+ —, com 2" >1
xlv

Continuando dessa maneira, obtemos

1 / 1 " 1 n 1 (L) 1 (o 1
ZE:2+—/,$:1+7,$:1—|—7,5E :2—|——,[L' :2—|——,[L' :3—|-—,
X x X x xv xrv

Agora, fazendo as substitui¢oes sucessivas de 2, 2", 2", ... pelos seus respectivos valo-
res, encontramos

1
log,6 =2 =12;1,1,2,2,3,...] =2+ N
14+ —
1
I+ —
2+
Para encontrar os convergentes geramos a seguinte tabela (4.3)
n -1 0 1 2 3 4 5 6
an, 2 1 1 2 2 3
Tn 0 1 2 3 5 13 31 106
Sn 1 1 1 2 bt 12 41
Tabela 4.3:

Da tabela acima obtemos os primeiros convergentes dados por

5 5 5 13 31 106
C1 = Co = Caq = — Cp = — Cr — — Cpo = ——

1 ) 2 ) 3 9 ) 4 5 ) 5 12 ’ 6 41

Assim, o convergente c¢g = 2,5853658 ... fornece uma boa aproximagao de log, 6. Para
comparagao, o valor exato de log, 6 ¢ 2,58496 . ... Pode-se mostrar que (ver [8]) quanto
maior for o convergente, mais proximo ele estara de log, 6.
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- ) 2
Exemplo 4.6. Usando frac¢oes continuas calcular log; (5)
Em outras palavras isso se reduz a resolver a equacao
2
5% = —. 4.15
= (115)
Desde que 5% < 1, isso sugere que escolhamos z = —y, para algum y € Re y > 0. Com
essa escolha para z, a equagao (4.15) torna-se
3
5 = —. 4.16
y (1.16)
Observe-se que, para y = 0 e y = 1, conseguimos a desigualdade
50 < 5 < 5
logo, y estd compreendido entre 0 e 1, isto €,
1 /
=0+~ com y >1 (4.17)
Y
Fazendo a substitui¢ido de (4.17) na equacao (4.16), chegamos a expressao
3\Y
-] =5 4.18
(3) (1.18
E facil verificar que se
3\° 3\
(5) =3,375 e <§> =5,0625, entao y € (3,4).
Logo, i/’ é escolhido como sendo
1
y=3+—, com ¢ >1 (4.19)
Inserindo (4.19) na equacgao (4.18) e depois de um pouco de algebra, obtemos
40\ 3
— == 4.20
(27) 2 (4:20)
Decorre da equagdo acima que y” € (1,2), pois
40" _ (40 y"< 40\
27 27 27
Portanto, 3" pode ser escrito como
1
Y =1+ i com y">1 (4.21)

Continuando dessa maneira, obtemos

1 1 1
y:O—i——/’y/:B—i—— y//:1+_
Y )

"’ mrcc
Y
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Substituindo sucessivamente y', y”, v ..., conforme dado em (4.19) e ( 4.21), obtemos
0+ !
v 1
3+ —

1+

A aproximacao de y pelo terceiro convergente é dado por

1 1
MO+ —— =0+-=0,25
R T

Portanto,

2
r=—-y~—0,25, ouseja logs 3 ~ —0,25

Para comparacao, o valor exato de log;(2/3) é —0,251929. ...

2

4.4 Solucao da equacao z°—ar —1=10

Um nimero importante de problemas retratados nos livros didaticos de nivel fun-
damental e médio envolvem uma equacgao quadratica. Isto ¢, uma equacao da forma

az® +br+c=0 (4.22)

onde a, b e ¢ sao nimeros reais, com a # 0.
Embora a formula quadratica

—b+Vb? — 4dac
m g
2a

(4.23)

seja muito comoda para resolver (4.22), existem outras técnicas algébricas, como por
exemplo:

e Fatoracao
e Extracao de raizes quadradas
e Procedimento de completar o quadrado.

Nesta secao, apresentamos uma técnica alternativa que consiste em usar fracoes
continuas para encontrar aproximadamente uma raiz. O procedimento seré ilustrado
na equacao quadratica

2 —ar—1=0 (4.24)

onde a € Z e a > 0. Esta equacao, em particular, sera discutida por se constituir numa
aplicacao simples da técnica.
Comecamos por multiplicar a equagao (4.24) pelo fator %, logo, isolando z, temos

r=a+ —,
T
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de modo que

Assim, a raiz positiva de qualquer equagao quadratica da forma (4.24) tem expansao
em fracao continua dada por

Exemplo 4.7. Se a = 1, a raiz positiva da equacao
P —r—-1=0

tem expansao em fracao continua dada por
r=[1,1,1,...].

A sequéncia de convergentes de essa fragao continua

1 2 3 5 8 13

11 2 3 5 87

aproxima-se da solucao positiva ¢ = %5 = 1,6180339.. ., obtida através de (4.23).
Este ntimero (tradicionalmente representado pele letra grega ¢ ) é também conhecido
como numero de ouro ou proporcao aurea. Ele tem varias propriedades matemaéticas
notaveis (ver [18]).

Exemplo 4.8. Analogamente, para a = 2, a equagao quadréatica 2?2 — 2z —1 =0 tem

como raiz positiva
r=102,2,2,...]

ou equivalentemente de (4.23),
1+v2=1[2,2,2,...].

Os anteriores exemplos sao casos especiais de um resultado geral que enuncia que as
raizes reais de equacoes quadréticas com coeficientes inteiros tém representacao em fra-
coes continuas periodicas, do mesmo modo que os niimeros racionais tém representagao
em dizimas periodicas.



5 Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentou-se uma proposta de ensino dos niimeros reais: o estudo
de nimeros racionais e irracionais associado ao estudo de fracoes continuas. Essa
proposta de ensino pode ser aplicada para a educacao bésica, com exercicios adaptados
ao curriculo escolar, uma vez que os célculos utilizados em fragoes continuas ja estao
incluidos no curriculo.

Foram apresentadas aplicagoes ligadas as equacoes diofantinas lineares, logaritmos,
resolucao de equacoes quadraticas e demonstracao da irracionalidade de V2. As apli-
cagoes apresentadas podem contribuir para estimular o aluno & aprendizagem mate-
matica, promovendo reflexdes sobre a importancia e sua estruturacao dos conteidos.

J& as conexoes entre os diversos contetidos apresentados ampliam conceitos de ma-
neira que o aluno possa associar um contetido a outros. Também foi apresentada uma
relacdo importante entre os determinantes, fracoes continuas e a constante 7w, que foi
conduzida para uma generalizacao mais aplicada ao ensino superior.
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