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Gongalves, V. C. (2019). Analise do papel da incdgnita na resolugdo de tarefas de adicao.
Dissertacdo de mestrado, Programa de P6s-graduacéo em Psicologia, Dourados, MS.

Resumo

A posicdo da incognita vem sendo considerada como uma variavel essencial para a facilitagdo
ou complexificacdo dos exercicios em matematica, a depender de onde ela se estabelece no
exercicio basico de matemética (A+B=C). A literatura apresenta como sendo de menor
dificuldade a posicdo C em relacdo as outras duas.A presente investigacdo tem como foco
discutir acerca da veracidade cientifica dos dados obtidos por pesquisas acerca da posicéo da
incdgnita. Foi realizado um experimento com 11 criancas de 6 a 9 anos, P1 e P2 cursando o
primeiro ano e P3, P4, P5, P6, P6, P7, P8, P9, P10 e P11 o 3 ano. Foram programados 108
exercicios aritméticos de soma simples (com 3 elementos), divididos em 3 blocos cada um
contendo 36 questdes. Cada bloco tinha a incognita em um local diferente. Primeiro foi
realizada a linha de base, seguida de um treino e novamente teste para averiguar
aprendizagem. Os resultados demonstraram que houve um aumento no nimero de acertos
pelos individuos ap6s os treinos propostos. O aumento se apresentou como bem significativo
para os participantes P1,, P2 e P9. Apesar dos resultados ndo serem suficientemente sélidos
para firmar uma validacdo clara das hipdteses elencadas, € visivel que o estudo obteve
resultados que colocam em questionamento 0S pressupostos vigentes ate 0 momento na

literatura da area de “posi¢do da incognita”.

Palavras-chave: Matematica, Resolucdo de problemas; Ensino Fundamental; Adicao;

Posicdo da incognita.



Gongalves, V. C. (2019). Analysis of the role of unknowns in solving addition tasks.Master's

thesis, Graduate Program in Psychology, Dourados, MS.

Abstract
The position of the unknown has been considered as an essential variable to facilitate or
complex exercises in mathematics, depending on where it is established in the basic exercise
of mathematics (A + B = C). The literature presents position C as having less difficulty in
relation to the other two. The present investigation focuses on discussing the scientific
veracity of the data obtained by research on the position of the unknown. An experiment was
carried out with 11 children from 6 to 9 years old, P1 and P2 attending the first year and P3,
P4, P5, P6, P6, P7, P8, P9, P10 and P11 the third year. 108 simple sum arithmetic exercises
(with 3 elements) were programmed, divided into 3 blocks each containing 36 questions. Each
block had the unknown in a different location. First, the baseline was carried out, followed by
training and again testing to verify learning. The results showed that there was an increase in
the number of responses by the individuals after the proposed training. The increase was
shown to be very significant for participants P1, P2 and P9. Although, the results are not
sufficiently solid to establish a lear validation of the listed hypotheses, it’s visible that the
experiment has obtained results that call into question the assumptions prevailing so far in the

literature in the area of “position of the unknown set”.

Keyword: Mathematics; Problem solving; Addition; Elementary School; Position of the

unknowing set.
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Introducéo

O estudo do comportamento aritmético tem levado a importantes insights a respeito do
papel que processos comportamentais basicos desempenham no estabelecimento do repertorio
exibido na resolugdo de calculos complexos, elaboracéo de estimativas, porcentagens e outras
tarefas matematicas comuns no meio académico e fora dele (Drachenberg, 1973; Green, 1993;
Assis, Miccione, Nunes, 2010; léga e Haydu, 2015; Lorena, Castro-Caneguim & Carmo,
2013). E, dentre 0os comportamentos aritméticos que ainda apresentam variaveis que precisam
ser investigadas, destaca-se a resolucdo de equacBes com incognitas, em especial a se
considerar a sua aplicabilidade em tarefas de grande importancia para o futuro profissional
dos aprendizes.

No ensino da matematica, criaram-se diversas linhas de investigacdo, com uma
quantidade consideravel de estudos que trataram de importantes temas incluidos na area, tais
como: comportamento conceitual numérico (Carmo, 2004); contagem (Prado, 2008);
ordenacdo (Henklain & Carmo, 2013); conceito de quantidade (Prado & de Rose, 1999); soma
e subtracdo (Haydu, Costa & Pullin, 2006); ensino de relacdes entre fracdo e decimal de
numéricos racionais (Lynch & Curvo, 1995) e; habilidades monetarias (Mendes, 2012; Rossit
& Ferreira, 2003).

No desenvolvimento dessas habilidades, a utilizacdo de técnicas e metodologias de
ensino para o aprimoramento da aprendizagem em matematica € o foco de diversas pesquisas
(Drachenberg, 1973; Melo, Hana & Carmo, 2014, légas & Haydu, 2015; Aradjo & Ferreira,
2008), com o objetivo de potencializar a obtencdo e enriquecimento desse tipo de repertdrio.

E dentre os varios pontos de enfoque dessas pesquisas, a posicdo da incognita vem
sendo uma delas. Com pesquisadores como Rosenthal e Resnick (1974), Hiebert (1982),
Carpenter e Moser (1983), que estudaram o efeito que determinadas variacGes de exercicios
tem sobre a probabilidade dos aprendizes solucionarem adequadamente os problemas de
aritmética basica, ou exercicios comumente usados para ensino das quatro operacfes béasicas
(A*B=?; A*?=C; 7*B=C).

Porém, a questdo do histérico de reforgo focalizada geralmente apenas uma forma de
ensino (no caso A+B=?, sendo “?”a incognita) coloca em cheque a fidedignidade da
afirmacéo de que a posicao da incognita na primeira posi¢édo e na segunda seja mais dificil de
resolver do que a terceira posicao (Hiebert, 1982; Rosenthal &Resnick, 1974; Skemp, 1971,
Haydu, Et. All, 1997).
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Essa proposicdo pode ser vista na discussdo em Sa e Fossa (2008). Estes, apos
articularem sobre o que a literatura apresentava acerca dos estudos de controle das
caracteristicas que aumentavam a probabilidade dos individuos de acertarem mais exercicios
algébricos e aritméticos, argumentam que algumas destas caracteristicas, em especial a
posicdo da incognita, “sdo apresentadas, normalmente, apds o ensino de cada uma das
operacdes fundamentais” ou seja, apenas apds um ensino anterior, € “que essas S&0
apresentadas com grande apelo ao seu significado seméantico, ndo destacando as relagdes entre
as operagdes” (p.269), no caso, voltando-se a estrutura do exercicio ao invés da relacdo dele
com o que ja tinha sido ensinado anteriormente. Ou seja, esse efeito pode ser justificado
através de um historico padronizado de hierarquia de exercicios.

Essa analise corrobora com a visdo analitico comportamental, segundo a qual uma vez
eu a origem do comportamento aprendido ndo advém de origem filogenética atraves da
selecdo natural, os quais nosso antepassados passaram, este existe por uma historia de
contingéncias reforgadoras. Assim, todo repertorio matematico de um individuo tem sua
origem ou ontogenética ou cultural (Skinner, 1969).

Rosenhal e Resnick (1974) e Hielbert (1982) ja buscam explicar esse evento (criancas
nos primeiros anos de treino em matematica, acertarem mais na posi¢do C do que na posi¢do
A e B) através das possiveis estratégias de resolucdo de problemas que sdo mais comuns entre
as criangas nos primeiros anos de alfabetizacéo.

Muitas destas estratégias sdo voltadas para resolucdo de exercicios aritméticos simples
(S4 & Fossa 2008), como exemplo, o uso de objetos fisicos para representar o problema
(Hielbert, 1982). Estes tipos de estratégias muitas vezes ndo levam a solugdo correta quando
utilizadas par resolver exercicios cujas incognitas estdo no come¢o ou no meio da equacao
(p.347).

Mas essa analise se mostra questionavel quando novamente pensamos no histérico das
criangas que participaram desses experimentos. A critica pesa ainda mais quando, em
experimentos posteriores (Skemp, 1971; Capovilla Et al., 1997; Haydu Et. al., 2001; légas,
2003; Haydu, Costa &Pullin, 2006), modifica-se topograficamente exercicios através do uso
da imagem de uma balanga, ao invés de nimeros ou oragcOes escritas, e 0s resultados
apresentam um maior acerto de questdes com a incognita em A e B.

Com essa critica colocada em anéalise, podemos observar o histérico das pesquisas
voltadas a analisar esse tipo de controle de estimulos. Para isso, realizou-se uma pesquisa de

cunho bibliografico na literatura da area. Buscou-se artigos nos periodicos de pesquisas, e
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apos elencar os quais continham o tema “posi¢do da incognita”, “repertrio matematico” e
“aprendizagem em matematica”, foram selecionados os artigos e autores mais citados. Assim,
os artigos foram analisados e filtrados para aqueles que mais se aproximavam do debate
acerca de “posicao da incognita”.

O sistema de busca utilizado foi a Plataforma Sciello e o portal.periddicos. CAPES. A
pesquisa foi realizada com as palavras-chave “posi¢do da incognita”, “resolugdo de
problemas”, “repertOrio matematico”, “aprendizagem em matematica” e “problemas de soma
e subtra¢ao”. Foram encontrados dois artigos.

Destes foram analisadas as referéncias bibliogréaficas, em que foram elencados os
artigos que mais condiziam com o tema proposto. O resultado foi de 40 artigos sobre o tema.
Filtraram-se 0s que mais apareciam como referéncia na area para a producdo da anélise. Esta
foi dividida em dois blocos: Variaveis no ambito da pré-escolaridade e posicdo da incognita.
A primeira foi criada com o objetivo de apresentar o histérico de aprendizagem anterior ao

ensino formal escolar de aritmética.

Variaveis no ambito da pré-escolaridade

Nessa analise, 0s exercicios basicos de soma, subtracdo, multiplicacdo e diviséo
empregadas no ensino de matematica para as criancas nas séries do fundamental e pré,
utilizam um modelo de trés elementos ligados por um simbolo, que define a operacao, € 0
sinal de igual nos espacamentos entre eles. Os elementos se constituem de nimeros e um

deles é a incdgnita a ser estudada.

Qualquer um dos trés elementos pode ser a incognita, seja no comeco da operacao
(?+B=C), no meio (A+?=C) ou no final (A+B=?). A literatura encontrada (Rosenthal &
Resnick, 1974; Carpenter, 1984; Heinklain, 2012) descreve que 0s exercicios cuja incégnita

se apresenta no final tendem a ser mais facilmente resolvidos pelas criangas.

Refinando a critica feita em Sa e Fossa (2008), o que se propde é entender o estudo
das variaveis que influenciam a aquisicdo do repertorio matematico desde antes do treino
escolar, como modo de nos deixar sensiveis a ideia de que, ndo so a histdria pré-escolar do
individuo é relevante, como os primeiros contatos que este terd com a matematica, por meio
de treinos e exercicios, e isso determinard muito do que ele tera mais chances de tem uma boa
media de acertos.

Esse processo se inicia desde muito cedo, no proprio ambiente familiar. Loos-

Santa’ana e De Brito (2017) estudou o papel dos aspectos cognitivos, familiares e sociais
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como determinantes da potencialidade da aprendizagem. No estudo, foram aplicadas seis
escalas em 94 alunos de 32 5% e 72 séries do Ensino Fundamental, com idades variando entre
nove e quatorze anos, e em 144 pais (77 méaes e 67 pais) destes mesmos alunos, totalizando
238 participantes. Quatro escalas foram destinadas aos alunos e as outras duas para 0s pais.
Os dados coletados foram explorados separadamente, em analises univariadas, antes de serem
transformados em input para 0 mapeamento acerca dos estimulos e respostas investigados e
suas correlacOes estatisticas: o pathanalysis (p.599).

Criado o diagrama, analisam-se as variaveis nomeadas e as relacdes entre elas,
demonstradas pelas linhas que as conectam, e 0 numero seria a relevancia da relacéo entre as
mesmas. Uma correlacdo relevante em especial seria aquela entre “expectativa da familia” e
“recursos cognitivos” para com o desempenho (3.78 e 3.58 respectivamente) (Figura 1).

Figura 1

Diagrama representativo da relacao estrutural entre as principais variaveis do

estudo, com path-coeficientes.
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Nota: Fonte recuperado de “Atitude e Desempenho em Matematica, Crencas Autorreferenciadas e

Familia: uma path-analysis” de Loos-sant’ana, H.; de Brito, M. R. F.2017.
Sperafico (2015) buscou uma relagdo entre a competéncia cognitiva e o desempenho na
resolucéo de problemas com equagdes algébricas do 1° grau. O autor do experimento define a

competéncia cognitiva como a “capacidade de um individuo de se envolver em
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processamento cognitivo para compreender e resolver problemas em que um método de
solucdo ndo é imediatamente disponivel” (p. 336).

O estudo correlacional envolveu 38 estudantes brasileiros, 16 meninos e 22 meninas
do 8° ano de uma escola publica que tiveram a frequéncia inferior a 75% e percentual interior
abaixo de 20 no teste ndo verbal de inteligéncia (R-1).

Foram aplicados dois testes: WASI e TRPEA, o primeiro para medir a competéncia
cognitiva, e o segundo para identificar dominio do individuo sobre o contetdo de equacGes de
1° grau (y=ax+b). Os resultados dos dois testes apresentam correlacdo positiva. O primeiro
sendo usado para separar 0s participantes em dois grupos: os com alta competéncia cognitiva
(Grupo 1), o outro, os de baixa competéncia cognitiva (Grupo2). Esta divisao feita de acordo
com a média de acertos.

Na andlise dos resultados de cada grupo, na questdo de diferenca de desempenho
entre 0s dois testes, verificou-se que o Grupo 1 teve um desempenho mais
predominantemente homogéneo, enquanto o Grupo 2 teve um desempenho heterogéneo. De
uma média de trés pontos de um grupo para o outro, os dados corroboram com a hipotese de
relacdo de capacidade de resolucdo de problemas com desempenho cognitivo (Sperafico,
2015).

Outros experimentos que demonstram a relevancia dos fatores cognitivos da crianga
como importantes para a resolugéo de problemas se apresentam em estudos acerca do ensino
para individuos com desenvolvimento atipico. Em Garcia, Arnte e Royos (2017), foram
estudados: o ensino do conceito de namero, utilizando procedimento de treino gradual, e
estimulos de um grupo de trés numerais, em tarefas de escolha de acordo com o modelo (do
inglés match-to-sample, MTS) computadorizado para a formacdo das classes de 'numeral’ e
‘quantidade’, relacionadas entre si.

Os resultados mostraram que o procedimento foi eficaz para o ensino a todos os trés
alunos com Transtorno de Espectro Autista (TEA) de oito a doze anos de idade. Esses estudos
veem como 0S primeiros anos ou o desenvolvimento pré-escolar das criangas podem
influenciar na eficacia do aprendizado em matematica quanto na maneira como o individuo
ird adquirir esse aprendizado.

Na busca por operacionalizar esses termos, diversas pesquisas foram realizadas.
Baterias de testes ja sdo utilizadas para avaliar as “habilidades numéricas basicas”, essenciais
para a aquisicao de um repertorio basico de matematica (bateria Fioraneli, Castro-Caneguim e
Carmo, 2011; Henklain, Gualberto e Carmo, 2018).
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Posicao da incdgnita

Estudos da area se iniciaram na década de 60 e 70, buscando compreender a natureza
das resolucgdes algébricas (Suppes, Hyman, & Jerman, 1967; Suppes & Groen, 1967; Hively,
Patterson & Page, 1968; Huttenlocher & Weiner, 1971; Peterson, & Aller, 1971; Groen, &
Parkman 1972; Groen & Poll, 1973), e com o foco em facilitar o ensino.

Nos estudos de controle de estimulos na composi¢do dos enunciados de problemas
matematicos, surgiu a area de estudos sobre a posi¢do da incognita, esta sendo 0 aumento ou a
diminuicdo do numero de acertos a depender da posicao da incognita do problema, ou seja,
quais estruturas de exercicios obteriam mais acertos pelos individuos.

Um dés estudos famosos acerca do tema foi Rosenthal e Resnick (1974). Este
verificou quatro hipoteses: 1- existem mais erros na ordem inversa de men¢do do que em
ordem antecipada de mencdo (perguntas em ordem cronol6gicas inversas sdo mais
complicadas); 2- para problemas resolvidos corretamente, os problemas de ordem inversa sao
mais douradoras na solucdo do que problemas de ordem futura; 3- problemas de sentenca
linguistica em que o conjunto desconhecido € o conjunto inicial sdo mais dificeis de resolver
do que problemas de sentenca linguistica em que o conjunto desconhecido esta no final; 4-
nos problemas resolvidos corretamente, os problemas cuja incdgnita se apresenta no comego
da sentenca tém tempos de solucdo mais longos do que os com incognita no final (p. 818-
819).

Participaram do experimento 63 crian¢as, sendo este realizado em duas replicaces,
uma com 29 criangas e a outra com 34. O procedimento se baseou nos participantes
responderem cinco blocos randomizados de 20 problemas aritméticos de formato de texto,
para se familiarizarem com o experimento. No teste, os participantes responderam 32
perguntas da mesma natureza do pré-teste.

Rosenthal e Resnick (1974) aplicaram trés tipos de exercicios, com variacbes em: a
ordem das mencdes (order of mention), a posic¢ao da incognita (identity of the unknown set); e
o0 tipo de verbo (type of verb). O objetivo era averiguar se os dados corroborariam com as
hipoteses assinaladas. Uma observacdo interessante € que nesse experimento, ndo se propde a
possibilidade da incognita ser no meio da sentenca, apenas a dividindo em comeco e fim.

Os resultados apresentam evidéncias que validam trés das quatro hipdteses levantadas:
a 1, 3 e 4. Os dados ndo apresentaram relagcdo significativamente relevante para que a
hipbtese nimero 2 (para problemas resolvidos corretamente, os problemas de ordem inversa

tempos mais longos de solucéo do que problemas de ordem futura) se sustentasse.
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Apesar de a sessdo de discussdo do artigo descrever o controle de uma multiplicidade
de importantes variaveis, como a laténcia da resposta dos participantes a cada exercicio, além
de um rigoroso controle experimental nos equipamentos usados, em nenhum momento o
historico dos participantes foi mencionado, apenas que eram estudantes da terceira série de
escolas publicas americanas “predominantemente de familias de classe trabalhadoras”
(p.819).

Hiebert (1982) é outro experimento no qual os dados historicos dos participantes néo
sdo mencionados, exceto que sdo da primeira série. Este focou mais precisamente em analisar
o efeito da ordem da posicdo da incognita (identity of the unknown set). 47 criancas do ensino
fundamental foram selecionadas para realizar tarefas com numerais menores de 10, de
subtracdo e adicdo, com seis problemas verbais com estrutura semantica parecida (trés de
subtracéo e trés de adicdo), com variagfes nas posicOes da incognita. Na parte dos testes, as
criangas podiam usar cubos para ajudar a pensar e resolver o problema.

Na anélise dos resultados, foram elencadas diversas estratégias que as criangas
apresentaram, utilizando ou ndo os materiais (cubos) disponibilizados. Mais da metade das
criancas utilizaram os cubos para resolver quando a incognita estava na ultima posicdo. Esse
namero caiu para 40% na posicao do meio e para 18% na primeira posicao. 1sso sugere que 0
local onde esté a incognita € importante para a crianca modelar uma resolugéo de problemas.

O trabalho de Carpenter (1984) reafirma essa proposta. Sua pesquisa consistiu em um
experimento de followup de trés anos com 88 criancas do fundamental de trés escolas
diferentes, o qual o experimento buscava analisar as estratégias mais utilizadas por estas no
desenvolvimento do seu repertdrio matematico. As estratégias analisadas foram dez:
contagem por todos, contagem pelo primeiro, contagem pelo maior, relembrar, fatos
derivados, por separa¢do, por adicdo, modelo, contagem pelo menor, contado pela sequéncia
dada, destas, cinco eram resolugdes de problemas de adicdo e cinco de subtracdo. Os tipos de
exercicios foram seis: juncdo, separacdo, combinacdo (combinacdo de adicéo e de subtracéo),
comparacgao e juntar o aditivo faltante.

Seus resultados sugerem que, além de ndo haver uma evolucdo das estratégias mais
simples para as mais complexas e muito menos uma consisténcia na utilizacdo das mesmas, a
maioria das criangas iniciou com estratégias mais complexas e terminaram utilizando a mais
basicas.

Apesar de ao longo do experimento ndo ser analisado diretamente com a posicao da

incognita, uma vez que os exercicios eram todos escritos ou vocais, e 0 foco era com relagdo
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as estratégias utilizadas, podemos perceber pela natureza dos tipos de exercicios que a posicao
da incognita é utilizada, como nos exercicios de “juntar o aditivo faltante”. Segundo a anélise
dos dados por Carpenter (1984), esse tipo de exercicio exigia um repertorio de resolucéo de
problemas de adicdo (p.192-193).

E, mais tarde, no experimento em Carpenter, Moser e Bebout (1988), é sustentada a
hipotese da dificuldade das criancas de transformarem questdes aritméticas (utilizacdo de
numeros e simbolos matematicos) em problemas sintaticos (uso de palavras e sentencas
escritas). Tendo 63 participantes, 22 da primeira série e 41 da segunda, a pesquisa dividiu-se
randomicamente em dois grupos, configurando ambos em dois dias: o primeiro de treino e o
segundo de aplicagdo. Cada um teve uma instrugéo diferente. O primeiro grupo teve o treino
com todas as formas de incognitas, e o segundo com apenas a incognita na posicéo C.

Os resultados demonstraram gue as criangas do grupo 1, tanto da primeira série como
da segunda série, tiveram um maior acerto nos diferentes tipos de estruturas semanticas de
questBes escritas. Isso indica que o ensino de diferentes formas de posi¢fes da incognita
diversifica e torna mais facil a resolucdo de problemas reais a se comparar em apenas ensinar
o0 contetdo pela posicao C.

Todos esses experimentos anteriormente descritos sdo 0s mais citados nas referéncias
bibliogréaficas dos artigos que foram pesquisados na revisdo bibliogréafica. Sdo citados em
quase todos os experimentos, de um certo modo guiando a metodologia adotada por muitos. E
nenhum se preocupou em utilizar algum tipo de linha de base nos participantes dos
experimentos (exceto de eles saberem compreender frases).

Também percebemos que apenas estes experimentos analisam se a posicdao da
incognita € uma varidvel importante. Experimentos posteriores tiveram o foco de analisar o
guanto essa variavel influencia na dificuldade de resolucdo dos problemas aritméticos, ja
considerando a mesma como um constructo a ser trabalhado (Haydu ET. al., 2001, 2010;
Henkain, 2012).

Capovilla, Capovilla & Haydu (1997) avaliou o efeito das diferentes posicdes em
incégnitas em problemas matematicos. Buscou, para além das incognitas, pesquisar a hipotese
de Hayes (1986) segundo a qual a resolucdo de problemas teria natureza verbal, assim falar
em voz alta sobre seus passos para resolver o problema poderia ajudar na resolugdo do
processo (Skinner, 1969).

O experimento contou com a participacdo de trinta e trés alunos de escola publica. O

material utilizado foi um caderno de exercicios contendo 30 questdes de matematica, todas na
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forma de balanca (o desenho consistia em uma balanga desnivelada no lado em que estava a
incognita, e o aluno deveria buscar “equilibrar a balanga”). Para testar a hipdtese da
verbalizacdo, os alunos foram divididos aleatoriamente em trés grupos: o primeiro deveria
dizer seus passos acerca da resolucéo que estava realizando para o experimentador ao seu lado
(descrevendo os passos); o segundo grupo deveria cantar em voz alta a cangdo do “atirei o pau
no gato”; 0 terceiro e ultimo, deveria permanecer em siléncio durante a realizacdo das
atividades. Essas medidas visaram ver se, além da verbalizacdo ajudar, a mesma pode
prejudicar quando nao é compativel com o problema a ser resolvido.

Os resultados mostraram que ndo houve uma diferenga significativa, dentro da analise
fatorial entre os trés grupos, no numero de acertos. Porém, com relagdo ao tempo necessario
para a realizacdo da atividade, houve uma diferenca significativa entre o grupo que
permaneceu em siléncio e o grupo que verbalizou respostas incompativeis com a resolucédo
dos problemas. J& a andlise feita entre os exercicios com diferentes incdgnitas, estas nédo
apresentaram efeito em nenhum dos dois campos (tempo e nimero de acertos).

Assim, buscando-se aperfeicoar a analise dessa variavel (posicdo da incégnita), Haydu
Et All (1999), realizou um experimento com criancas da segunda série de uma escola publica.
Dessa vez, os problemas variaram entre trés: formato de balanca, formato de equacdo e, por
ultimo, sentenca verbal. Em cada exercicio, foram nomeados trés tipos diferentes de
incAgnitas (a+b=c) e utilizados os numerais “0”, “1”, “2”, e “3”.

Os resultados sugerem que, em relacdo aos exercicios de balanca, a posicdo da
incégnita ndo teve nenhum efeito sobre as respostas, conforme comparadas estatisticamente
uma com as outras (p > 0.01). Em relagdo aos exercicios de equacao e sentenca, houve uma
diferenca significativa nas posicGes A e B, quando comparadas com os exercicios de balanca.
A posicdo C ndo apresentou mudanca em nenhum dos trés casos. Isso leva a rever a
importancia do formato do exercicio para a facilitacdo, uma vez que o modelo de balanca
trouxe mais respostas corretas se comparadas com 0s outros dois tipos.

O estudo citado foi replicado (Haydu Et. Al., 2001). Nessa replicacéo, participaram 86
alunos da segunda série de um colégio publico em Londrina, as idades variando entre sete e
onze anos. Como pré-teste, os alunos passavam por um teste de leitura (10 frases contendo
perguntas com termos comuns em problemas matematicos), no qual deveriam acertar um
montante de 50% para prosseguir realizando o experimento.

O procedimento baseou-se em distribuir todos os alunos aleatoriamente a um dos trés

grupos, e todos receberiam 0 mesmo material, porém em ordens diferentes, para assim poder
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controlar a variavel “ordem das atividades”. Todos os grupos realizariam trés distintos
cadernos de exercicios, cada um contendo 30 questdes, destas 10 de cada posi¢do de incognita
(a, b e ¢). A distin¢do dos cadernos era acerca da estrutura do exercicio, essa seguida como no
experimento anterior (sentenca, balanca e equacdo), ou seja, um caderno contendo 30
exercicios de sentenca, outro com 30 de balanca e o Gltimo com a mesma quantia em
exercicios de equacdo. Para cada comeco de caderno, era apresentada uma instrucdo aos

alunos acerca de como deveria ser feito cada exercicio.

Os resultados consistiram na andlise das varidveis “ordem das atividades”, “posi¢édo da
incognita”, “tipo de exercicio” e “nimeros de acertos”. Acerca da primeira varidvel, ndo foi
observado nenhum efeito relevante sobre as outras variaveis, ou seja, a ordem dos exercicios
ndo influenciou um maior ou menor acerto nos mesmos.

Acerca das posi¢des da incdgnita, no geral a posicdo C foi a que apresentou maior
frequéncia de acertos na forma de equacdo e sentenca. Porém, na forma de balanca,
demonstrou um numero de acertos menor, comparado as outras duas incognitas.

O tipo dos exercicios (sentenca, aritmético e de balanca) foi um fator relevante com
relacdo a quantidade de acertos. Nove participantes acertaram menos que 50% do teste nos
trés testes, treze acertaram mais de 50% do teste e 23 acertaram mais que 50% em um tipo de
teste e menos que 50% nos outros dois. A outra metade (41 participantes) tiveram
desempenho abaixo de 50% em um tipo de teste e acima de 50% no desempenho nos outros
dois. O teste que mais apresentou resultados positivos foi o de equagéo e o pior desempenho
foi nos exercicios de sentenca.

Na relacdo entre o tipo do teste e a posicdo da incognita, pode-se observar que houve
um acentuado baixo desempenho nos exercicios de sentenca com as incognitas nas posicdes A
e B. Dos trés testes, apenas o de balanga demonstrou um desempenho na incdgnita C inferior
as outras duas. Os outros dois, a posicao C foi a que teve mais acertos.

Porém, nas discussfes dos dados, os pesquisadores argumentam que nao se pode
inferir que a melhor posigéo seja a incognita C, visto que os professores, quando vao ensinar
soma e subtracdo, quase sempre utilizam as incdognitas na posicdo C. Estes apenas apontam
para uma importancia que a posic¢ao da incognita tem na resolucéo de problemas matematicos.

Isso leva a uma discussdo acerca da necessidade da criagdo de uma tecnologia para
auxiliar nessa dificuldade apresentada pelas criangas nos primeiros anos de ensino da

matematica. Haydu, Costa e Pullin (2006) e Heinklain (2012), buscaram verificar se a
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equivaléncia de estimulos entre diferentes tipos de problemas facilita a generalizacdo destes
para problemas novos.

Haydu, Costa e Pullin (2006), realizou-se um experimento com criancas do ensino
fundamental. Sete criancas que tiveram um acerto maior do que 70% no teste de leitura (pré-
requisito para participar do experimento) realizaram o experimento o qual se constituiu nas
fases: coletada linha de base por um pré-teste, o treino preparatorio,para entender a dindmica
do experimento, e o treino das relagbes condicionais, um teste para avaliar as relacdes
emergentes e, por ultimo, um pos-teste avaliando as relac@es criadas com diferentes estimulos
(generalizacéo).

As diferentes posicBes da incognita sdo apresentadas ja no pré-teste, para avaliar o
conhecimento prévio do aluno e sdo desenvolvidas durante o resto dos treinos e testes. Os
resultados demonstraram um perceptivel aumento e generalizacdo dos dados (de menos que
70%, para 100% de acertos para praticamente todos os testes dos sete participantes).

Porém, a linha de base realizada nesse experimento apenas consistiu em apresentar a
dificuldade do aluno de realizar atividades nas quais a incognita ndo estava na posi¢édo C. E
apos os treinos, todos tiveram um acerto de 100% para todos os tipos de posicdes. Apesar de a
posicdo da incognita aparecer como algo determinado e ja pré-estabelecido, os resultados
também podem ser interpretados no sentido de que, inicialmente os participantes tinham uma
dificuldade nessa questdo, e logo ap6s um fase em que essas relacdes foram treinadas, tanto
de maneira escrita, como em forma de balanca e algarismo, essa dificuldade some, e até se
generaliza, como os resultados do pds-teste apresentam.

E esse problema se estende a todos 0s experimentos mencionados anteriormente: todos
analisam a linha de base dos participantes e, uma vez que se demonstrou que na linha de base
eles ttm maior dificuldade, isso se torna uma prova da validacdo da posicdo da incognita
como relevante para a dificuldade do exercicio. Nenhum leva em consideracdo que esses
participantes se encontram com um historico de ensino muito mais voltado para a descoberta
da soma de dois numeros, do que do numero que, junto com outro, resulta em um novo.

A estrutura topogréafica de um exercicio influencia na sua dificuldade, uma vez que
quanto mais varidveis se apresentarem como sendo relevantes para a resolucdo, mais
complexo o exercicio se tornard. Mas, mudar a posi¢cdo da incognita, por mais que possa
mudar a possivel estratégia utilizada para resolver o problema (Hielbert, 1982), ndo se

relaciona com a complexidade que o exercicio apresenta.
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Vamos a outros exemplos. Capovilla, Capovilla e Haydu (1997) realizaram trés
experimentos, aos quais buscavam trabalhar o modelo de balanga com o software balanca-
Equilibrio (software que simula a balanca de Skemp (1971) no computador). Dois
experimentos foram utilizados para validar seu uso. O primeiro teve o objetivo de verificar se
a utilizacdo de uma imagem metaforica de “bomba” nas imagens das balancas ajudaria os
participantes a entenderem o conceito de nimero negativo.

No segundo experimento, Capovila e colaboradores (1997) buscou averiguar se a
dificuldade de posicdo da incdgnita do experimento Hiebert (1982) com sentencas escritas,
também ocorreria em tarefas com o software. Nesse experimento, realizado com duas
criancas, os resultados deram equivalentes para as trés posi¢Oes. Apesar da pequena coleta
(apenas dois participantes), estes resultados acabam sendo um dado interessante para se
questionar a veracidade da complexidade das estruturas de treino por posicdo de incdgnita.

O ultimo experimento foi uma replicacdo do segundo, este 0 mais importante para
trabalharmos a critica. A proposta do experimento é considerar o software um modelo néo-
verbal e analisar se a mudanca da posi¢do da incognita, dentro dessa nova estrutura de treino,
seria algo influente. Seis criancas de sete anos, trés meninas e trés meninos, todos cursando a
12 série. Apresentaram-se 180 questdes de adicdo e subtragdo, com nUmeros positivos e
negativos, com revelacdo na posicdo da incognita nas trés posicdes, divididas em trés fases
(54 exercicios de soma, 36 exercicios de subtracdo e 90 exercicios de ambos 0s anteriores,
respectivamente Fase 4).

Os resultados dos exercicios de soma mostraram que as porcentagens de erros nas
posicdes A, B e C foram, respectivamente, 23,2%, 23,2% e 9,3%. Nas analises estatisticas,
usando o teste de Friedmane o teste Wilcoxon (para comparar a porcentagem de erros entre as
duas). Nos resultados finais, a relevancia para a posic¢do da incognita se mostrou significante
(qui-quadrado=26,9, p < 0,001).

Porém, novamente a ddvida sobre a possibilidade de a dificuldade apresentada nas
posicdes A e B serem por uma falta de historico de treino anterior. Essa era uma hipotese.
Para isso, foi realizado um experimento para avaliar se, uma vez treinados exercicios de
matematica de estrutura “a+ x =c¢” e “x + b = ¢”, essa dificuldade ndo viria a cessar.

Ap0s a analise dos dados dos experimentos, é possivel formular a seguinte hipotese:
inicialmente (experimentos da década de 70-80 como de Carpenter e Hielbert), a proposta de
que a posicdo da incognita se mostrou como uma varidvel fundamentamente relevante e

evidente foi formalizado de uma forma que os estudos das décadas seguintes ndo
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consideravam criticar o método adotado e o controle do histérico de aprendizagem do sujeito.
Assim, os experimentos seguintes ja trabalharam como sendo algo postulado, criando
hipdteses sobre o motivo de esse fendbmeno ocorrer (Haydu, 2009; Bryant, 2011).

Para iniciar uma proposta critica a esse método, o ideal seria inicialmente propor
hipoteses alternativas as postuladas até o0 momento sobre o motivo pelo qual exercicios com a
incognita no resultado final se apresentam nos dados “maiores acertos” pelos individuos
quando comparado a posicdo inicial e a de mudanga. Para isso, um experimento é proposto
para averiguar a veracidade do que até o0 momento foi trabalhado.

Encontramos uma proposta interessante de experimento em Henkain (2012). No
experimento, a posi¢cdo da incdognita € uma variavel de dificuldade dentre uma cadeia de
outros trés fatores dificultadores. Seu estudo trabalhava com a eficiéncia do uso de
equivaléncia de estimulos para a facilitacdo dos exercicios. A pesquisa consistiu em dois
experimentos, com oito participantes cada. Ambos buscaram identificar se a criacdo de
classes de equivaléncia ajudavam a solucionar problemas de adigé&o.

Esse estudo apresentou dados que mais uma vez reforcam a hipdtese, pois aléem de
iniciar o experimento aplicando uma linha de base, no meio do experimento existiu um treino
de exercicios com incognita A e B, com a busca de identificar se isso melhoraria o
desempenho dos participantes no testes. Os resultados mostraram um aumento de quase 100%
dos acertos no pré-teste para o pés-teste 3 (p.33).

Assim, além de um treino prévio das outras posi¢fes terem contribuida para a melhora
da aprendizagem do aluno no geral, também demonstrou que a dificuldade apresentada muito
se relaciona com o histérico de treinos desse tipo. Assim, propbe-se a criacdo de um

experimento ao qual buscasse analisar isso de uma maneira mais criteriosa.

Objetivo

O objetivo principal da pesquisa foi:

- Analisar se ha uma diferenga significativa de uma topografia para a outra, na
dimensao de dificuldade nas resolugdes dos problemas e;

- Analisar as diferentes topografias de exercicios algebricos de soma para 0 ensino

basico de matematica
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Método
Participantes

Os participantes foram ao todo sessenta criangas de seis a dez anos (37 meninos e 23
meninas), matriculadas em uma escola do ensino béasico da rede municipal cidade de
Dourados-MS. Trinta participantes (18 meninos e 12 meninas) cursavam o terceiro ano, 20
participantes (13 meninos e 7 meninas) cursavam o segundo ano e 10 participantes (6
meninos e 4 meninas) cursavam o primeiro ano do ensino fundamental.

Inicialmente, propds-se que o experimento fosse realizado com as criangas do primeiro
ano do ensino fundamental. Porém, a escola demandou que o experimento fosse realizado
também pela turma do segundo e terceiro anos, e que a autorizacdo para a realizacdo com 0s
alunos da escola e no espaco da escola s6 seria fornecida quando tal exigéncia fosse sanada.

Inicialmente, pediu-se a autorizacdo dos pais para participar do experimento. Apenas
o0s 60 tiveram a autorizacdo Assim, eles realizaram o pré-teste de linha de base com critério de
erro acima de 33% para prosseguimento nos treinos e pos-testes. 60 criancas receberam
autorizacdo dos responsaveis para realizar o experimento. Destas, 11 ndo atingiram um escore
de acertos acima de 66%, e assim foram selecionadas para continuar o experimento, nove (P3,
P4, P5, P6, P7, P8, P9, P10 e P11) delas do 3° ano do fundamental e duas (P1 e P2) do
primeiro ano do fundamental. Destas 11, quatro sdo do sexo feminino, todas do terceiro ano, e

sete do sexo masculino.

Local e material

Utilizaram-se um computador portéatil e um mouse, além do programa Superlab® para
rodar o experimento. Todos os testes foram realizados dentro da sala de tecnologia nas
dependéncias, parcialmente isolada acusticamente, pois algumas janelas apresentaram buracos
e auséncia de fechadura, o que permitia 0 som adentrar. A sala era equipada com ar
condicionado e ventilador, porém apenas o primeiro era ligado, pois o segundo fazia muito
barulho. O ar condicionado ficava na temperatura ja estabelecida de 20 graus celcius, por este
ndo ter opcdo de mudanca de temperatura por um fator de estrutura elétrica. As coletas foram
feitas em periodo de aula, sob a autorizacdo das professoras vigentes nos devidos periodos

(assim como de suas devidas substitutas).
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Estimulos

Figura 2

Estimulos utilizados para composi¢do dos modelos da pesquisa
1+1=2 / 2+1=3/ 3+1=4 | 4+1=5/5+1=6/ 6+1=7 / 7+1=8 / 8+1=9
1+2=3/ 2+2=4 | 3+2=5/ 4+2=6 | 5+2=7 | 6+2=8 | 7+2=9
1+3=4/ 2+3=5/3+3=6 / 4+3=7 / 5+3=8 / 6+3=9

1+4=5/ 2+4=6 | 3+4=7 | 4+4=8 | 5+4=9

1+45=6/ 2+5=7 | 3+5=8 / 4+5=9

1+6=7/ 2+6=8 / 3+6=9

1+7=8/ 2+7=9

1+8=9

Estimulos XBC

_+1=2/ +1=3/ +1=4] +1=5/ +1=6/ +1=7/ +1=8/ +1=9
_+2=3/ +2=4] +2=5]| +2=6/ +2=7/ +2=8/ +2=9
_+3=4/_+3=5/_+3=6/_+3=7/_+3=8/_+3=9

_+4=5/ +4=6/_+4=7/ +4=8/ +4=9
_+5=6/ +5=7/ +5=8/ +5=9

_+6=7/ _+6=8/ +6=9

_+7=8/_+7=9

_+8=9

Estimulos AXC

1+ =2 /2+ =3/3+ =4/4+ =5/5+ =6/6+ =7 /7+ =8/8+ =9
1+ =3/2+ =4/3+ =5/4+ =6/5+ =7/6+_=8/7+_=9

1+ =42+ =5/3+_=6/4+ =7/5+ =8/6+_=9

1+ =5/2+ =6/3+ =7/4+ =8/5+ =9

1+ =6/2+ =7/3+ =8/ 4+ =9

1+ =7/2+ =8/3+ =9

1+ =8/2+ =9

1+ =9

Estimulos ABX

1+1=_ /2+1=_[3+1=_[4+1= /5+1= [6+1= [7+1=_/8+1=_
1+2=_[2+2= [ 3+2=_[4+2=_[5+2=_[6+2=_]7+2=_
1+43=_/2+3=_/3+3=_/4+3=_/5+3=_/6+3=_
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1+4= [ 2+4= [ 3+4=_[|4+4=_ | 5+4=_
1+5=_/2+5= /3+5= [4+5=_
1+6=_/2+6=_/3+6=_

1+7=_12+7=_

1+8=_

A Figura 2 apresenta os estimulos utilizados para a composi¢do dos exercicios. A
primeira matriz mostra os estimulos que foram elencados segundo os pressupostos de apenas
usar exercicios de soma, com numeros naturais e ndo utilizar decimais (acima de 10) e
também o numero zero. As trés matrizes seguintes seriam 0s exercicios com suas devidas
incdgnitas, sendo o grupo XBC a incognita no comeco, AXC a incognita no meio e ABX a
incdgnita no final.

Ao todo foram 36 estimulos utilizados, cuja estrutura topografica se
apresentava como [A + B = C], na qual os nimeros usados eram todos naturais, ndo passando
do numero nove e sem o zero. Assim, os estimulos usados foram 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8 ¢ 9. As
alternativas apresentadas para o participante também foram estas, independente da estrutura

do exercicio.

Procedimento

O experimento foi conduzido de maneira individual. Ap6s o sorteio dos nomes entre
os alunos e a criacdo da ordem de chamada, as criancas eram levadas, durante o horéario de
aula designado pelas professoras, para a sala de tecnologia, onde continha o computador
instalado com o software do Superlab®.

O experimento consistia na apresentacdo de um estimulo modelo (Figura 2) e, apos a
confirmacdo da observacdo deste (clicando na barra de espaco), este sumia (esquema de
atraso zero) e apareciam as possiveis respostas ao estimulo modelo. Para as emissdes das
respostas, foi programada a utilizagdo exclusiva do teclado, ndo precisando utilizar o0 mouse
para as fases de resposta (0 mouse foi utilizado apenas pelo pesquisador para introduzir as
fases do experimento). Essa abordagem foi escolhida pela maior precisdo que o teclado
proporciona ao comparar com 0 mouse.

Para passar da tela de instrucOes e da tela no qual aparecia o exercicio algébrico a ser
solucionado, o participante deveria pressionar o botdo da barra de espaco contida no teclado
do computador. E, para passar da tela onde se apresentavam os estimulos modelos, ele

precisava pressionar o botdo do teclado correspondente ao nimero que se considerasse como
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a resposta correta. Eram indicados os nimeros da parte lateral do teclado, porém os numeros
da parte superior do teclado também funcionavam, conforme o funcionamento do Superlab®.

Antes do experimento, a crianca recebia uma breve instrucao sobre como seria 0 modo
de responder a tais perguntas:

“E- Vocé ira fazer um exercicio de matematica.” “Vocé precisa responder com
bastante atengdo, porque o computador (aponta para o computador) ira salvar todas as suas
respostas”. “Vocé precisa buscar ao maximo acertar as questdes”. “Para vocé passar dessas
fases, deve apertar esse botdo (aponta para a barra de espaco)”. “Pode tentar agora!” (ap6s o
participante apertar na barra de espaco). “Muito bem, agora vocé conhece esse tipo de conta?”
(Aponta para a tarefa. Se o participante dissesse que néo, era instruido a ele que aquilo era um
exercicio de soma, explicando cada signo que compde o exercicio. Caso assinalado
afirmativamente ignorava-se essa parte). “Entdo, quando vocé souber qual numero substituir
pelo ponto de interrogagéo para a conta ficar certa, aperte espaco (aponta para 0 espago) e, em
seguida, aperte o botdo aqui (aponta para o teclado, na parte dos nimeros) condizente ao
namero que vocé acha que €”. “Pode fazer (aguarda a primeira resposta do participante).”

Apds esta instrucdo, o participante iniciava o experimento. A linha de base, foi feita
por todos os 60 alunos. Este consistia em 3 fases, cada uma com 36 exercicios randomizados,
todos diferenciados pela posicdo ao qual a incognita se apresentava (Figura 2). A cada
término de uma fase, 0 pesquisador parava 0 experimento por um breve momento para
introduzir a proxima fase (atividade de aproximadamente 15 segundos). Na fase seguinte, o
pesquisador realizava uma pergunta: “\VVocé percebe que mudou algo? O qué?” apenas para
confirmar se a crianga percebia a mudanga que ocorrera.

O primeiro bloco, ou o bloco de linha de base, organizou-se em 108 exercicios
randomizados, os quais foram divididos em trés fases, cada um contendo 36 exercicios com
os trés tipos de posicbes de incognitas. A primeira fase eram exercicios cuja incognita se
apresentava na posicdo B; a segunda fase, exercicios na posicdo A; e, a terceira fase com
exercicios na posicéo C.

Acerca da escolha da ordem das estruturas semanticas na composicdo do experimento
todo, no caso a escolha da posicdo B para o inicio dos treinose testes, foi escolhida dessa
forma, uma vez que, apesar das analises estabelecerem a posicdo A e B como mais
complicadas que a posicdo C (Hiebert, 1982; Rosenthal & Resnick, 1974; Skemp, 1971,
Haydu, Et. All, 1997), as duas primeiras posi¢des nunca foram claramente discernidas

hierarquicamente a qual é a mais dificil.
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Hiebert (1982) descreve a dificuldade de criangas no inicio do ensino do repertério
matematico escolar ser maior, quando a incognita esta na Gltima posicéo (no caso, C), por eles
ndo terem uma estratégia predominante com essa posicdo de incognita em exercicios em
forma de sentenca. Em Haydu e colaboradores (1999), na analise da porcentagem de erro na
fase de exercicios de soma, os participantes tiveram uma porcentagem de erros na posicao de
incognita A e B igual (23,2%); Haydu e colaboradores (2001) obteve resultados que sugerem
que ndo houve diferencas significativas nos exercicios algébricos entre a posicdo A e B e
Heinklain (2012) também ndo descreve uma clara diferenca, apesar de a maioria dos
participantes terem apresentado um maior acerto na posi¢do B, além deste ter sido o utilizado
nas instrucdes do experimento de Carpenter, Moser e Bebout (1988) (p.349).

Dado os resultados da literatura, buscou-se investigar o efeito das variaveis com a posi¢do
B, para se evitar o argumento de que, ensinando-se o mais dificil, a generalizacdo para as duas
posicdes “mais faceis” seria algo esperado. Assim, a posi¢do do meio, que apesar de ndo ter
comprovacdes estatisticas de ser mais ou menos complexa, a analise feita dos dados das
pesquisas (Carpenter, Moser & Bebout, 1988; Heinklain, 2012) sugere que seja uma variavel
intermedidria, dentre as trés posi¢cdes possiveis em exercicios basicos de soma.

Apos a finalizacdo das trés fases, o pesquisador agradecia a participacao e levava a crianca
de volta para a sala. Ap0s a realizacdo da analise dos exercicios, foram selecionados para as
préximas fases aqueles que apresentaram um desempenho inferior a 66% ou 1/3 do exercicio.
Uma vez selecionados, os participantes passavam para o bloco seguinte.

O segundo bloco continha exercicios da Fase 4 a 7. Na Fase 4, 0s participantes passariam
pelo treino, que consistia em uma série de tarefas cuja incognita se apresentava na posicao B,
em que o participante deveria responder corretamente a um conjunto sequencial de respostas.
0 critério era 36 acertos seguidos. Era orientado ao pesquisador que evitasse responder
perguntas as quais os participantes fizessem durante o experimento.

As instrugdes passadas ao participante eram: “Agora 0 exercicio vai mudar um pouco”.
“Agora o computador ira te indicar se vocé acertou ou errou o exercicio”. “Caso vocé acerte,
ira aparecer uma tela azul escrito “CORRETO!” e, caso vocé erre, uma tela totalmente preta
ird aparecer”. “\VVocé deve acertar 0 maximo que puder, pois 0 exercicio vai terminar a medida
que voce acerta”.

Na sequéncia do treino, as trés fases seguintes eram apresentadas, sendo iguais as
apresentadas na linha de base. Ou seja, primeiramente 36 exercicios com a incognita em B,

seguidos de 36 exercicios com incognita em A e, por fim, 36 exercicios com a incognita em
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C. Apds o fim da Fase 7, novamente se agradecido a participacdo do participante e ele era
levado de volta para a sala de aula.

Antes da continuacdo do exercicio, novamente analisavam-se o0s acertos feitos na fase de
testes, o conjunto delas nomeado de “linha de base”, pois, Se 0 participante acertasse acima do
critério estabelecido na primeira linha de base (acima de 2/3 nas trés posicGes), ele ndo
retornava a realizar as atividades. O terceiro bloco teria a mesma estrutura do segundo bloco
(Fase 4, 5, 6 e 7), ou seja, estruturalmente uma copia do segundo. A diferenca era que o treino
dessa vez seria constituido de exercicios cuja incognita se apresentava em A, ou N0 COMeGO
da sentenga. O quarto e ultimo bloco seriam novamente uma copia do segundo, porém o
treino sendo a incognita na posicéo C.

Em todo fim de bloco (Bloco Linha de Base, Bloco 1, 2 e 3) os participantes retornavam
a sala de aula. Eles apenas retornavam quando o critério de acerto de mais de 2/3 ndo fosse
alcancado. O procedimento se seguiu por 15 fases, sendo organizadas em quatro blocos
diferentes:

1- teste AXC

2- teste XBC

3- teste ABX

4- treino AXC

5- teste AXC

6- teste XBC

7- teste ABX

8- treino XBC

9- teste AXC

10-teste XBC

11-teste ABX

12-treino ABX

13-teste AXC

14-teste XBC

15-teste ABX
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Resultados

No experimento, analisou-se se um treino de discriminacao condicional para resolucao de
exercicios matematicos de soma simples utilizando a incognita na posicdo B teria 0s mesmos

efeitos de um treino tradicional, no qual a variavel manipulada é na posicao C.

Figura 3
Numero de respostas nos treinos para que os participantes atingissem o critério

nos testes de Linha de Base
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Na Figura 3 podemos observar o nimero de respostas que cada um dos participantes
emitiu até atingirem o critério de acerto nos treinos (36 respostas corretas consecutivas).
Podemos observar uma grande diferenca do nimero de respostas dos participantes P1 e P2 em
relacdo aos demais. Esta diferenca pode ser relacionada ao fato de eles serem do 1° ano do
fundamental e o restante do 3° ano.

O treino 1 foi realizado por todos os participantes, e ele seria o primeiro treino, no qual a
incognita se apresenta na posi¢do B (AXC). A maioria dos participantes chegou ao critério de
acertos para terminar o experimento nessa sessdo, ou seja, o0 treino 2, no qual a incognita se
apresenta na posicdo A (XBC), presente apenas nos participantes P5, P7 e P11, por apenas
eles terem apresentado a necessidade e um novo treino foi realizado para atingir o objetivo.

Pelo mesmo motivo, apenas o participante P7 apresenta o treino trés.
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Uma diferenca significativa pode ser observada também nos resultados de P3 e P4, que
estiveram em uma média de 250 respostas. Para o restante dos participantes, houve uma
média de 60 respostas antes de alcancarem o critério. Assim, podemos dividir os participantes
de acordo com as respostas aos treinos, em trés grupos: os de média 580, os com média 250 e
0s com média 60. Este ultimo podemos dividir em dois subgrupos: os que finalizaram durante
o0 primeiro treino (P6, P8, P9 e P10) e os que necessitaram dos treinos seguintes para concluir
o trabalho (P5, P7 e P11).

Com relacdo ao tempo dispensado para realizacdo das atividades, motrou-se entre 0s
participantes uma diferenca significativa: os participantes P6, P8, P9 e P10 tiveram um tempo
de experimento bem curto, variando de 40 minutos a 60 minutos. J& os participantes P3 e P4
tiveram uma duracdo um pouco maior, variando entre 60 minutos a 80 minutos.

Os participantes P5, P7 e P11 tiveram um tempo de duracdo de experimento relativamente
grande, porém quando diluido nos dias em que o realizaram acaba ndo sendo algo
quantitativamente relevante. Todos os trés demoraram aproximadamente 120 a 150 minutos,
variando de 40 a 70 minutos por dia.

Por fim, os participantes P1 e P2 mostraram um resultado diferente de todos os outros,
pois o resultado de ambos se apresentou bem parecido (574 e 586), ja que tiveram
participacdo no experimento em aproximadamente cinco horas, distribuidos em dois dias. O
participante P1, no primeiro dia, apds trés horas de exercicios, relatou fadiga e pediu para
continuar no dia seguinte. lgualmente, o participante P2 relatou cansaco apds duas horas de
realizacdo do experimento. Para alcancar o critério de 36 acertos consecutivos, ambos tiveram
uma média de quatro horas de treino.

E importante também salientar que, dos resultados de melhora pds-teste que ocorreram, 0s
mais evidente sdo dos dois participantes do primeiro ano. Isso pode se dar tanto ao fato de que
no mesmo ano tivessem estudado contetido de soma e subtracdo, ao contrario do terceiro ano
que ja estavam em multiplicacdo e divisao.

Durante a realizacdo do teste, a maioria dos participantes buscava verbalizar suas
estratégias para solucionar os problemas, muitas condizentes com os analisados por Hiebert
(1982). Exceto por P9 e P11, os quais ndo descreveram o que utilizaram para realizar o treino.
Todos os outros participantes revelaram utilizar os dedos para resolver as contas. P1 e P2, ao

longo da fase de treino, descreviam diversas estratégias de resolucdo da tarefa proposta.
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Figura 4: Grafico referente ao nimero de acertos de cada participante nos exercicios de incdgnita no comeco

(posicdo A) de cada aplicacdo de linha de base.

Na Figura 4, que representa o desempenho dos participantes antes do treino e depois do
treino na estrutura XBC, é possivel observar que os participantes p5, p7 e pl1, ao contrario
dos outros, tiveram uma perda de desempenho apds o primeiro treino, em aproximadamente
60%, 15% e 25%, respectivamente. O resto do participantes tiveram um aumento de acertos.
P7 foi o Unico a ir até o Ultimo bloco, e em sua curva podemos observar que apos primeiro
treino, ela acertou menos que a sua linha de base, mas apds o segundo treino acabou por

aumentar seu desempenho, esse aumento se atenuando no terceiro treino.
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Figura 5: Gréfico referente ao nimero de acertos de cada participante nos exercicios de incdgnita no meio

(posicdo B) de cada aplicacdo de linha de base.

Na figura 5, que representa o numero de acertos que os participantes tiveram da estrutura
AXC, foi a que mais teve aumento significativo dentre os participantes. P5 e P11 apresentam
uma decaida de desempenho da linha de base para a segunda. O restante dos participantes

tiveram um avanco significativo no nimero de acertos.
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Figura 6: Gréafico referente ao nimero de acertos de cada participante nos exercicios de incégnita no fim

(posicdo C) de cada aplicacdo de linha de base.

Na Figura 6, que representa 0 numero de acertos dos participantes na estrutura ABX, P1,
P3, P4, P6, P7, P8 e P10 ja demonstravam um numero elevado de acertos em sua linha de
base, 0s quais se mentiveram, a excessao de P8, que teve uma decaida de 35 para 32 acertos.
Com relagéo ao P2, P5, P9 e P11, eles iniciaram com um desempenho baixo e tiveram um
significativo aumento apds o treino. Apenas P5 mostrou uma queda nos nimeros de acertos
apos o treino.

O restante dos participantes, com excecdo do P5, apresentaram um aumento significativo
no ndmero de acertos apds o treino. Isso ocorreu nas trés posicdes, sugerindo uma
generalizacdo dos exercicios de uma posi¢do para as outras. P4, P7 e P10 tiveram um aumento

pequeno, se comparado a P3, P6, P8, P9 e P11.
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Desempenho dos participantes na primeira sessdo de pré-treino, treino e pos-treino
realizado, Fases 1, 2, 3,4,5,6e7
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Na Tabela 1, podemos observar os resultados das Figuras 4, 5 e 6 de maneira mais
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Tabela 2

Desempenho dos participantes na segunda sessdo de pré-treino, treino e pés-treino

realizado, Fases 5,6,7,8,9,10e 11
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Tabela 3
Desempenho dos participantes na terceira sessdo de pré-treino, treino e pds-treino

realizado, Fases , 9, 10, 11, 12, 13, 14 e 15
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O Participante P5 ndo desejou continuar o experimento, assim ele ndo chegou a ir pra
a terceira parte, tendo assim apenass 0s dados referentes ao participante P7, que como pode

ser observado na Tabela 3, obteve um aumento nas tres fases pos-teste.

Discussao

Essa investigacdo trabalhou em cima de dois objetivos: 1- Analisar se ha uma
diferenca significativa de uma topografia para a outra, na dimensdo de dificuldade nas
resolucbes dos problemas e; 2- Analisar as diferentes topografias de exercicios algébricos de
soma para 0 ensino basico de matematica.

Para tornar esses objetivos mais operacionais, foi elencado tres hipéteses, estass
diretamente relacionadas aos objetivos. A partir delas, verificaremos se os dados coletados
sustentam os objetivo propostos. As hipoteses sdo:

a) As posicOes das incognitas em exercicios algébricos de adicdo ndo sdo
fundamentalmente diferentes umas das outras no que diz respeito ao treino necessario
para o0 dominio da tarefa;

b) Treinos de exercicios algébricos simples ensinados com variagfes de
posicdo da incognita facilitariam ou tornaria igual a quantidade media de acertos em
exercicicos com a incognita em diferentes posi¢des (A, B e C);

C) O treino em estruturas do tipo “X + B = C” ou “A + X = C” podem
levar ao mesmo tipo de resultado geralmente obtido com o treino em estrutura do tipo

“A+B=X".
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Na introdugdo, aprofundamo-nos nas variaveis que influenciam no ensino do
repertério em matematica, em especial na literatura sobre o tema da posi¢do da incognita no
controle de estimulos. Descrevemos 0s principais experimentos que expdem a andlise de
dados que sustentavam essa hipotese e propomos um diferente modo de ver esses dados.

Com relacdo a primeira hipétese, ndo hd uma clara evidéncia para sustentar, uma vez
que quase todos os participantes apresentaram melhora de desempenho na primeira bateria de
treino (AXC). Os participantes P2, P5 e P9 foram o0s que apresentaram desempenho
insatisfatorio em exercicios de incognita na posicdo C. P5 e P9 tiveram um desempenho igual
ou menor em ABX do que nos outros tipos de exercicios (Tabela 1). Esse dado € muito
interessante, uma vez que era esperado que estes apresentassem desempenho superior.

Os dados colocam em discussdo a primeira hipotese, corroborando com os dados do
Experimento 1 de Capovilla, Capovill e Haydu (1997), em que os resultados distinguiram-se
daquilo que até entdo foi obtido por estudos anteriores (Hiebert, 1982; Carpenter, 1983; 1984;
Rosenthal & Resnick, 1974), levando-os a acertar mais em tarefas com incognita na posicéo
A do que em tarefas com a incognita na posicdo C. Pode-se argumentar que a maior facilidade
em tarefas com a incognita na posicdo C ndo é um dado tdo generalizado a respeito do
fendmeno como poderia parecer a partir de alguns dos estudos (Heinklain, 2012; légas &
Haydu, 2015). Evidéncia disso sdo as variagOes identificadas, em (Haydu et. al., 2001;
Capovilla, Capovilla & Haydu, 1997; Haydu, Costa & Pullin, 2006) e no presente estudo.
Cabera a esse tipo de investigacdo, portanto, buscar as variaveis que, compondo os curriculos
do ensino de matematica, podem facilitar ou dificultar o aprendizado de determinados tipos de

estruturas de resolucdo de tarefas de adigéo.

Tabela 4

NUmero de respostas corretas antes e depois do Treino 1 dos participantes P2, P5 e P9

Pré-teste Pos-teste
XBC AXC ABX XBC AXC ABX
P2 4 6 9 31 32 36
P5 16 26 16 6 16 4

P9 24 11 2 35 33 36
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Seguindo para a segunda hipétese, os dados do experimento ndo foram conclusivos. A
idéia de apresentar um controle de linha de base (Fases 1, 2 e 3) depois a apresenta¢do de um
historico de treino (Fase 4) e de resultados de melhora no desempenho em todas as posicoes, a
principio nos leva a pensar se um treino adequado para outras posi¢des aumentaria 0 numero
de questdes corretas dos participantes. O aumento de respostas corretas ocorreu (Tabela 4).

Porém, uma critica a ser feita seria que o treino realizado ap06s averiguacdo da linha de
base ndo foi um exercicio de treino para aprendizagem de um repertério novo, mas sim
apenas um conjunto de estimulos que aumentaram a probabilidade dos participantes de
lembrarem-se dos antigos ensinos que tiveram acerca daquele contetdo. Mais precisamente,
quando os participantes realizaram os primeiros exercicios, toda dindmica circunscrita na
realizacdo do exercicio, (olhar para o estimulo modelo, responder clicando na barra de espaco,
e clicar no botdo correspondente a resposta correta) era diferente do modo como eles
aprenderam anteriormente no histérico escolar (professora escreve, eles copiam escrevendo
no caderno). Assim, na primeira linha de base, o aluno ainda ndo teve a estimulagéo adequada
para lembrar, e ap0s o treino, a generalizacdo aconteceu. Ou seja, nada foi efetivamente
ensinado na fase de treino.

A critica ganha maior sustentacdo ao verificarmos que muitos participantes realizaram
poucas tentativas nas fases de treino, desproporcional ao quanto melhoraram de um momento
ao outro. Da primeira linha de base para a segunda, quase todos os participantes tiveram uma
melhora significativa ( de 50 a 300%), em um espaco de tempo de 40 minutos para, apds 60

tentativas feitas, para se chegar a uma sequéncia de 36 acertos).

Tabela 5

NUmero de respostas antes e depois do Treino 1 dos participantes P1 e P2

Pré-teste PoOs-teste
XBC AXC ABX XBC ZXC ABX
P1 0 2 9 33 35 36

P2 4 6 9 31 32 36
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Apesar dos dados obtidos nesse experimento ndo serem suficientes para sustentar essa
segunda hipdtese, também ndo a anula, apenas deixa em evidéncia uma demanda maior de
investigacdo para poder se sustentar. Experimentos como Capovilla (1999) Haydu, Costa &
Pullin, (2006) e Heinklain (2012) sugerem que um ensino diferenciado, por meio de softwares
de balangas, treinos em procedimentos de MTS, aumentam a eficacia do desempenho nas trés

posi¢des da incognita.

A terceira e Gltima hipotese averiguada foi a de que, ensinando-se um tipo especifico
de treino, como AXC, o0s exercicios dessa estrutura teriam mais acertos que 0s mesmos que
ndo apresentassem essa estrutura. Os resultados ndo sugerem esse efeito em nenhum dos 11
participantes. Essa hipotese também tem em sua analise a configuragdo das criticas das duas
anteriores a ela. Porém, é importante considerar que, dadas a velocidade e a pouca
necessidade de treino, possivelmente os nove participantes do estudo (terceiro ano do ensino
fundamental), excluidos P1 e P2, j& dominavam a tarefa. E os dados dos dois participantes do
primeiro ano ndo demonstraram esse efeito (Tabela 5).

Apesar das hipoteses propostas ndo terem sido validadas, é possivel observar nos
dados uma consisténcia na ideia que a historia verbal do individuo, assim como a relacao
desta com o controle de estimulos feito na construcdo dos exercicios em matematica, sdo
variaveis essenciais para pensarmos em um desenvolvimento mais promissor de técnicas para
a potencializacdo do aprendizado, estas talvez mais relevantes que a posicao da incognita nos

exercicios.

Elencando as dificuldades apresentadas aqui, podemos mensurar que se necessita de
um maior controle sobre o conhecimento prévio que o participante tem acerca de resolucdo de
tarefas de adicdo. Para isso, propde-se como sugestdo para 0 prosseguimento da investigacao,
um aumento na dificuldade, através da mudanca de um grupo de participantes com um
histérico de ensino matematico menor, no caso de 1° ano, uma mudanca de exercicios de
soma para de subtracdo e multiplicacdo e o0 uso de numeros quantitativamente maiores nas

trés posicoes.

Concluséao

O experimento consistiu no treino sequencial de comportamentos matematicos de
adicdo em diferentes tipos de estruturas (X + B =C; A+ X =C e A + B = X) e testes

intercalados envolvendo todos os tipos de estruturas. A proposta consistiu em verificar, dentre
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0s trés tipos de estruturas, quais seriam as que melhor representam maior demanda de treino
ou maior frequéncia de erros em testes de Linha de Base. Como resultado preliminar,
contudo, constatou-se que os participantes do estudo (estudantes do terceiro periodo do
Fundamental) ja apresentavam em seu repertorio o desempenho que o estudo se propds
ensinar. Sendo assim, o0s resultados ndo apresentam de forma clara os efeitos deste

procedimento de ensino.

Como prosseguimento da investigacdo, propde-se que o procedimento seja com alunos
do primeiro periodo. Outras modificaces na investigacdo incluiram o acréscimo de tarefas de
subtracdo e o acréscimo de elementos a tarefas de adigdo, com o objetivo de tornar mais
complexaa tarefa, buscando eliminar ou averiguar a hip6tese de que a tarefa anteriormente

empregada teria sido muito simples.
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