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RESUMO

Considerando que as técnicas de contagem é um assunto dificil de
ser absorvido pelos alunos, este trabalho tem como objetivo apresentar uma
proposta de ensino de combinatoria para os professores do Ensino Médio na
qual fardo uso de funcbBes geradoras para solucionar alguns problemas de
combinatéria e articular outros conceitos ao tema, além de expandir seus

conhecimentos com outros métodos de contagem.

Palavras-chave: Analise Combinatoria. Ensino Médio. Funcdes Geradoras.



ABSTRACT

Considering that techniques of counting is a difficult subject to be
absorbed by the students, this work aims to present a proposal for teaching
combinatorics for the teachers high school in which shall use generating
functions to solve some problems of combinatorics and to articulate other
concepts to the theme, expanding the knowledge with other methods for
counting.

Keywords: Combinatorial Analysis, High School, Generating Functions.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo ampliar o conhecimento do professor do Ensino
Médio para trabalhar o conteido de analise combinatdria juntamente com o conceito
de funcdes geradoras que, em geral, ndo faz parte dos curriculos dos cursos de
licenciatura em matematica.

As funcdes geradoras sdo de grande importancia nas técnicas de contagem.
Um tipo de funcdo geradora que abordaremos neste trabalho € dada por polinémios

p(x)=ax"+a X" +..+ax+a, no qual os coeficientes sdo nimeros inteiros e o

coeficiente de uma poténcia especifica é a resposta da contagem de um problema
gue queremos resolver. Por exemplo o polinémio dado por
(L+X)° =1+ Cix+C2x* +CIx® +Cix* +Cx° + x°

é tal que o coeficiente de x* corresponde & combinacéo de 6 elementos tomados 3
a 3. As fungdes geradoras que usaremos neste trabalho utilizam os polinbmios
dados pelo binbmio de Newton para obter outros polinbmios cujos coeficientes séo
as respostas para 0s nossos problemas de contagem. Desta maneira estamos
integrando os conceitos de polinémios e de combinatéria.

As funcBes geradoras mais gerais sdo dadas por séries de poténcias

S(X)=a,+ax+..+a X" +... com coeficientes inteiros, que podem ser pensadas

como uma generalizacdo dos polindmios, cujos coeficientes sdo as respostas
procuradas para os problemas de contagem. Isto pode parecer que estamos fugindo
dos conteudos do Ensino Médio. Lembramos que nos textos do Ensino Médio
(PAIVA, 1995) os estudantes entram em contato com a série de poténcias dada pela

soma infinita dos termos de uma Progressdo Geométrica de termo inicial 1 e razéo

) ~ 1 ~ _
X € tal que se |x|<1 entéao 1+x+x2+...+x”+...:l— e esta funcdo também é um

exemplo de funcdo geradora que usaremos.

Neste trabalho mostraremos exemplos como utilizar os polinbmios de mais de
uma variavel para descrever ou modelar problemas de contagem de tal modo que
cada termo deste polinbmio corresponda a uma disposicdo exata de todos
elementos da combinatéria que queremos resolver e, a partir deste polinémio,
obteremos a fungdo geradora que “conta” quantos elementos existem na

configuracdo que estamos estudando. A este processo vamos chamar aqui de



12

mapeamento do problema combinatério.
Para o leitor ter uma ideia do que estamos propondo, considere o polinémio
de 6 variaveis dado por

FOG %0 %, X, %6, %) = (14 3)(A+3) A+ X )(A+ X ) A+ X)L+ %) =R + R +B, + R +F, + R +F

Este polindbmio tem 2°=256 termos e em cada termo cada uma das
indeterminadas aparece uma Unica vez e o coeficiente de todos os termos € igual a
1. Vamos reagrupar os termos segundo o nimero de indeterminadas, isto é, denotar

por B, ,0<k <6 a soma de todos os monémios com k variaveis. Por exemplo,

Ry = XXX, X5 X5 4 X, X Xy X5 X5+ X X5 Xy X6 Xg + XX Xg X X + X1 Xo X3 Xy Xg + X X X3 X4 X
Note que em P, cada termo deste polinbmio corresponde a uma combinacgdo de 6
elementos {x,X,,X,;,X,, %, X} tomados 5 a 5 e todas as combinagbes destes 6

elementos 5 a 5 estdo representadas uma Unica vez em uma parcela. Deste modo

0 polindmio f(x,X,,X;,X,,X,%;) modela o problema de todas as combinagdes

possiveis que podemos obter com 6 elementos que forma um total de 2° =256
combinacdes.

Substituindo cada uma das variaveis por uma unica variavel, isto é, se
X, =X, =X, =X, =X = X; =X entdo obtemos a fungéo geradora

P(X) = (L+X)° =1+ Cex +Cix* +CX® + Cox* +Cox° +x°
cujos coeficientes de grau 0<k <6 contam todas as combinagfes possiveis de 6
elementos tomados k a k.

Aparentemente pode-se pensar que estamos complicando o problema, mas
esta técnica é bastante Util em outras situacfes mais complexas como analisaremos
a sequir.

Inicialmente faremos uma prévia da problemética do ensino de Anélise
Combinatdria no Ensino Médio, buscando opcdes, e tentando visualizar meios para
aprimorar o ensino deste tema, depois apresentaremos 0s conceitos basicos para os
professores do Ensino Médio que serdo usados para o professor trabalhar Anélise
Combinatoria utilizando as fungbes geradoras.

Fica como opcdo também trabalhar as funcbes geradoras dessa forma no
ensino superior, na qual os alunos estardo revendo conceitos e aumentando seu
raciocinio determinando outros meios de solucionar problemas.

Ao final apresentaremos quatro problemas que podem ser trabalhados em
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sala de aula como atividade de aperfeicoamento do conteido de combinatéria.
Esses problemas sédo, ao mesmo tempo, sugestdes para o professor de como fazer
a aplicacdo das funcdes geradoras articulando o estudo da combinatéria com o
binbmio de Newton e os polinémios e, deste modo, enriquecendo o conhecimento do

aluno.
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Capitulo 1

PANORAMA DO ENSINO DE COMBINATORIA NO ENSINO MEDIO

A andlise combinatoria € um ramo da Matematica que tem por objetivo
resolver problemas que consistem, basicamente, em escolher, agrupar e contar 0s
elementos de um conjunto e que possui aplicacdo direta no célculo das
probabilidades, sendo portanto, um instrumento de vital importancia para as ciéncias
aplicadas, como a Medicina, a Engenharia e a Estatistica, entre outras.

Segundo Sabo (2010), alguns professores evitam, ou ndo abordam no Ensino
Médio o conceito de analise combinatéria por considerarem um tema arduo para
ensinar. Eles afirmam que a ma estruturacdo do Ensino Fundamental néo
proporciona aos alunos habilidades para trabalhar conceitos tdo sofisticados,
acusam também o tempo insuficiente em sala de aula e até mesmo que eles
proprios ndo entendem o assunto e acabam optando por outros contetdos
considerados importantes deixando entdo de lado este conceito. Sobre isso Sabo

(2010) menciona:

Um dos fatores responsaveis pela ma qualidade de
ensino é, sem dudvida alguma, a formacdo do professor. E
possivel dizer que a maioria dos profissionais que se formaram
ou estdo se formando, ndo tem claro o papel da escola, os
objetivos da aprendizagem, a razdo dos conteldos a serem
trabalhados, enfim, ndo tem claro o seu préprio papel de
educador. (SABO, 2010, p. 14 apud LOPES, 2000, p. 12)

De fato, podemos dizer que em muitos casos o0 professor, desde sua
formacdo, ndo recebeu fundamentos matematicos necessarios para trabalhar tal
assunto. O que contribui também é a questdo social do professor, 0 meio em que

vive, suas necessidades e 0s recursos gque possui para aumentar sua capacitacao.

Dessa forma entendemos que os saberes do professor
estdo atrelados as condi¢cdes sociais e de trabalho por ele
vividas, como também pela sua personalidade e experiéncia
profissional, ou seja, esses saberes estdo assentados entre o
gue o professor é e o0 que ele faz e, desse modo, situam-se
entre o individual e o social. (SABO, 2010, p. 34)

Existe também o fato de que muitos professores possuem certa facilidade
para acomodagéo, apldiam-se em seus livros didaticos e ndo buscam outros meios
de se ensinar um assunto considerado dificil ou que ndo esta no seu conhecimento.
Por sua vez, os livros didaticos trazem os conteudos de forma sucinta e, na maioria

das vezes, como um pacote fechado para ser aplicado em determinada série,
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havendo assim uma dificuldade para intercalar outros conteudos.

Um dos fatores que pode contribuir e favorecer que os
professores ndo abordarem determinados  conceitos
matematicos é a segmentacdo do conhecimento matematico.
Cada conceito € tratado de forma pontual em uma determinada
série do Ensino Médio, desta forma, ndo ha interagéo entre os
conhecimentos ensinados. (SABO, 2007, p. 8)

No Ensino Fundamental o tema da combinatdria é pouco abordado. Os livros
didaticos abordam sobre o Principio Aditivo e Multiplicativo e ainda assim
resumidamente. A aplicacdo constante do conteddo depende definitivamente do
professor, que como ja vimos, muitas vezes néo o faz.

O que podemos dizer é que nos tempos de hoje, com os computadores,
internet, celulares avancados e os varios meios de comunicagdo o professor tem
subsidios de busca e capacitagdo “[...] ele precisa assumir o papel de agente
participativo e protagonista no processo de seu desenvolvimento profissional”.
(SABO, 2010, p. 34). Ele pode deixar de se apoiar somente nos livros didaticos e
pleitear formagdes continuadas, e outros recursos que abordem este e outros temas
gue cujo ensino deixam a desejar.

Quanto aos livros didaticos, uma solucéo possivel seria intercalar conteidos
de técnicas de contagem desde o primeiro ano do Ensino Médio, buscando novas

possibilidades de resolucéo e de interacao destes conceitos.

A grande maioria dos livros didaticos do Ensino Médio
segue o0 padrao de “encaixotamento” dos conceitos
matematicos, ou seja, cada conceito matemético € abordado
pontualmente em uma determinada série, desta forma, ndo ha
interacdo entre os conhecimentos matematicos ensinados.
(SABO, 2007, p. 20)

Também seria necesséario fazer uma modificacdo nas técnicas abordadas,
pois a maioria dos livros traz muitos exercicios que alteram apenas o enunciado, e o
aluno, por sua vez, aplica a resolugdo de forma mecanica, ndo entendendo o
procedimento.

Este pensamento nos fez acreditar que este trabalho pode ser de grande
serventia, pois damos ao professor sugestdes de como trabalhar novos conceitos e
revisando conteudos que ja foram transmitidos, reforcando assim o que foi ensinado.

A pergunta que pode surgir: Por que utilizar o conceito de fun¢des geradoras
no Ensino Médio? Em primeiro lugar podemos responder que, deste modo,
apresentaremos aos alunos do Ensino Médio problemas de contagem que néo se

enquadram na classificacdo usual de arranjo, permutacédo e combinacéo e isto pode
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ser estimulante para os alunos e para que 0s professores repensem seus conceitos
e métodos de ensino. Por exemplo, considere o seguinte problema que
abordaremos aqui:

“Um professor de Educacgao Fisica quer montar um time misto com 7

jogadores. Quantas solu¢des sdo possiveis de forma que tenha no méximo 5

meninos ou 5 meninas?”

Problemas deste tipo recaem em procedimentos matematicos que ndo estédo
previstos nos textos do Ensino Médio.

Outro modo de justificar o uso de func¢des geradoras ordinarias é que este
topico utiliza os conceitos do binbmio de Newton e de polinémios e, deste modo,
estaremos integrando o ensino dos topicos de matematica do Ensino Médio de um
modo util e inovador. Além de que, por meio das funcdes geradoras podemos
enumerar possibilidades combinatérias de um problema de forma mais concreta e
certeira.

Em nossa pesquisa bibliografica ndo encontramos propostas de metodologias
de ensino que utilizem as funcbes geradoras no Ensino Médio sendo que estas
constituem um tépico importante da matematica discreta e que é tema de pesquisa
avancada atualmente. Nos livros, Matematica Concreta (KNUTH,1995) e Introducdo
a analise combinatoria (SANTOS,1998) e mais recentemente como dissertacdo do
PROFMAT (GARCIA, 2013), podemos ter contato com a importancia e abrangéncia

do assunto.
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Capitulo 2

ANALISE COMBINATORIA: CONCEITOS

Apresentaremos aqui, 0os conceitos e formulas da analise combinatéria de
maneira resumida, simples para consulta sendo que os detalhes poderdo ser vistos
em (SANTOS, 2007), (KNUTH, 1995), (IEZZI, 2010), (BARRETO, 2003) e (GARCIA,
2013). Entretanto, teremos um pouco mais de cuidado com o0s conceitos de
polindbmios e sua relacdo com as séries de poténcias e funcbes geradoras, pois, €
através destes conceitos que faremos a integracao e articulacdo de conhecimentos

multiplos.

2.1 Principio Multiplicativo

O principio multiplicativo da contagem diz que um acontecimento ocorre em
duas situacgdes sucessivas e independentes, sendo que se a 12 situagdo ocorre de a
maneiras e a 22 situacdo ocorre de b maneiras, entdo o numero total de

possibilidades de ocorréncia desse acontecimento € dado pelo produto a - b.
Suponha que uma sequéncia seja formada por k elementos (a,,a,,a;,...,a,),

em que:

e a, pode ser escolhido de n, maneiras distintas;
e a, pode ser escolhido de n, formas diferentes, a partir de cada uma das

possibilidades anteriores;

e 3, pode ser escolhido de n, modos diferentes, a partir de cada uma das

escolhas anteriores;

e a pode ser escolhido de n  maneiras distintas, a partir das escolhas

anteriores;

Ent&o, o numero de possibilidades para construir a sequéncia (a,,a,,a;,...,a,)
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Esse resultado é conhecido como uma extensdo do Principio Multiplicativo
(SANTOS, 2007) e serve de base para a resolucdo de muitos problemas de
contagem.

Exemplo: (GARCIA, 2013, p.17) Podemos aplicar este principio para contar 0s

subconjuntos de um conjunto finito C sem usar a soma das combinacfes do

seguinte modo: Seja o conjunto C={x,X,,..,X,} com n elementos. Se S é um
subconjunto de C podemos descrever S como uma sequéncia
s=(a, a,, a, .., &) na qual a=1seaeS e a=0seqeS. Por exemplo, o
subconjunto S ={x,x,} corresponde a sequéncia s=( 1, O, .., 0). Como temos
duas possibilidades, 0 ou 1, para cada posi¢cao e as n posi¢coes sao independentes

entdo teremos um total de 2" possibilidades o que corresponde a um 2"

subconjuntos.

2.2 Fatorial

Dado um numero natural n, definimos o fatorial de n (indicado por n!) como:
e nl=n.(n-1).(n-2).---.3.2.1 para n>1
e Sen=1,1=1
e Sen=0,0!=1

Por exemplo:
21=2.1=2 41=4.3.2.1=24
31=3.2.1=6 51=5.4.3.2.1=120

No final deste capitulo discutiremos como dar uma definicdo recursiva de fatorial.
2.3 Permutacdo Simples

Dado um conjunto com n elementos S ={a,, a,, a;, ..., a,} entdo o conjunto P
de todas as n-uplas ordenadas ou sequéncias (X, X,, X;, ..., X,) dos elementos de
S é chamado do conjunto das permutagdes simples de S .

P={(X, %, X -, X,)iX €Sex=x;sei= j}
Se denominarmos P, o numero das permutagdes simples dos n objetos,

entao:
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P, =n(n-1)(n-2)---1=n!
Vamos definir P, =0!=1.
Um modo de se usar o principio multiplicativo para justificar que o fatorial de
n d4 o numero de permutacdes possiveis dos elementos distintos da n-upla

(&, &, a, ..., &), € que se temos n escolhas para primeira posi¢cdo temos (n-1)
escolhas para a segunda posicao e (n—2) escolhas para a terceira posi¢ao e assim

por diante restando apenas uma escolha para a ultima posicgéo.

2.4 Arranjos Simples

Arranjos simples de n elementos tomados p a p, onde n>1 e p € um
namero natural tal que p<n, sdo todos os grupos de p elementos distintos que
diferem entre si pela ordem e pela natureza dos elementos que compdem cada
grupo.

Notacdo A". (SANTOS, 2007, p. 57)

Usando o principio multiplicativo vamos encontrar uma expressdo matematica
que caracterize A’.

Se S={a,a,, a, ..., 8,} sdo os elementos do conjunto entdo se 0<p<n,
temos n possibilidades de se colocar um elemento de S na posicdo de x, em
(%, %, X, ..., X;) € n—1 possibilidades de se colocar um elemento de S na posicao
de X, sem repetir e, assim sucessivamente, temos n—(p-1) possibilidades na

posicdo  x,. Pelo principio multiplicativo temos entdo um total de

n-(n-1)-(n—2)-(n—3)-...-.(n—(p—-1) possibilidades no total.
Portanto A? =n(n-1)(n-2)---(n—(p-1)).
Sabemos que nédo se altera uma igualdade se a multiplicarmos e dividirmos
por um mesmo valor entao:
(n—p)!
AP =n-(n-1)-(n-2)-...(n—(p-1)- ———.
(n—p)!
Isto €, a féormula de arranjo pode ser simplificada como

A1p

. nl
“(n-p)
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2.5 Combinacao Simples

Chamam-se combinacao simples de n elementos tomados p a p,onde n>1

e p € um numero natural tal que n> p, todas as escolhas ndo ordenadas de p

n
desses n elementos. Notacéo: Cnp=( j (Ié-se: combinagédo de n p a p). Se
p

p>n, p, n inteiros, define-se C” =0.(SANTOS, 2007, p. 62)
Vimos que o numero de arranjos simples de n elementos tomados p a p é
igual ao nimero de maneiras de preencher p lugares com n elementos distintos

disponiveis. Obtivemos:
n!
(n—p)!

gue € o numero de agrupamentos que diferem entre si pela natureza e pela ordem

A]p

de colocacéo de seus elementos no agrupamento, isto €, quem participa e o lugar
que ocupa.

Quando consideramos combinacgdes simples de n elementos tomados p a
p, temos agrupamentos de p elementos tomados entre os n disponiveis, que

diferem entre si apenas pela sua natureza, ou seja, sO importa quem participa do

grupo. Neste caso, a combinacao simples dos n elementos tomados p a p é dado
pelo arranjo simples dos n elementos tomados p a p dividido por p!, que € o

namero de permutacdes dos elementos que compdem cada arranjo, isto €,

|
cr=— " (SANTOS, 2007, p. 62)

p!(n—p)!
2.6 Permutacdo com Elementos Repetidos

Dada uma n-upla (a, a,, a;, ..., &) com n elementos, vamos supor que
existem n, elementos iguais a a;, n, elementos iguais a a,, ‘-, € n, elementos iguais
a a,. Neste caso o conjunto das permutacdes dos elementos da n-upla € chamado

de conjunto das permutacdes com repeticdo. Segue que o numero de permutacdes

distintas que se pode obter com os elementos é:
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2.7 Arranjo com Repeticéo

Lembrando que,

(...) o numero de arranjos simples de n elementos tomados p a p € dado
por:

Al =n-(n-1)-(n-2)-....(n— p+1).

Este nimero conta todas as possiveis maneiras de se retirar, de um

conjunto de n elementos distintos, p elementos, levando-se em conta a
ordem dos elementos.

Caso repeticbes sejam permitidas, pelo principio multiplicativo, o
numero total de maneiras de se retirar, levando-se em conta a ordem, p dos
n objetos, distintos ou ndo, é igual a

ARP =nP
uma vez que o primeiro elemento pode ser retirado de n maneiras, 0
segundo também de n maneiras e assim sucessivamente até que o p-ésimo
elemento seja escolhido.” (SANTOS, 2007)
Podemos acrescentar que o modelo dos arranjos com repeticdo dos n

elementos de um conjunto S={a,, a,, a,,...,a,} p a p é dado por todas as p-uplas
(X, % X5 -y X,) €M que X, € um elemento qualquer de S, isto €,

(X, Xy X3, vy X)) €SXSX....XS

p vezes

2.8 Combinacdes com Repeticao

O livro de Santos (2007) descreve as combinacdes com repeticdo do seguinte
modo:

“Suponhamos que num parque de diversées existam quatro tipos de

brinquedos a, b, ¢ e d, e que uma pessoa queira comprar dois bilhetes. E

claro que ela podera comprar dois bilhetes do mesmo tipo. Na tabela abaixo

temos a lista de todas as possibilidades que, como vemos, é igual a dez.

aa bb cc dd
ab bc cd

ac bd

ad
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Observe que este nimero é maior do que C?=6, pois quando
estamos considerando as combinacdes simples de 4 tomados 2 a 2, nédo
podemos tomar um mesmo objeto mais de uma vez. Dizemos ser a tabela
acima a lista das combinacdes com repeticdo de 4 tomados 2 a 2.

Vamos supor que ela resolva comprar 5 bilhetes para estes 4
brinquedos. Algumas possibilidades seriam:

aaaaa abbbc aacbb bbccd

Estamos interessados em contar o total de elementos do tipo acima.
Para sabermos quais foram os 5 bilhetes comprados, basta que a pessoa

nos diga quantos bilhetes de cada tipo comprou. Se chamarmos de X, o
numero de bilhetes para o brinquedo a, de x, o niUmero para b, de x, para
c e de x, o numero para o brinquedo d, o que estamos procurando €, nada

mais nada menos, do que o numero de solucdes inteiras ndo negativas para
a equacao
X, + X, + % +X%, =5" (SANTOS, 2007)

Para concluir o exemplo vamos provar o seguinte resultado

Proposig¢&o : Se m um inteiro positivo entdo

a) o numero de solucBes inteiras e positivas de
X +X,+..+X. =m €éC 2.
b) o nimero de solucdes inteiras e ndo negativas de

X +X +..+X =m & CI

m+r-1"*

Demonstracao:

a) Considere m simbolos do numero “1” alinhados consecutivamente.

Podemos representar todas as solucdes positivas da equacédo dada reagrupando 0s

nuameros 1's. Por exemplo a solugdo x =3; X, =1%X,=3,..;%_,=1 X, =4 pode ser

representada por

3+1+3+....+1+4=r

ou
111+1+111+....+1+1111 =7

Como temos (m-1) espacos entre os l's entdo cada solucdo distinta

,,..» X,) desta equagdo pode ser representada por uma escolha de (r-1) destes
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espacos para se colocar os sinais de “+” separando 0s grupos que representam as
solucdes e portanto temos C! escolhas distintas.

b) A cada solucao positiva distinta da equacgao

Y, + Y, +.Y, =m-+r
corresponde a uma solugcéo néo negativa distinta da equacao
X +X%+o+X =, D+, -D+...+(y,-D=m
e reciprocamente, logo o total C' | solugdes para X, + X, +...+X, =m.

Desta proposi¢cao segue que a solugéo do problema dos bilhetes corresponde
a solugBes ndo negativas da equagdo x, +X,+X,+X, =5 que éigual a C; =56.

De modo geral CR? € o numero total de maneiras de selecionarmos p
objetos dentre n objetos distintos onde cada objeto pode ser tomado até p vezes.
Como vimos este nimero € igual ao numero de solugdes inteiras ndo-negativas da
equacao x +X, +..+X,=p logo CR? =CP

Santos (2007) chama a atencdo para o fato de que se consideramos as
combinagdes simples de n elementos tomados p a pentdo p<n. No caso de

combinacBes com repeticdo esta restricAo ndo € necessaria, como Vvimos no

exemplo da compra dos bilhetes acima.
2.9 Coeficientes Binomiais

Os coeficientes binomiais podem ser usados no calculo diferencial para a
expansdo de funcdes (1+x)", em série de poténcias, conhecido como Teorema

Binomial (KNUTH, 1995, p. 122). Ndo vamos usar este resultado mais geral pois

este foge do programa do Ensino Médio, mas ele esta presente quando r =-1 pois

P 1
0s textos apresentam a soma da PG infinita S =1+ X+X*+ ... +X" + ...= "
—X

Primeiramente vamos definir o que vem a ser um bindémio, segundo Santos
(2007) chamamos de bindmio qualquer expressao da forma a+b, isto é, a soma de
dois simbolos distintos.

Definimos como coeficiente binomial o nUmero que representa a quantidades

de vezes que um termo aparece na expansdo de um produto binomial, (a+b)".
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Segundo Knuth (1995), “o simbolo [2

chamado devido a uma propriedade importante, o teorema binomial. Lemos este

J denota um coeficiente binomial, assim

simbolo como “combinacdo de n p a p”, o que tem sua origem na interpretagéo
combinatdria — € o numero de maneiras diferentes de combinar n coisas de p em
p.

De acordo com Santos (2007),

“(...)vamos considerar, inicialmente, o seguinte produto:

(a+b)(c+d)(e+ f)=ace+acf +ade+adf +bce+bcf +bde+bdf ,

Que consiste de oito termos, onde cada termo consiste de trés letras,

cada uma selecionada de um dos bindmios. Pelo principio multiplicativo, é
claro que o nldmero total de termos é 2°=8. Para o0 produto
(a+b)(c+d)(e+ f)(g+h), temos 16 =2* termos, cada um consistindo de um
produto de 4 letras, cada uma delas pertencendo a um dos 4 binémios

considerados. Por exemplo, acdf e adeh sdo alguns dos 16 termos deste

Gltimo produto. No caso do produto de n bindmios, temos 2" termos.
Consideremos agora o produto
(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+b).

Como temos 64 maneiras de selecionarmos 6 letras, uma de cada

binbmio, e como todos os bindmios séo iguais a (a+b), teremos termos
repetidos. Por exemplo, se tomarmos a letra a nos 4 primeiros e a letra b

nos 2 ultimos teremos a‘h®, que ird aparecer toda vez que a letra a for

escolhida em exatamente 4 dos 6 bindmios e a letra b nos 2 restantes.

Como isto pode ser feito de C; maneiras diferentes, concluimos que o termo

a'b® ir4 aparecer este nimero de vezes, o que equivale a dizer que o

coeficiente de a’h® é igual a C;.”(SANTOS, 2007)

2.9.1 Propriedades dos Coeficientes Binomiais

Propriedade de simetria: Se p e g sao inteiros positivos ou nulos e n=p+q
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+ +
entao [pqu:(pqq] e neste caso dizemos que p e g sao numeros binomiais

complementares.

Relacao de Stifel. Se r =n € um nimero inteiro positivo ou nulo entdo

n n n+1
(pj{pﬂ]:(pﬂ]
Demonstragédo: Desenvolveremos cada um dos membros da igualdade e
chegaremos a uma identidade.

n! N n! _ (n+1)!
pi(n—p)! (p+Dn-p-D! (p+DIU(+D)-(p+D]!
n(p+)+ni(n-p) (n+1)!

(p+D)i(n—p)! (p+)I(n+1-p-1)!
nl(p+1+n-p)  (n+1)-n!
(P+D!(n—p)!  (p+D!(n-p)!

(n+)-n (n+1)-n!
(P+DYn-p)! (p+D!(n-p)!

2.10 Bindmio de Newton
Supondo um nuamero natural n, podemos considerar a seguinte expressao:

n n n n
(x+a)"=| _[x"a’+|  [x"fa'+| _[x"fa’+..+| [x%a"
0 1 2 n

Com o emprego do somatorio, a formula fica reduzida a:

(x+a)" = ZH:(B] x"PaP

p=0
n A
e ( jx”"ap € chamado de termo geral do binémio de Newton
p

Exemplos: Considerando alguns valores para n, temos:
a)n=0

o (O
(x+a) _(Oj

b) n=1

1_ 1 1,0 1 041
(x+a) —(OJxa +(Jxa
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c)n=2

2 2 2
(x+a)’=| _[x*a’+| |x'a'+| _|x%’
0 1 2

d)n=3

3 3 3 3
(x+a)’ = [Oj x*a’ + [J x‘a + (ZJ x'a® + [3} x’a’

A definicdo de coeficiente binomial deve ser da seguinte forma (KNUTH,

1995, p.114). Se k é um ndmero inteiro e r um nuamero real qualquer entdo

definimos
. r(r—=)(r-2)....r—k+1) | se k>0
(J: "
0, se k<0
Por exemplo, se r =-1 entéo [_1}:M, [_j:w:l, isto &,
3 3! 2 2!

-1
( ‘ j: (-1)*para qualquer inteiro k. No caso de r ndo ser um inteiro positivo

o coeficiente binomial esta definido para todo numero inteiro k e, neste caso, o
coeficiente binomial ndo tem uma interpretacdo combinatoria.

A extensdo do bindmio de Newton para coeficientes combinatérios mais
gerais é conhecida como Teorema Binomial (KNUTH, 1995, p.120) é dada pela série
binomial

(x+a) :i( rJx”"ap
p-o\ P

No presente trabalho vamos usar este resultado apenas no caso em que
r=-1

L st = i(_lJ(—x)P =S ()P ()7 =3 XP =L X X X

1-x po\ P p=0 p=0
que € conhecida como a série geométrica e, no NOSso caso, ela é uma das fungbes
geradoras definidas a seguir.

Alguns textos de matematica para o Ensino Médio (PAIVA,1995, p.45)
apresentam a soma infinita de uma PG de razdo r com valor absoluto menor do que

1,isto é,se r=x e se |x|<1 entao
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1
U(X)=1+X+X2+X3+X4+...+x“+....:1—
—X

No caso do uso de U(x) como fungbes geradora, ndo estamos interessados

guanto a convergéncia desta série mas apenas no seu aspecto formal (como se
fosse um polinémio infinito) e ndo como uma funcdo na qual podemos substituir o

valor de x por um numero real qualquer.

2.11 Polindmios e Séries de Poténcias

Esses conceitos, aqui, serdo tratados de modo a dar subsidios para a
formulacédo da teoria de fungdes geradoras (GARCIA, 2013).
Definicdo 2.11.1: “...]. Uma sequéncia de nameros reais € uma funcéo

a:N >R que associa a cada numero natural n um numero real a,,
chamado de n-ésimo termo da sequéncia.
Escrevemos a=(a, a,, &, ..., &,,...) ou (a,),.,, Ou simplesmente
(a,), para indicar a sequéncia cujo n-eésimo termo € a, .
Observacdo [..]. A sequéncia (a,) € diferente do conjunto
{a, a,, ..., a,, ..} de seus termos. Por exemplo, a sequéncia (1,11 1, 1) ndo
€ 0 mesmo que o conjunto {}; as sequéncias (0,2,0,2,..) e
(0,0,2,0,0,2,..) sao diferente mas o conjunto de seus termos é o0 mesmo,
igual a {0, 2}.” (GARCIA, 2013)
Definicdo 2.11.2: “...].Um polindmio de grau n € uma expressao do tipo
p(X) =a, +ax+a,x’ +a,x’ +..+a X",
onde a,, séo termos da sequéncia (a,a,, a;,...,a,) € X uma variavel.”

(GARCIA, 2013)

Definicdo 2.11.3 “...]. Uma série de poténcias € uma série infinita da
forma a,+ax+ax*+ax’+.., onde a;, para i=0,1 2, 3,..., sdo reais e x é
uma variavel.

Desta forma um polinbmio de grau n em X € um caso particular de

uma série de poténcias. De fato,
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X)=a +ax+ax’+ax’+..+ax"
0 2 n

n+l

_ 2 3 n n+2
=q, + X+ X +a,X +...+a, X +0x"+0x" +...

:ianx“
n=0
Quando tivermos interessados em identificar apenas os coeficientes
a,,a,8,,...,a,,..., da série de poténcias
a, +aX+a,x> +a x> +...,
0s termos
X0 =1 x %%, X",
serdo meros simbolos algébricos. Nesse caso, a série de poténcias é
chamada formal.” (GARCIA, 2013)
Definicdo ~ 2.11.4: “T..]: Se 3, +aX+a,x’ +ax° +... e
b, +bx+b,x* +b,x*+ ... sdo duas séries de poténcias, entdo a soma destas

duas séries é a série de poténcias na qual o coeficiente de x" é
a,+b,
e 0 produto destas duas séries € a série de poténcias na qual o coeficiente de
x" é
ab, +ab, ,+ab ,+..+ahb,.”(GARCIA, 2013).

Como no caso dos polinbmios, vamos usar aqui a propriedade de que duas
séries de poténcias sao iguais se, e somente se, todos os coeficientes de mesmo
grau sao iguais, isto €, dadas as séries

S(X) =g, +ax+ax’ +ax’ +a,x +..+a x" +... e

T(X) =b, +bx+0b,x* +b,x* +b,x* +...+b X" +....
entdo: T(x)=S(x) se, e s6 se, g, =b, paratodo k=0,1, 2, ....

Vamos usar este resultado no caso da série geomeétrica,

1
U(x)=1+x+x2+x3+x4+...+x”+....:1—
—X

O professor pode escolher em usar a fungcdo U (x) como soma de uma PG ou
simplesmente fazer uma soma e multiplicacdo formal das séries de poténcias. Como
XU(X) =X+ X+ X3+ x4+ X"+

entao:
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L-X)UX) = A= X)AL+X+ X +...+X") =1+ 0X+0x* +...+0x" +...

Se S(x)=a,+ax+a,x +ax’+a,x" +..+a x"+... € uma série de poténcias e
se
S(X) =a, +ax+ax* +a,x’ +a,x* +..+a X" +...= (L-X)U (X) =1+ 0X +...+0x"
entdo a, =1, a, =0, a,=0, ..., a,=0,...

2.12 Polinbmios de varias variaveis

O conceito de polinbmio de varias variaveis nao é um contetdo do Ensino
Médio, mas julgamos que sua assimilacdo é bastante natural para os alunos que ja
estudaram grau de um monémio no Ensino Fundamental. Usaremos 0s polinémios
de varias variaveis para representar de forma fiel as possibilidades combinatoérias
entre os objetos de um problema.

Um polinémio de duas ou mais varidveis com coeficientes reais € dado por

uma soma finita

P=P(X\ Xy X)) = D 8, X X200

0<j, <N

Segundo (MONTEIRO, 1969, p.318) a ; sdo os coeficientes, que no nosso

caso podem ser reais ou inteiros, X;,X,, ..., X,S80 as indeterminadas e j, j,, ..., J,
inteiros positivos ou nulos sdo os expoentes das indeterminadas e a expressao
x"x,2..x " é chamada de mondmio. Esta definicdo estende a definicdo de
polinbmio de uma variavel.

Cada parcela da soma do polindmio a, ; x"x,2..x » é chamada de termo do
polinémio e dizemos que o grau de a_, x"x%..x » & q (MONTEIRO, 1969, p.319)
onde asoma j, + J,+...+ j, =0 . O grau do polinbmio P ¢é definido como o maior grau
de seus temos.

Por exemplo P(x,X,) =3xX, +%’+X, +1 é um polindmio de duas variaveis com
coeficientes inteiros. Pela definicdo acima o grau de 3xX, € dois, o grau de x° é
trés, o grau de x, € um e o grau de 1 é zero. Portanto o grau de P(x;,X,) € trés.

Como no polinbmio de uma variavel, no conjunto de polindbmios de varias
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variaveis estéo definidas as operacdes de adigdo e multiplicacéo.

2.13 Funcdes Geradoras

Apresentaremos de uma forma geral o conceito de funcdes geradoras que
sdo chamadas de ordinérias (SANTOS, 2007) que, no nosso ponto de vista, sdo as
mais adequadas para serem usadas no Ensino Médio. Existem sim outros tipos de
funcdes geradoras, as exponenciais, de Dirichlet que podem ser vistas nos textos do
(KNUTH, 1995) e (SANTOS, 2007).

Santos (2007) da uma introducdo de funcdes geradoras com 0s seguintes
exemplos:

“Suponhamos uma caixa contendo quatro bolas, sendo duas amarelas,
uma branca e uma cinza. Representando, respectivamente, por a, b e c, as
bolas de cor amarela, branca e cinza, vamos listar todas as possibilidades de
tirarmos uma ou mais bolas desta caixa.

Maneiras de tirar uma bola: a, b, c.

Maneiras de tirar duas bolas: aa, ab, ac, bc.

Maneiras de tirar trés bolas: aab, aac, abc.

Maneiras de tirar quatro bolas: aabc.

2

Associamos o polindmio 1+ax+a°x* as bolas de cor amarela, e as de

cor branca e cinza associamos, respectivamente, os polinémios 1+bx e 1+cx.

Interpretamos o polindmio 1+ax+a’x* da seguinte forma: o termo ax
significa que uma bola de cor amarela foi escolhida, o termo a’x* que duas
foram escolhidas e o termo constante 1 (=x") que nenhuma bola amarela foi

escolhida. De forma andloga, interpretamos os polinbmios 1+bx e 1+cx.
Cada um destes polindmios controla, portanto a presenca de bolas de uma

determinada cor. Olhamos, agora, para o produto destes trés polinémios:
(L+ax+a’x*)(1+bx)(1+cx) =
=1+(a+b+c)x+(a®+ab+ac+bc)x* + (a’b+a’c+abc)x® +a’bex”.
Como se pode observar esse produto nos fornece, diretamente a lista
de possibilidades dada acima. O termo a*, que aparece no coeficiente de x*,

surgiu ao tomarmos a’x* no primeiro polindmio, o termo 1 (que significa “ndo
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pegar b ”) em 1+bx e o termo 1 ( que significa “ndo pegar c¢”) em 1+cx, isto

é, devemos tomar duas bolas amarelas, nenhuma bola branca e nenhuma
bola cinza. O termo acx?, que surgiu do produto (ax)(1)(cx), significa a

retirada de uma bola amarela nenhuma branca e uma cinza. Observe que 0
expoente de x representa o numero de bolas retiradas e o coeficiente, a lista
destas possibilidades.

Caso estivéssemos interessados, ndo na listagem das diferentes
escolhas possiveis, mas somente no numero de tais diferentes escolhas,

bastaria tomarmos, no produto dos trés polinémios, a=b=c =1, obtendo:

(L+ X+ X)) A+ X)L+ X) =1+ 3x + 4x* +3x° +1x*
O qual nos diz que existem 3 maneiras de retirarmos s6 uma bola, 4

de retirarmos 2 bolas, 3 de retirarmos 3 bolas, 1 de retirarmos as 4 bolas e

1(=x°) de nao retirarmos nenhuma bola.

Dizemos que o polindmio 1+3x+4x*+3x’+1x* é a fungdo geradora
ordinaria para o problema apresentado, uma vez que a sequéncia formada

pelos seus coeficientes, 1,3, 4, 3,1, nos fornece as respostas para esse

problema.
Outro problema tipico € o de encontrar o nimero de solucdes inteiras

da equacdo x, +X, +X, =12, onde as variaveis x, e x, pertencem ao conjunto
{2,3,4} e a variavel x, pertence ao conjunto {5, 6, 7}. Definimos trés
polinbmios, um para cada variavel x,, da seguinte forma:

p =X+ X +x*

p, =x*+x>+x*

P, =X +x°+ X’

Observe que os expoentes em p, sdo os elementos do conjunto ao

qual x; pertence. Como estamos procurando numeros cuja soma seja 12 e
gue estejam cada um , num conjunto cujos elementos sao 0s expoentes dos
polindbmios acima, vamos considerar o produto p(x) destes trés polindbmios:
P(X) = p,p,P; = (X* + X3+ X (X* + x> +xH)(X° +x° +X7).
Mostramos a seguir que a resposta ao nosso problema serd o

coeficiente de x* na expansdo do referido produto. Como este produto é
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igual a:

(% +3+ X)X+ X%+ x) = x° +3x0 +6x" + 7x + 6" +3xM + X,

A equagdo x +X,+X, =12 possui 7 solu¢des inteiras com as restricdes
dadas. Um termo como x*x°x” nos fornece a solugdo x =3, x,=2 € x,=7.0
termo x°x*x° nos fornece x =4, x, =3 e x,=5. O que verificamos aqui é que
cada solucdo deste problema corresponde a exatamente uma maneira de se
obter x** na expansdo do produto dos polindmios em questido. Observamos

15

que o polindémio x° +3x™ +6x" +7x* +6x*° +3x" + x* nos fornece também, a

resposta para outros problemas. Como o coeficiente de x* é igual a 3,
existem, com as restricdbes dadas, somente 3 solucbes para a equacao

X, +X, + X, =14. Na realidade pelas razdes apresentadas acima o polindmio
gera o nimero de solugbes para todas as equagdes X +X,+X, =m, para
m={9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}, com as restricdes impostas as variaveis x; s.

Definicdo (SANTOS, 2007): Se a,, para r=1 2, 3, ..., € 0 numero de solugbes

de um problema de combinatéria, a funcdo geradora ordinéria para este problema é

a série de poténcias

a, +axX+a,x’ +a,x° + ...,

ou, de maneira geral, dada a sequéncia (a,), a fungdo geradora ordinaria para esta

sequéncia é definida como a série de poténcias a, +aXx+a,x’ +a,x> + ... .

Chamamos atencao para o fato de que, apesar do nome, a funcao geradora é

dada por uma série formal, isto é, esta pode nado definir uma funcdo no sentido

estrito, pois a série pode resultar num ndmero infinito se substituimos a variavel x

por um namero real r , como no caso da série geométrica

T+ X+ X2+ + X+,

que s6 resulta num nimero bem definido se |x| <1.

Em 2.8 provamos que o numero de solugdes inteiras e positivas de
X +X +..+tX =m éC.
Note que este niumero coincide com o coeficiente de x"

X+ X+ X A X+

e 0 numero de solugdes inteiras e ndo negativas de
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4 r-1
X +X+.+X =meC . .
e este numero coincide com o coeficiente de x™ de

A+ X+ X+ o+ XP 400"

2.14 Relagéo de recorréncia

Arelacéo de recorréncia ndo é um topico comum nos textos do Ensino Médio,
portanto, o professor tera que explicar antes, com exemplos, o seu significado.

A relacdo de recorréncia € um tépico de facil compreensdo e é central nas
ideias matematicas, achamos que este tipo de solucéo é pertinente para o Ensino
Médio, pelo menos para turmas onde se pode falar de tdpicos especiais de
matematica.

O professor pode introduzir estas ideias definindo o fatorial como uma relacao
de recorréncia como:

Exemplo 2.14.1: “Sabendo que 1!=1 calcule 5! pela relacdo de recorréncia
n'=n(n-1)"

Pela relacdo de recorréncia 5!=5.(4)!. Usando novamente a relacdo de
recorréncia, passo a passo, temos 4!=4.(3)!; 3!=3.(2)!; 2!1=2.()! e, por definicao,
1'=1 logo, fazendo as substituicdes temos 5!=5.(4).(3).(2).(2) =120.

Outra situacdo que pode ser apresentada para 0s alunos como preparacao
para relacdes de recorréncia mais complexas é apresentacdo da soma de uma

progressdo geométrica de razdo r e termo inicial a,=1 como uma relacdo de

recorréncia

Exemplo 2.14.2: Dada relagao de recorréncia
S(N)=S(n-1)+r" e S(0)=1
calcular S(4).
Neste caso, podermos calcular S(4) usando a formula de recorréncia
S(4)=S(3)+r*,
S(3)=S(2)+r?,
S(2)=S@)+r?,
S@=S@O)+r e
S(0) =1 por definicao.
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Substituindo os valores temos
S@=1+r+r’+r’+r

No caso da soma de uma PG podemos obter uma férmula chamada de

n+1

. r .
formula fechada para cada n dada por S(n) = , mas no caso do fatorial temos

que fazer a multiplicacdo dos n numeros que € 0 mesmo processo de calcular o
fatorial usando a relacéo de recorréncia, isto €, multiplica-se o nimero n pelo fatorial
do namero anterior.

Estes dois exemplos séo importantes, pois sao funcdes conhecidas (conceitos
estudados) pelo estudante do Ensino Médio. O professor pode introduzir outro
exemplo famoso da matematica que é sequéncia de Fibonacci.

Exemplo 2.14.3: A sequéncia de Fibonacci que € dada por uma relacdo de

recorréncia da ordem 2, isto é, o termo F(n) é a soma dos dois termos anteriores
da sequéncia.

FnN=F(h-)+F(Mn-2) e FO=1 e F(2)=1 entdo deste modo podemos
calcular os termos sucessivos para n=2, 3, 4, ...

FR=F@Q+F@Q=1+1=2;

F4)=FQ)+F(2)=2+1=3;

F(5)=F(4)+F(3)=3+2=5, etc.

O professor podera informar de que dada uma recorréncia nem sempre €
possivel achar uma férmula fechada como no caso da soma de uma PG. Mas em

alguns casos podemos definir uma férmula fechada para a sequéncia de Fibonacci,
(KNUTH, 1995):

%jn+l_ 1 {%jnﬂ

1

" zﬁ( 2 Bl 2
entretanto, a prova deste resultado ndo é objeto do Ensino Médio.

Outra sugestao para mostrar uma relacdo de recorréncia de segunda ordem e
é conhecida dos estudantes é a relagcdo dos coeficientes combinatérios que nos
livros didaticos € chamada de relacdo de Stiefel com a qual podemos obter o
triangulo de Pascal que também é bastante divulgado nos livros didaticos,
(BARRETO, 2003), (IEZZI, 2010).
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()

Para abordar o problema 4 utilizando-se relagdes de recorréncia o professor
podera fazer um problema analogo simplificando-o para ficar claro a forma com que

se emprega a recorréncia, exemplo: solugéo preliminar:
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CAPITULO 3

APLICANDO FUNCOES GERADORAS NO ENSINO MEDIO

Como ja dissemos anteriormente, a solucdo de problemas de contagem e
combinatodria consiste de um dos tépicos mais probleméaticos de ser ensinado no
Ensino Médio.

As solucdes de problemas de combinatéria utilizando-se fungbes geradoras
sdo, em geral, estudadas na disciplina denominada Matematica Discreta do Ensino
Superior, pois seu desenvolvimento geral envolve o conhecimento da expansédo de
funcdes em série de Taylor que nao é assunto do Ensino Médio.

Os textos destinados ao ensino do binémio de Newton no Ensino Médio
utilizam a férmula da combinacao para calcular os coeficientes binomiais e esta € a
Unica ligacdo apresentada entre o desenvolvimento do bindmio de Newton para
expoentes positivos e a combinatéria. Os aspectos da formacdo dos coeficientes
binomiais como um sistema de contagem, como é usado nas funcbes geradoras,
como foi apresentado na introducdo deste trabalho ndo € ressaltado no Ensino
Médio.

O objetivo deste capitulo € apresentar alguns problemas que podem ser
apresentados no Ensino Médio e cujas solucbes evidenciam a integracdo entre o
desenvolvimento polinomial do binbmio de Newton e da série geométrica como uma
forma de contagem e que, poderdo ser usados pelos professores no ensino regular
ou como tépicos extras de matematica, também é uma boa opcdo para 0 ensino
superior, para revisar conceitos e conteidos de combinatéria e solucdes alternativas.

Neste capitulo vamos selecionar alguns problemas de combinatéria e
contagem gque estao presentes nos textos do Ensino Médio e vamos propor métodos
de solugBes que utilizam os coeficientes binomiais das fungdes geradoras de alguma
forma.

Alguns professores poderao nos fazer a critica de que a proposta “complica a
solugao”, pois se pode dar a resposta de modo mais rapido seguindo 0S passos
tradicionais. Entretanto nosso objetivo ndo é resolver o problema de modo mais
rapido, mas sim, mostrar outros modos de raciocinios que buscam mapear um

problema de contagem num problema de busca de coeficientes de polindbmios (ou
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séries de poténcias) de forma vantajosa, pois estes mapeamentos transformam o
problema combinatério num problema algébrico de calculo de coeficientes

polinomiais.

3.1 Problema 1l

O problema a seguir foi adaptado do livro (IEZZI, 1977), que traz a seguinte
questdo: “Um grupo tem 10 pessoas. Quantas comissfes de no minimo 4 pessoas

podem ser formadas, com as disponiveis?”. Segue entao nosso problema:

Um grupo tem 5 pessoas. Quantas comissdes de no minimo 3 pessoas podem ser

formadas, com as disponiveis?

Proposta de desenvolvimento: Inicialmente o professor pode propor aos alunos
que construam todas as comissGes possiveis, por se tratar de um grupo
relativamente pequeno de pessoas, a enumeracdo direta ndo € um processo
trabalhoso. Depois disso o professor pode pedir para os alunos resolverem o
problema por meio de combinacdo simples. Logo a seguir trabalhamos outra forma
de solucionar este problema, que é por meio das funcbes geradoras, que tem o
papel de mapear e integrar outros conceitos de polindmios de uma ou mais variaveis

aos problemas de combinatoria.

Solucéo 1- Solucado descritiva: Sempre que houver tempo encorajamos o professor
a sugerir ao aluno que descreva todas as solu¢des nomeando-se as pessoas de um
modo sugerido pelos alunos. Por exemplo, o professor pode sugerir oS nomes
A B,C, D e E, entdo, neste caso podemos descrever explicitamente as comissdes
como

{A B, C} {A B, D} {A B, E} {A C, D} {A C, E}, {A D, E},{B, C, D}

{B, C, E}, {B, D, E}, {C, D, E} comissdes com 3 pessoas;

{A, B,C,D},{A B, C,E},{A B, D, E};, {A C, D, E},{B,C, D, E}, comissoes

com 4 pessoas e

{A, B, C, D, E} comissédo com 5 pessoas.
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As dificuldades que os alunos v&o encontrar em ordenar todas as comissdes
de uma forma racional como foi feito acima pode valorizar de modo instrutivo a
solucéo por funcdo geradora que o professor vai apresentar.

Fica aqui outra sugestdo que pode facilitar a contagem, iremos chamar de “o

pulo do gato”. Nomear as pessoas por numeros 1, 2, 3, 4,5 e formar as comissdes
de 3,4 e 5 pessoas com uma sequéncia 123 para designar a comissao {1, 2, 3}.
Assim {123,124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345} formam as 10 comissGes com
3 pessoas e {1234, 1235, 1245, 1345, 2345} formam as comissdes com 4 pessoas e
{12345} a comissédo com 5 pessoas formando um total de 16 comissdes. Note que a
ordenacdo dos numeros nas comissdes pode ser uma “prova’ de que nenhuma

comissao foi esquecida. Esthd é a idéia que iremos utilizar nos polinbmios para

descrever todas as comissoes.

Solucéo 2: Solucdo tradicional: O professor pode ainda mostrar que uma comissao

formada pelas pessoas A, B e C é igual a comisséao formada pelas pessoas B, C e
A, logo, podemos concluir que em cada comissdo a ordem das pessoas nao é
importante. Como as comissbes devem ter no minimo 3 pessoas temos que
considerar comissées com 4 e com 5 pessoas também. Logo este problema pode
ser resolvido com a soma das combinacgdes simples das cinco pessoas tomadas 3 a
3,4ad4ebab.

51 51 51
+ +
5-3)1 41(5-4)! 5l(5-5)!

=10+5+1=16

C.+C+Ce=gy

Os alunos podem comparar, neste caso, o0 modelo de solugdo descritiva com o

resultado obtido nesta solucéo.

Solucdo 3: Descrevendo e contando todas a solugcbes com polinbmios. Se
supormos que as pessoas sdo dadas pelas variaveis x;, X,, X;, X, € X, entdo vamos
obter a descricdo de todas as comissdes atraves de um polinbmio com 5 variaveis
da seguinte maneira:

As comissdes compostas com apenas 1 pessoa também seréo identificadas

por X, X,, X;, X, € X. Note que se colocamos um sinal de + entre as variaveis

obtemos um polinbmio de grau 1 com as 5 comissfes de uma pessoa.
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Pr=X+X +X+X, +X

Analogamente o conjunto das comissdes com duas pessoas x; € X; podem
ser denotadas pelo conjunto {x, x,} ou pelo monémio do segundo grau xX,. Deste
modo o conjunto de todas as comissfes com duas pessoas podem ser denotadas
pelo polinbmio p, de grau dois com 10 termos sendo que cada termo representa
uma comissao distinta.

P2 = X%, + XX + XX, XX + XX KX, + XX + XX, + XX + X, X
O professor pode chamar a atencao de que a forma de enumeracao escolhida

segue uma ordem légica dos indices que aparecem, sdo numeros na ordem

crescente 12,13, 14, ..., 45. Deste modo podemos “certificar” que colocamos todas as
comissfes possiveis com duas pessoas.
Analogamente, as comissdes com trés pessoas podem ser dadas pelo

polinbmio p,, as comissdes com quatro pessoas pelo polindmio p, e as com cinco

pessoas pelo polinbmio p,, descritos a seguir:
P = XXX + XK Xy + XX X5 + X XXy + Xy X Xg + X Xy Xg + Ko Ko Xy Ko XgXg 4K Xy X + XXy Xg
Ps = XX XXy + XX Xg + Xy Xo Xy Xg + X XXy Xg + X XXy X5
Ps = XX XX, X

Como no caso das comissbes com duas pessoas, escolhemos colocar os
termos dos polinbmios de uma certa maneira de modo que os indices aparecam
numa ordem numeérica crescente.

Estes polindmios podem ser colocados também de uma forma mais sintética

como um unico polinémio que € o produto de 5 bindmios de grau 1 dados por:

P =@+Xx)A+X)A+X)A+X,)L+X) =1+ p, + P, + P+ P, + Ps

O polinbmio p descreve todas as comissdes possiveis com cinco elementos,
isto €, cada termo deste polinbmio representa uma comissao distinta e a constante 1
pode ser interpretada como associada a comissao vazia.

Muito embora este polinbmio descreva todas as comissdes ele nao fornece a

resposta do problema proposto.

Como cada polindmio p, descreve todas as combinagfes possiveis com k

pessoas entao se fizermos:
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X:X1:X2:X3:X4:X5
entao:

P(X)=(@1+x)° = > CS X, ou,

0<k<5

p(x)=(+x)’ —(SJ 154{5] 1t x+(5j i x2+(5) 1? x3+[5j 1 x4+(5] x°

p(x)=1+5x+10 x* +10x> +5x* +1x°

A solugcéo do problema é dada pela soma dos coeficientes dos termos de
graus 3,4 e 5 do polindbmio p(x)

5! 5! 5!

3 4 5 : :
e 2 + + =10+5+1=16
Cs Cs Cs 31(5-3)! 41(5-4)! 51(5-5)!

e o polinémio p(x) é chamado de funcdo geradora ordinaria.

Comentérios:

1- Se o aluno tentou descrever todas as solugbes sem aplicar uma
sistemética de contagem ele vai ter dificuldades em certificar-se de que ele
descreveu todas as comissdes possiveis. A solucéo tradicional vai Ihe fornecer um
namero e ele podera voltar ao problema e verificar se todas as combinacfes foram
contadas. A solucao polinomial vai ensinar ao estudante uma forma de sistematizar a
contagem das comissdes na forma polinomial.

2- A substituicdo das variaveis X=X =X, =X =X, =X que transforma o
polindbmio descritor numa funcédo geradora pode ser usada para justificar que os
coeficientes do Binbmio de Newton ou Teorema Binomial sdo combinacdes pois,
alguns textos, (BARRETO, 2003), ndo apresentam provas explicativas destes
resultados.

3- Um dos mistérios do enunciado do problema 1 esta na expressdao “no
minimo 3 pessoas” que pode causar uma dificuldade de interpretacdo para 0s
alunos. O professor podera propor como exercicio 0 mesmo problema trocando a
expressdo no minimo 3 pessoas” por “no maximo 4 pessoas” (podendo ou nao
levar em conta a comissao vazia) ou ainda, trocar pela expressao por “no minimo 2

€ N0 maximo 4 pessoas”.
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3.2 Problema 2

Existem 10 jogadores de futebol de saldo, entre eles Jodo, que por sinal € o Unico
gue joga como goleiro. Nestas condi¢des, quantos times de 5 pessoas podem ser

escalados?

Proposta de desenvolvimento: Como no problema 1 pode-se primeiramente pedir
aos estudantes para construir um quadro com todas as possibilidades para que
estes tenham uma resposta esperada. Eles irdo notar que é uma construcao
trabalhosa, entdo, logo depois pode-se pedir para que eles resolvam o problema da
forma apresentada a seguir, posteriormente faremos a solugéo por meio das funcdes
geradoras ordinarias que nos dardo assim todas as possiveis formacdes de grupos

com n pessoas entre as nove disponiveis.

Solucéo 1: Solucéo tradicional: Observando que Jodo, por ser o unico goleiro, ja
tem confirmacdo garantida na escalagdo, devemos entdo escolher mais quatro
jogadores entre os nove disponiveis, como no exemplo anterior devemos usar uma
combinac¢éo simples para encontrar o resultado, pois o professor pode mostrar aos
alunos que neste caso, a ordem das pessoas ¢€ irrelevante, entdo o correto é:

s 9 9876

- = =126
C. N(9-4) 4321

O professor pode chamar a atencdo dos alunos para mostrar que construir

uma tabela de possibilidades neste caso, seria muito trabalhoso.

Solucéo 2: Aplicando os polindbmios: “Solucionar este problema utilizando funcdes
geradoras € dar um tiro de canh&do para matar uma formiguinha”.(TEIXEIRA, 2004,
p. 22). Neste exercicio ndo utilizaremos os polindmios da fungdo geradora para
mapear a situacdo, porque como ja dissemos sera um processo trabalhoso,
entretanto usaremos a funcédo geradora para articular outros conteddos como o0s
coeficientes binomiais, polinbmios e combinacdo. Devemos lembrar que um jogador

pode ser ou nado selecionado, dai para representar uma pessoa usaremos O
polindmio p,=(1+x,), claro que se utilizarmos (1+x,), (1+X,), ..,(1+%,) para

nomearmos os jogadores, quando fizermos o produto deles descreveremos todas as
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possibilidades, entdo faremos x=x =X,=..=X,, teremos assim o0 produto
p(x):(1+x)9, fazendo sua expanséo, agora utilizando o conceito de coeficientes

binomiais temos:

9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
P(X)=@+Xx)° =] |+ | [x+| X+ PCH] X ] X+ X PEH] X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(X)=1+9x+36x" +84%° +126x* +126x° +84x° + 36X’ +9%° + X’

O resultado que queremos é o coeficiente de x* que € igual a 126, que s&o
todas as possibilidades de se escolher quatro pessoas entre nove. Segue que p(x)
€ a funcdo geradora ordinaria deste problema, pois nos d4 todas as maneiras de
escolher n pessoas dentro do grupo de nove pessoas, assim podemos agora
determinar facilmente quantos grupos com 2 pessoas podemos formar com 0s nove

disponiveis, observando-se o coeficiente de x* que é igual a 36.

Comentarios
1- Vale lembrar que é um processo mais trabalhoso que a combinacéo em si,
entretanto estamos aqui articulando os conteudos e as funcbes geradoras nos

propiciam uma integracao de conhecimentos enriquecedora.

2- Teixeira (2004) chama o bindmio (1+x) de “polinémio controlador”, pois o

mesmo tem por objetivo determinar se um jogador é ou ndo selecionado. Isso se da

7

por que o simbolo 1, como foi dito no exercicio anterior, é interpretado com uma

comisséo vazia, 1=x°, ou seja, uma pessoa nio selecionada.

3.3 Problema 3

O problema a seguir retirado de (GARCIA, 2013) foi contextualizado em uma

possivel situacao real.

Um professor de Educacgéo Fisica quer montar um time misto com 7 jogadores.
Quantas solucgdes sao possiveis de forma que tenha no maximo 5 meninos ou 5

meninas?

Proposta de desenvolvimento: Pela simplicidade do problema € possivel que o
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professor peca aos alunos que fagam a enumeracéo direta do problema, em um
segundo momento, mapearemos o problema para ser resolvido utilizando as funcdes
geradoras.

Como estamos interessados somente no nimero de meninos e meninas esse
problema poderia ser reformulado como:

‘De quantas maneiras distintas podemos resolver a equagcdo x+y=7 com X

e Yy inteiros positivos ou nulos menores ou iguais a 5?” (GARCIA, 2013).

Solugéo 1: Solugdo descritiva: Fazendo a enumeragéo direta, utilizando uma tabela:

Meninas 2 3 4 5

Meninos 5 4 3 2

Assim, existem quatro solucdes para o problema.

Solucéo 2: Descrevendo e contando todas a solu¢gdes com polinémios: Usaremos
as funcdes geradoras para solucionar o problema. Primeiramente vamos adotar um

polindbmio para cada variavel, que sdo no caso, 0S meninos e as meninas:

P =X+ X+ X+ +x +x e p (V) =Y +Y +Y +y +y +y°

Observe que o0s expoentes das variaveis x e y em cada polinbmio
pertencem ao conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5}, cujos elementos séo 0s possiveis valores que
se podem escolher de meninas e meninos.

Multiplicando os polindmios p,,(x) e p,(Y). teremos o polinémio de duas
variaveis:

P Y) = Pra (X)- Pro (V) = (X7 + X+ X7 45+ X+ %) (Y + Y + Y +y + Y +y) =

=P+ Pyt Pyt P+ Py

em que p, sdo polindémios de grau k . A parcela de p, de p(x, y) € dada por
p7 :X2y5+x3y4+x4y3+x5y2
Como os expoentes de x e y somam 7 entdo as parcelas de p, nos fornece

todas as solugdes inteiras da equagdo x+y=7 com X e Yy positivos ou nulos e

menores ou iguais a 5.

Como no problema 1, fazendo-se x=y no polindmio p(x, y) obtemos o
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polindbmio

P(X) =1+ 2x +3x* +4x% +5x* +6x° +5x° +4x" +3x® +2x° + x° .
e a solugdo do nosso problema € o coeficiente de x’em p(x). Dizemos que p(x) é a
funcdo geradora ordinaria do problema.

A funcdo geradora p(x) cujo coeficiente de x’ nos fornece a solugido

procurada poderia ser obtida de imediato multiplicando-se diretamente, como em
(BOAES, 2013):

P(X) =P (X). Py (X) = (X° + X+ X2+ + X+ X°). (X° + X + X2+ X+ X + y%) =
=14 2X+3x* +4x% +5x" +6X° +5x° +4x" +3x° + 2x° + x*°
Segue porém que o polinbmio p(x, y) constréi todas as solu¢des justificando a

funcao geradora.

3.4 Problema 4

Este problema foi adaptado de (KNUTH, 1995, p. 239) cuja solucéo utiliza
relacbes de recorréncia entre os coeficientes da funcdo geradora sem usar uma

“féormula” para gerar os coeficientes.

De quantas maneiras podemos dar R$ 0,20 de troco utilizando-se moedas de 1

centavo, 5 centavos e 10 centavos?

1° passo: Trabalhando um problema bem mais simples.

De quantas maneiras podemos dar R$ 0,10 de troco utilizando-se moedas de

1 centavo e de 5 centavos?

Todos o0s estudantes sdo capazes de dar a resposta contando as
possibilidades. O professor podera discutir com o0s alunos se este problema pode ser
resolvido da mesma forma que o problema 3, isto é, se u denota a variavel de um
centavo e ¢ as moedas de cinco centavos, entdo este problema € 0 mesmo que
resolver a equagdo u+c=10 com u e c¢ variando de 1 a 10?, Esta € uma

abordagem equivocada, pois, esta equacgdo tem solugbes que ndo se adéquam ao
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problema, por exemplo, u=7 e c=3, neste caso corresponde a um troco de
R$ 0,22, e isto significa que ndo podemos usar todos as solugbes u, ¢ que somam
10.

Vamos propor uma contagem usando os expoentes de polindmios como
fizemos com o problema 3. Para isto, vamos denotar um troco de uma, duas, trés,
etc. moedas de um centavo por u, u?, u®, ... e vamos denotar por 1=u’ nenhuma
moeda de um centavo. Analogamente faremos o0 mesmo com as moedas de cinco
centavos que denotaremos por ¢ e indicaremos por u’c® ou c’u® um troco de duas
moedas de cinco centavos e trés moedas de um centavo.

Vamos denotar por

U=1+u+u?+ud+..+u”+..

Diferentemente do problema anterior, ndo vamos delimitar o valor maximo
para cada moeda e, desta forma, o produto

C=(1+c+c®+..)U=>A+c+c?+..)A+u+u’+u+...4u%+..) =
( ) ( X ) (3.4.0).

=1+U+C+U’+UCH....+(UC+U +C*) +....

descreve todos 0s trocos possiveis com as duas moedas.
Para se obter a resposta desejada devemos obter as combinacdes das duas
moedas que somam 10 centavos e, para isto, vamos substituir as variaveis

u=x, c=x>emC

CX) =@+ + X +. )L+ X+ X+ + X% +..) = (3.4.1)

=1 X+ XXX+ 22X+ 2T+ 2xB 4+ 2% 3+ 3 L+ 3 AKX L

Deste modo C(x) é a fungio geradora e o coeficiente 3 de x° é a solugéo

procurada.

Nesta altura o professor pode induzir que os alunos cheguem a uma
conclusao de que os cinco primeiros coeficientes de C(x) € 1 e que estes aumentam
de uma unidade quando a poténcias aumentam de 5 unidades.

Para se calcular o coeficiente de um termo geral x"qualquer dividimos o
namero n por 5, desprezamos a parte fraciondria e acrescentamos mais um, isto é

dado pela formula
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n —_ . . . . . n
na qual [EJ denota o maior inteiro entre todos 0s inteiros menores ou iguais a g

2° passo: Solucao do problema 4 por recorréncia.
Vamos acrescentar ao problema simplificado com duas moedas de 1 e 5

centavos mais uma moeda de 10 centavos ao troco e cada conjunto com k moedas
de 10 centavos sera designada por d*. Se denotamos por u'd'd*um troco com i
moedas de 1 centavos, j moedas de 5 centavos e k moedas de 10 centavos

entdo, do mesmo modo anterior, podemos obter a descricdo de todos os trocos

possiveis com as trés moedas com a série
D=(1+d+d’+..+d"+...)C

Na qual C €& a série dos trocos com as moedas de 1 e 5 centavos da
equacao (3.4.0). Substituindo d =x"°, ¢c=x°, u=x, temos a série

D(X) =@+ X +x* +..+x* +..)C(X) = D, + DX+....+ D X" +...
Multiplicando a equacéo por (1-x°) e como (1—x°)(L+x° +x® +..+x* +..) =1, entdo

(1-x")D(x) =C(x)
Coletando os coeficientes de mesmo grau em (1—x*°)D(x) temos
(1-x°)D(X) = D, + DX +...4+ Dyx* + (D, — D, )X +(D,; = D)X" +....+(D, = D, ;) X" +....
=Cy +CX+C,x* +...+C X" +.

de onde temos uma relacdo de recorréncia entre os coeficientes de C(x) e
D(x) dada por

D,=C,, D, =C, .., D,=C, e

D,=D,,,+C,,se n=10

Deste modo podemos dar a resposta para o problema que é saber de quantas
maneiras sdo possiveis de dar um troco de 20 centavos com as 3 moedas. Pela
relacdo de recorréncia.

Pela (3.4.1), C,=3 e C, {%JH:S entdo D,=D,+C,=1+3=4

e portanto a resposta do problema é
Cp=D,+C,,=4+5=9

Conclusado: Temos 9 possibilidades de troco com as trés moedas. Neste caso
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podemos descrever 0os 9 trocos possiveis como:
{d?, dcc, dcu®, du®, c*, c®u®, c®u®, cu®, u®}.
Note que com a relagdo de recorréncia
D,=D,, +C,
podemos calcular o nimero de trocos distintos de n centavos quaisquer com 0s trés
tipos de moedas.

O leitor podera encontrar uma solucdo deste problema aumentando as
moedas de troco com valores de R$ 0,25 e R$ 0,50 em (KNUTH, 1995, p.239).
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CONCLUSAO

A Andlise Combinatoria é de fato um instrumento de vital importancia na
matematica e nas ciéncias aplicadas, logo podemos afirmar que € um conhecimento
necessario que deve receber seu devido valor, 0 que muitas vezes nao ocorre.

Vimos que existem algumas falhas na formacéo, ou, até mesmo no professor
que torna o ensino de combinatéria um trabalho um pouco mais complicado, talvez a
falta, por parte de professor, de continuar em constante processo de capacitacao.
Podemos dizer também que muitas vezes o livro didatico ndo da o suporte
necessario, e que, nao aborda o conteudo de uma forma metddica, isto &, a partir do
ensino fundamental de forma gradativa.

Os problemas aqui apresentados ficam como uma opc¢éo aos professores do
Ensino Médio e Ensino Superior, para que em suas aulas eles possam estar
integrando outros contetdos ao ensino de combinatéria. Trabalhar com fungfes
geradoras nos dé essa oportunidade para introduzir outros conceitos, como bindémio
de Newton, polinbmios, séries geométricas, que sao alguns dos exemplos
apresentados.

Esperamos assim que o professor possa ir mais além capacitando-se em
busca de sabedoria, pois quando seu conhecimento cresce a educacao dada por ele
cresce também.

Sobre o ensino de combinatéria podemos concordar com Garcia (2013)

qguando ele diz:

A Andlise Combinatéria contribui significativamente
para a elaboragdo de situacBes problemas que podem ser
discutidas através de conjecturas e discussdo de idéias,
promovendo o0 desenvolvimento da capacidade de
argumentacao em diferentes niveis de ensino. (GARCIA, 2013,
p. 63)

Assim cremos que trabalhando fungbes geradoras no Ensino Médio, com
certa prudéncia, pode tornar o ensino de combinatdria mais espontaneo e atraente

para o aluno.
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