UF

GD

UNIVERSIDADE FEDERAL DA GRANDE DOURADOS- UFGD
Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologia - FACET

Agnaldo Moraes

INFILTRACAO DE AGUA NO SOLO: A EQUACAO DE
KOSTIAKOV

DOURADOS-MS
2018



Agnaldo Moraes

INFILTRACAO DE AGUA NO SOLO: A EQUACAO DE
KOSTIAKOV

Dissertacdo apresentada ao final do Pro-
grama de Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional - PROFMAT da
Universidade Federal da Grande Dourados
como exigéncia parcial para obtencgao do ti-
tulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Robert Jesus Rodri-
guez Reyes

DOURADOS-MS
2018



Dados Internacionais de Catalogacio na Publicacao (CIP).

MB828i Moraes, Agnaldo
Infiltracdo de agua no solo: a Equacio de Kostiakov / Agnaldo Moraes —
Dounrados: UFGD, 2018.
S50f -1l ; 30 cm.

Orientador: Robert Jesus Rodrignez Reyes
Dissertagio (Mestrado em Matematica) - Faculdade de Ciéncias Exatas e
Tecnologia, Universidade Federal da Grande Dourados.

Inchu bibliografia

1. Infiltracdo. 2. Kostiakov. 3. Aplicacio. 4. Ensino Médio. 5. Minimos
Omadrados. I. Titalo.

Ficha catalografica elaborada automaticamente de acordo com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

EDireitos reservados. Permitido a reproduciao parcial desde que citada a fonte.



MINISTERI) DA EDUCACRO

FUNDACAD UNTVERSIDADE FEDERAL DA GRANDE DOURADDS
FACULDADE DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGLA

PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL - PROFMAT

Termo de Aprovagao

Apis a apresentaclo, arguicdo e apreciacdo pela banca examinadora, foi
emitido o parecer APROVADO, para a dissertagio intitulada: “ Infilregio de dgua oo
sofo; A equagdo de Kosmizkov™, de autoria de Agnaldo Moraes, apresentada ao
Programa de Mestrado Profigsional em Matematica da Universidade Federal da
Grande Dourados.

ij H
Prof. Dr. Robert Jesus Rodriguez Reyes (Orientador-UFGD)
Presidente da Banca Examinadora

Prof. Dr. Rogério de Oliveira
Membro Examinador (UFGD)

Miagdis fvr
Prof. Dra. Mercedes Rocio Gonzeles Marguez
Membro Examinador (JEMS)

Dourados/MS, 23 de feversiro de 2018



Os ideais que iluminaram
0 meu caminho sao a
bondade, a beleza e a

verdade.(Albert Einstein)



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, por ter me sustentado e guiado até aqui.

A minha esposa Ana Claudia Pereira da Costa e meus filhos Diogo e Victor Hugo
por todo carinho, incentivo e compreensao, em todos os momentos.

Ao meu orientador, prof. Dr. Robert Jestis Rodriguez Reyes e sua familia, por toda
dedicacao, paciéncia e auxilio na elaboragao desse trabalho.

Aos meus colegas de turma, pelo companheirismo e por contribuirem com meu apren-

dizado.
Aos familiares e amigos pelo incentivo no decorrer desta jornada.

A todos os professores dessa instituicao, pelo compromisso com o ensino e por tanto
terem cooperado com minha formacao.

A todos os professores, funcionérios e estudantes da Escola Estadual Professora Li-
gia Terezinha Martins, pela disposicao em realizar o ensino com qualidade.

A todos que, direta ou indiretamente, contribuiram para a realizacao do presente tra-
balho.



RESUMO

O presente trabalho nos traz um contexto sobre a infiltragdo de dgua no solo, bem
como, o0 estudo da equacdo que o caracteriza. Ha um enfoque na Equacéao de
Kostiakov, mostrando as propriedades matematicas envolvidas no calculo de infil-
tracdo e velocidade de infiltragdo. Finalmente, apresentamos uma proposta de 4
aulas trabalhadas com alunos do 3° ano do Ensino Médio, na Escola Estadual Pro-
fessora Ligia Terezinha Martins em Rio Brilhante-MS, onde o calculo de infiltracao
€ apresentado como uma possibilidade de aplicacdo dos conteiudos matematicos

estudados na escola.

Palavras-chave: Algebra, Analise, Geometria e Topologia, Métodos Matematicos.



ABSTRACT

The present work brings us a context about the infiltration of water in the soil, as
well as the study of the equation that characterize it. There is a focus on the Kostia-
kov Equation, showing the mathematical properties involved in calculating infiltration
and velocity of infiltration. Finally, we present a proposal of 4 classes worked with
students of the 3rd year of High School, at the Ligia Terezinha Martins State School
in Rio Brilhante-MS, where the infiltration calculation is presented as a possibility of

applying the mathematical contents studied in the school.

Keywords: Algebra, Analysis, Geometry and Topology, Mathematical Methods.
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1 Introducao

Existe uma distancia entre as aplicacoes da matematica e o contetido desta dis-
ciplina visto nas escolas. Muitos estudantes sabem a matemaética aplicada, mas nao
sabem abstrair e compreender os ensinamentos vistos na escola. Os Parametros Cur-
riculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) orientam que os alunos concluintes do
Ensino Médio:

(...) saibam usar a Matematica para resolver problemas praticos do quoti-
diano; para modelar fendmenos em outras areas do conhecimento; compre-
endam que a Matemaética é uma ciéncia com caracteristicas proprias, que se
organiza via teoremas e demonstragoes; percebem a Matemética como um
conhecimento social e historicamente construido; saibam apreciar a impor-

tancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e tecnologico ([1])

A dificuldade em encontrar exemplos e atividades préaticas é um dos fatores que
impossibilitam, ao professor, o processo de dinamizacdo de sua aula. E importante
encontrar a valorizacao da contextualizacao em sala de aula, relacionada a construcao
de significados (|1]). Sempre que sao trabalhadas situagoes cotidianas dos estudantes no
ambito escolar, essas conexoes trazem significado, e permitem o exercicio da cidadania.
Quando situagoes ligadas a realidade sao trazidas pelo professor, o estudante internaliza
os conceitos de maneira significativa, possibilitando que as formalidades da matematica
escolar sejam construidas de maneira pratica e 1til, levando tais conceitos, mesmo que
limitados, ao uso cotidiano ([2] e [3]).

As diretrizes curriculares almejam um Ensino Médio, que possibilite aos estudantes
articularem os conceitos cientificos as suas experiéncias cotidianas e a outras areas do
conhecimento. A experiéncia de vivenciar sua propria aprendizagem como um trabalho
de construcao de conhecimentos, proporciona uma vida escolar de maior protagonismo
e responsabilidade ([4]). Nesse caso, ao se fazer interligacao do conhecimento com a
realidade, ele se torna significativo para o aprendizado dos alunos.

A aplicagao da matematica é realizada de muitas formas nas ciéncias agronémicas.
Como Rio Brilhante-MS é um municipio com varios assentamentos rurais e fazendas,
muitos estudantes se interessam em prosseguir no ensino superior nas areas de agro-
nomia, veterinaria, agronegocio, entre outros eixos ligados as ciéncias agrarias. Neste
contexto, o presente trabalho apresenta um estudo introdutoério sobre a infiltracao de
agua no solo, bem como uma das equagoes que a caracteriza: a equagao de Kostiakov.
A equacao de infiltracao de Kostiakov explora contetidos importantes da disciplina de
matematica estudados no ensino médio, destacando-se: funcao afim, funcao exponen-
cial, equacoes logaritmicas, matrizes e determinantes.

O trabalho mostra uma experiéncia realizada na Escola Estadual Professora Ligia
Terezinha Martins com a turma do 3° ano A do ensino médio, relativo a uma atividade
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pratica de determinacao da infiltracao e velocidade de infiltracao de agua no solo, uti-
lizando o infiltrémetro de anéis concéntricos, seguido de aulas para representacao dos
graficos da infiltracao acumulada e da velocidade de infiltragao. Desta forma, a experi-
éncia mostra uma forma de aplicagao nas ciéncias agrarias dos conteiidos matemaéticos
estudados no ensino médio.

A realizacao da aula pratica sobre infiltracao é uma forma de possibilitar o estudo
de conteudos da matematica do ensino médio de maneira mais dinamica, de forma que
os alunos vivenciem um pouco da aplicagao de assuntos aprendidos na sala de aula.
Sendo assim, o intuito é também fornecer parametros aos professores de matematica
que permitam tornar a matemaética mais atrativa e préoximo da realidade aos alunos
que tém vinculo com o campo.

Este trabalho sera dividido em 5 capitulos, que se distribuem como segue:

O capitulo 1 refere-se a introducao.

No capitulo 2, introduzimos algumas terminologias basicas, bem como defini¢oes e
exemplos sobre matrizes e determinantes.

No capitulo 3, apresentaremos o método dos minimos quadrados para o ajuste de
parametros de uma reta (reta de minimos quadrados) a dados experimentais.

No capitulo 4 aplicaremos o método dos minimos quadrados para a equagao de
infiltracao de Kostiakov.

No capitulo 5 apresentaremos uma experiéncia pratica do calculo da infiltragao.
Nesse capitulo, tentamos encontrar a equagao de Kostiakov que modela a infiltragao
da 4gua do solo na Escola Estadual Professora Ligia Terezinha Martins, localizada no
municipio de Rio Brilhante no estado de Mato Grosso do Sul.



2 Nocoes preliminares

O proposito deste capitulo ¢ apresentar algumas defini¢oes, notagoes e teoremas
sobre matrizes, sistemas lineares. Assim, este contetido facilitard o entendimento dos
capitulos posteriores. As demonstracoes dos teoremas listados estao fora do escopo do
presente trabalho; porém, podem ser vistos com detalhes em [5] e [6].

2.1 A definicao de matrizes

Definicao 2.1. Matriz:

Dados m e n em N, define-se uma matriz real de ordem m por n ou simplesmente
uma matriz m por n (escreve-se m X n), como uma tabela formada por elementos de
R distribuidos em m linhas e n colunas. FEstes elementos de R sao chamados entradas
da matriz.

Exemplo 2.1. A matriz [—5] é uma matriz 1 X 1, ao passo que

1 2 3
4 5 6
¢ uma matriz 2 X 3. As entradas da primeira linha da matriz sao dadas pelos niimeros

reais 1,2 e 3, e as entradas da segunda linha da matriz sao dadas pelos niimeros reais
4,5 ¢ 6.

E usual indicar as entradas de uma matriz arbitraria A pelos simbolos A;;, ou ainda
a;j, onde os indices indicam, nessa ordem, a linha e a coluna em que o elemento se
encontra. Assim, uma matriz m x n é usualmente representada por

a1 a12 e QA1

921 929 P QAon,
A=

AQm1 Am2 ... AOmn

ou por A = [a;;]mxn, ou simplesmente por A = [a;;], quando a ordem da matriz estiver
subentendida.

Definicao 2.2. Matriz linha e matriz coluna.
Toda matriz 1 xn é chamada de uma matriz linha (ou vetor linha) e toda matriz m x 1
¢ chamada de wma matriz coluna (ou vetor coluna,).

13
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Exemplo 2.2. A matriz,
[5 4 -1 7 8]

¢ uma matriz linha de ordem 1 X 5 e a matriz,

1
-1
8

é uma matriz coluna de ordem 3 x 1.

Definicao 2.3. Matriz quadrada
Uma matriz n x n € chamada de matriz quadrada de ordem n.

Exemplo 2.3. As matrizes

1 1/2 11 1
el 0,1 0,3 0,7
1/2 1/3 0,01 0,09 0,49

sao matrizes quadradas de ordem 2 e 3 respectivamente.
Em uma matriz quadrada A = [a;;] de ordem n, as entradas a; com 1 < ¢ < n, formam
a diagonal principal de A.

Exemplo 2.4. A diagonal principal da dltima matriz do Exemplo 2.3 esta dada pelas
entradas 1;0,3 e 0,49.

Definicao 2.4. Matriz identidade

A matriz de ordem n com entradas 1 na diagonal principal e demais entradas nulas,

10 ... 0
01 0
00 ... 1

¢ chamada matriz identidade de ordem n e denotada usualmente por I,.

Definicao 2.5. Matriz nula
Uma matriz m X n cujas entradas sao todas iguais a zero é chamada de uma matriz

nula.

Exemplo 2.5. A matriz

—
o O
o O
o O
.

é uma matriz nula de ordem 2 x 3.
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2.2 Algumas operacoes com matrizes

A seguir apresentam-se algumas operagoes basicas com matrizes.

Definicao 2.6. Igualdade de matrizes.
Duas matrizes sao definidas como sendo iguais se tiverem a mesma ordem e suas
entradas correspondentes forem iguais.

Exemplo 2.6. Considere as matrizes

47 47 1 2 3
A_{—2 m} B_{—2 1] ec_h 5 6}

Se x = 1, entao A = B, mas para todos os outros valores de x as matrizes A e B
nao sao iguais, pois nem todas suas entradas coincidem. Nao existe valor de x tal que
A =C, pois A e C tém ordens diferentes.

Definicao 2.7. Adicao de matrizes
Se A = [a;;] e B = [b;j| sao duas matrizes de mesma ordem m x n, a soma de A e B,
denotada por A+ B, € a matriz C = [¢;;] de ordem m x n, tal que ¢;; = a;; + b; para
todo 1 <1 <m e para todo 1 < j <n.

Exemplo 2.7.

2 3 1], [-2 -3 1]_[000
0 -2 1 0 2 —-1{ 000
Definicao 2.8. Matriz oposta.
Dada uma matriz A = [a;;], define-se a matriz oposta de A, como a matriz —A = [—a;;].

A adicao de matrizes tem propriedades semelhantes a adi¢ao nos niumeros reais, como
mostra o teorema a sequir.

Teorema 2.1. Se A, B e C sao matrizes de mesma ordem m X n, entdao:

(i) A+ (B+C)=(A+ B) + C, associatividade da adigao;

(i) A+ B = B + A, comutatividade da adi¢ao;

(ili) A+ 0= A, onde 0 denota a matriz nula m x n (elemento neutro);
) A

+(-A) =0,

Definigcao 2.9. Subtracao de matrizes.
Se A e B sao duas matrizes de mesma ordem m X n, define-se a subtracio de A e B
como

(iv

A—B=A+(-B)

sa)les]=la ]

Exemplo 2.8.
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Definicao 2.10. Multiplicacao de matrizes
Sejam A = [aijlmxn € B = [bijlnxp duas matrizes. O produto de A por B, denotado por
AB, ¢ definido como a matriz C' = [¢ij|mxp tal que

Cij = Qi1-bij + -+ + Qin by

para todo 1 <1 < m e para todo 1 < j < p.

Vamos explicar esta formula para obter o elemento da matriz AB que se encontra na
1-éstma linha e j-ésima coluna:

“Na matriz A, destaque a i-ésima linha, e na matriz B, destaque a j-ésima coluna.
Feito isso, multiplique ordenadamente o primeiro elemento da linha com o primeiro
elemento da coluna, o sequndo elemento da linha com o sequndo elemento da coluna,
etc., o ultimo elemento da linha com o ultimo elemento da coluna e finalmente some
todos esses numeros”.

Exemplo 2.9. Considere as matrizes

1 0 11
0 —1 e 1 1
2 4

Como A possui duas colunas e B duas linhas o produto esta bem definido. Além disso,
sabe-se que AB sera de ordem 3 x 2. Portanto, o produto AB é dado por

1 0 1 1.(-1)+0.1 1.140.(-1) -1 1
0 —1 { ) 1}: 0.(-1) +(=1).1 01+ (=1).(-1) | =] -1 1
2 4 B 2.(=1) +4.1 2.1+ 4.(—1) 2 -2

No seguinte teorema apresentam-se algumas propriedades da multiplicagao de ma-
trizes.

Teorema 2.2. Desde que as operagoes sejam possiveis, tem-se:

Definicao 2.11. Transposta de uma matriz.
Dada uma matriz A = [aijlmxn, chama-se transposta de A, e denota-se por Al a matriz
[bijlnxm, onde

Clij = bi]’

para todo 1 <1 <n e para todo 1 < j < m.

Exemplo 2.10. Algumas matrizes e suas transpostas.
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56 7 8
15

. |26 ., [6 1 3

A=1s37] B=1145
4 8

Exemplo 2.11. Para a matriz quadrada:

1 -8 7
Al=11 4 6
0 9 10

Definicao 2.12. Matriz Inversa

Seja a matriz quadrada Ay, xn, = [Qijlnxn. Denomina-se matriz inversa de A, a matriz
A7 tal que A AT = ATV A = I, .Uma matriz quadrada A é dita invertivel (ou nédo
singular) se A admite uma matriz inversa.

Propriedades da Matriz Inversa
(i) Se a matriz A é ndo singular admite inversa A~' e esta é tnica.

(ii) Se a matriz A é ndo singular, sua inversa A~' também é. A matriz inversa de

A e A
(iii) A matriz identidade I ¢ ndo singular e é sua propria inversa: [ = I,

(iv) Se a matriz A é nao singular, sua transposta A’ também é. A matriz inversa de
At e (ATHE

(v) Se as matrizes A e B sao nao singulares e de mesma ordem, o produto AB é uma
matriz ndo singular. A inversa de AB é a matriz B~'A™.

2.3 Sistemas lineares e matrizes

A seguir, mostra-se como as matrizes aparecem de maneira natural no contexto de
sistemas de equacoes lineares.

Definicao 2.13. Sistema de equacoes lineares
Um sistema de equacoes lineares com m equagoes e n incognitas € uma expressao da
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forma

a1 + A12%2 + + -+ + ATy = bl
A21T1 + Q22T + * ++ + Aop Ty = b2

(2.1)
Am1T1 + A2l + - + ATy = bm

onde 0s a;js e 0s bgs, para 1 <1 <m el <j<n, sao numeros reais dados.

Utilizando a defini¢gao de igualdade de matrizes (definigao 2.6) e multiplicagao de
matrizes (definigao 2.10), decorre que o sistema (2.1) pode ser escrito como uma simples
equagao matricial:

AX =B
onde,
ai a2 ... QA1n I b1
21 922 ... A9y, ) b2
A=| 70T x= || e B=
Am1 Am2 ... OGmp T bm

As matrizes A, X e B sao chamadas, respectivamente, de matriz dos coeficientes do
sistema, matriz das incognitas e matriz dos termos independentes.

Uma sequéncia de ntimeros sy, So, - - - , 5, ¢ chamada uma solucao do sistema se
Ty = 81,T2 = 82,...,Tn = Sp
¢ uma solucao de cada equagao do sistema.

Um sistema linear que nao possui solugoes é chamado de inconsistente; se existir
pelo menos uma solugao do sistema, diz-se que ele é consistente

Exemplo 2.12. O conjunto de equacoes

xr, + ZE2—|—2£L'3:9
201 +4x9 — 323 =1
3331“‘6.172—51'3 =0

¢ um sistema de equacoes lineares e pode ser escrito como

AX =B
onde,
11 2 1 9
A=12 4 -3 |; X=| 2 e B=]1
3 6 =5 x3 0

Além disso, o sistema é consistente pois tem a solucdo r; =1, 19 =2 e 3 = 3.
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Exemplo 2.13. O sistema de equagoes
r1+a =1
T1+x0 =3
r1+x3=28
1+ T3 = 2
¢ um sistema inconsistente pois nao ¢ verdade que

l‘1+$2:1:3

2.4 Determinante de uma matriz

A definigao de determinante de uma matriz quadrada A, denotada por det(A) ou |A],
pode ser dada de diversas maneiras. Neste trabalho, adota-se a defini¢ao recursiva de
determinante. Esta definicao permite calcular o determinante através de determinante
de matrizes de menor ordem.

Se A = [a] é uma matriz 1 x 1, entdo det(A) = a; se A é uma matriz 2 x 2.

A — [ 11 Q12 ]
Q21 Q22
entao,
det(A) = a11.A22 — A12.0921 (22)

Para definir o determinante para matrizes 3 x 3, usa-se a definicao de determinantes
2 x 2. Assim, se A é uma matriz 3 x 3

ailz a2 ais
A= ag1 A2z Q23

az1 asz ass

entao,
G2z (23 21 (23 a21 22
det(A) = Q11 — 19 + a13
az2 Aass asy ass asy asz
De forma resumida, pode-se escrever:
det(A) = an|An| — ara| Arz] + a13|Ass| (2.3)

onde, A1, A1p e Aj3 sao obtidas de A eliminando a primeira linha e uma das trés
colunas.

Observagao 2.1. A expressao do determinante em (2.2) é muito facil de lembrar.
Basta tomar o produto dos elementos da diagonal principal da matriz A e dele subtrair
o produto dos elementos da outra diagonal.

Observagao 2.2. A expressao do determinante em (2.3) também pode ser reescrita
como

det(A) = (116022033 + G12023031 + Q13021032 — 12021033 — G11023032 — A13022031

Esta tltima expressao pode ser recuperada a partir da Regra de Sarrus (|7]) muito
utilizada no Ensino Médio.
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Ayl Gi2 a3 | a11 - a12
(21 Q22 0433 | G21 a22
azy Qagz ass | as1 a3z

Exemplo 2.14. Para calcular o determinante da matriz

1 —1 10
A=1]1 0 5
1 3 2
do esquema
. =1, X0, .1 =1
1 0 9. .1 0
1 3 Zz 1 3

obtém-se
det(A)=0—-54+30—-0—15+2=12

Agora, pode-se obter uma defini¢dao recursiva para o determinante. Quando n = 3,
det(A) é definido usando os determinantes das matrizes 2 x 2, A;;, como em (2.3)
acima. Quando n = 4, det(A) faz uso dos determinantes das matrizes 3 x 3, A;y;. De

modo geral, um determinante n x n é definido através de determinantes de matrizes
(n—1)x (n—1).

Definicao 2.14. Determinante de uma matriz de ordem n
Paran > 2, o determinante da matriz A = [a;;]nxn € definida pela expressao:

det(A) = a1y det(Ary) — arpdet(Ay) + -+ + (=1)"1"ay, det(A,)

onde, os elementos a1, aiz, @13, . . ., G1, SGo da primeira linha de A e Ay, j € 1,2,...,n,
representa a matriz obtida eliminando, em A a primeira linha e a j-ésima coluna.

Exemplo 2.15. Para calcular o determinante da matriz

1
A:

— = =
N O O

1
0,
9
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segue-se pela definicao 2.14

det(A) = a11|Awn| — a12|Arz| + ai3|Aws]

= 1|Ay1| — 10[Asa| + 1| Ays]

5 0 10 1 5
SRR

= 1(45—0) — 10(9 — 0) + 1(2 — 5)

= —48

2.5 A regra de Cramer

O proximo teorema fornece uma formula para a solucao de certos sistemas de equa-
¢oes lineares. Esta formula é conhecida como a regra de Cramer.

Teorema 2.3. Regra de Cramer

Seja AX = B um sistema n x n. Se det(A) # 0, entdo o sistema tem uma tnica

solugao dada por:
det(AJ) .
g = i) =1,2,...,n,
I Qet(A)” !
onde, A; denota a matriz obtida de A substituindo a sua j-ésima coluna pela tnica
coluna de B.

Exemplo 2.16. Usando a regra de Cramer para resolver o sistema linear:

1+ X9 = 87
r1+x3 =123
To + T3 = 66
Do sistema, tem-se:
1 10 87 1 0
A=11 0 11, Ay=11123 0 1 |,
011 66 1 1
1 87 0 1 1 87
Ay=11 123 1 e A3= |1 0 123
0 66 1 0 1 66
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Como det(A) = —2 # 0, pela regra de Cramer:

p— p— f— 2
U= Jet(A) 5 =7
det(Ay)  —30
p— p— pr— 1
2= Get(A) 5 =P
det(A;) 102
= = =51
= et(A) y T~ °

Observagao 2.3. Embora a regra de Cramer fornega uma férmula explicita das so-
lugoes de um sistema, ela é ineficiente para calculos manuais, com excegao do caso de
matrizes 2 x 2, ou, talvez, 3 x 3. Isto, porque o niimero de equagoes que ela envolve é
muito grande, quando se trabalha com muitas equacoes.

2.6 Espacos Vetoriais

Definicao 2.15. Um espaco vetorial € um conjunto nao vazio V de objetos, chamados
vetores, sobre 0s quais estao definidas duas operagoes, chamadas soma e multiplica¢ao
por escalar (nimero real), sujeitas aos dez axiomas listados a sequir

1. A soma de u e v,denotada por u+ v, pertence a V.

U+ =0+u.

(u+v)+w=u+ (v+w).

Eziste um vetor nulo 0 em V' tal que v+ 0 = v.

Para cada v em V', eziste um vetor —v em V' tal que v + (—v) =0 .
O maltiplo escalar de v por c, denotado por cv, pertence a V.
c(u+v) = cu+ cv.

(c+d)u = cu+ du.

© 2 NS & e e

c(du) = (cd)u.
10. 1u = u.

Exemplo 2.17. Os espagos R", com n > 1, sao espagos vetoriais. Os trés casos
especiais mais importantes de R” sdo R (os ntimeros rais), R? (os vetores do plano) e
R3 (os vetores do espago tridimensional).

Definicao 2.16. O comprimento (ou norma) de um vetor v = (vy,...,v,) em R" é o
escalar nao negativo ||v|| definido por

o]l = /o + 3, .., 02

Exemplo 2.18. O comprimento do vetor v = (1, —3,5) é

[l = V/(1)2 + (=3)2 + (5)2 = V35
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Definigao 2.17. Sejam vy,...,v,, vetores em um espago vetorial V. Dizemos que 0s
vetores vy, ..., V,, Sao linearmente independentes, ou LI, se a equag¢ao

a1+ ... +a,v, =0

é satisfeita somente quando a1 = --- = a, = 0. Caso exista algum a; # 0, dizemos que
0s vetores vy,. .., U, sao linearmente dependentes, ou LD.

Exemplo 2.19. Vamos determinar se os vetores v; = (4,0,1), v; = (0,2,1) sao de-
pendentes ou independentes. Para isso, da equagao

a1V + agy = 0

temos que
a1(4,0,1) + a2(0,2,1) = (0,0,0)

ou, equivalentemente, por
(4@1, 2&2, a; + ag) = (0, 0, O)

Igualando os componentes correspondentes, dé

Resolvendo o sistema, obtemos
a1 = Qg9 = 0

Assim, o vetores v; = (4,0,1), vo = (0,2, 1) séo linearmente independentes.

Exemplo 2.20. Os vetores (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1) sdo linearmente independentes,
pois a equagao

x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1) = (0,0,0),

¢ satisfeita somente se © =y = z = 0.



3 Minimos Quadrados

3.1 Problemas de minimos quadrados

Um sistema linear de m equagbes com n incognitas Ax = b pode nao ter uma
solugao, isto é, o sistema é inconsistente. Na pratica, esta inconsisténcia se deve a
erros de medi¢ao nos coeficientes de A. Em tais situagdes, procuramos um x que faca
com que Ax fique o mais préximo possivel de b.

Podemos pensar em Ax como uma aproximacao de b. Quanto menor a distancia
entre b e Az, dada por ||b— Azx/||, melhor a aproximagao. O problema geral de minimos
quadrados é encontrar um = que torne ||b — Az|| o menor possivel.

Definicao 3.1. Se A for m x n e b pertencer ao espaco vetorial R™, uma solugdo de
minimos quadrados para Axr = b serd um vetor x* pertencente ao espaco vetorial R"
tal que

16— Ax™[| < [|b— Az],

para todo x em R".

Para esclarecer a origem do termo minimos quadrados, seja,
b— Ax =

O termo “solu¢do de minimos quadrados” vem do fato que minimizar ||b — Az||,

também minimiza
2
m

16— Az||> =el+e3+ - +e

Dai o termo minimos quadrados.

3.2 Solucao de minimos quadrados

Uma maneira de encontrar alguma solugao de minimos quadrados de Ax = b é
resolvendo a equacao

At Az = A'.

Esta equacao representa um sistema de equagoes conhecido como equagoes normais
para Ax = b. O fato anterior baseia-se no seguinte teorema

24
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Teorema 3.1. Seja Ax = b um sistema linear de m equagoes e n incognitas. O
conjunto de solugoes de minimos quadrados de Ax = b coincide com o conjunto nao
vazio de solucdes das equacdoes normais de A'Ax = A'b.

Demonstragao. ver [5] O
Como uma aplicagao do teorema anterior, consideremos o seguinte

Exemplo 3.1. Encontre a solu¢ao de minimos quadrados do sistema inconsistente
Ax = b (exemplo 2.13) em que

I

Il
— = =
O O ==
— = O O
DO GO W —

Solugao: Do teorema 3.1, temos que resolver a equacao normal A'Axr = A'b. Para
isso, calcula-se

1111 1 1 8 4 2 2
AtA = 1100 10117 2 20
0011 101 2 0 2
1111 ; 14
Ab = |1 100 g|=1 4
0011 B 10
A solucdo do sistema A'Ax = A'b é dado por
$1:5—$3, .T2:—3+I3

onde w3 é arbitrario. Logo a solucao geral de minimos quadrados de Az = b é da forma

5 -1
=\ -3 | +x3 1
0 1

Em geral, as solugoes de minimos quadrados de sistemas lineares nao sao tnicas.
No entanto, o proximo teorema nos da um critério para o caso em que existe apenas
uma solucao para minimos quadrados de Ax = b.

Teorema 3.2. Seja A uma matriz m x n. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) A equacio Ax = b tem uma tnica solugao de minimos quadrados para cada
beR™.

(b) As colunas de A sao linearmente independentes.

(c) A matriz A'A € invertivel.
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Quando essas informagoes sao verdadeiras, a solucao de minimos quadrados x* € dada
por

r* = (A'A)TA
Demonstragao. Ver [5] O

Exemplo 3.2. Encontre a solugao de minimos quadrados do sistema inconsistente
Ax = b, onde:

4 0 p
A=lo0 2|, b=1 o0
11 11

Solugao: Observe que as colunas de A sao linearmente independentes (exemplo 2.19),
portanto pelo teorema 3.2 existe uma tnica solugao de minimos quadrados. Para
calcular a solugao, temos que

_ -4 0 _
4 0 1 17 1
AtA = 0 2| = ]
_021__11 15
_ - 2 _
4 01 19
Alh = 0| - ]
_021__11] 11

De modo que a equacao normal A*Ax = A'b é

]

Resolvendo este sistema, obtemos uma tnica solugao de minimos quadrados, a saber,
ZE* o X o 1
- i) - 2
3.3 Retas de minimos quadrados

Um exemplo de aproximagao por minimos quadrados é ajustar uma reta a um
conjunto de pontos no plano determinados experimentalmente.
Suponha que queiramos ajustar uma reta y = a + bxr aos pontos

(.’l’l, y1)7 <x27 3/2)7 R (ZCTH yn)

determinados experimentalmente. Se esses pontos estiverem na reta, os coeficientes
incognitos a e b satisfarao as equagoes:

1 = a+bxy
Yo = a+ bxs
Yo = a+bz,
Pode-se escrever este sistema como
Az =b (3.1)

Em que
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1 T U1
1 =z
A= ,2 ,x:{a], e b= V2
: b
1 =z, Un

Se os pontos dados nao pertencerem a reta, ¢ impossivel encontrar coeficientes a e
b que satisfagam o sistema (3.1) exatamente, ou seja, o sistema é inconsistente. Neste
caso, procura-se uma solucao de minimos quadrados.

* a*
= b

A reta y = a" + b*r chama-se reta de minimos quadrados ou ajuste linear de
minimos quadrados aos dados se os coeficientes da reta provém de uma solugao de
minimos quadrados. Lembramos que, uma solu¢do de minimos quadrados de (3.1)
minimiza

Ib— Ax|® (3.2)
Expressando (3.2) em termos de componentes, obtém-se
16— Az|? = et +e5 + - +ep (3.3)
onde
e =|yi—a—>bxy|, i=1,2,...,n.

Os valores e; podem ser interpretados como a distancia vertical entre a reta y = a + bz
e os pontos de dados (z;,y;). Ver a seguinte figura

Figura 3.1: Interpretacao de e;

y=a-+ bx

Fonte: Adaptado de Anton |6, p. 377]

Esta distancia é uma medida do “erro” que resulta no ponto (x;,y;) do ajuste ine-
xato de y = a + bx a este ponto dos dados.

Desde que (3.3) é minimizado por z*, a reta de minimos quadrados minimiza a soma
dos quadrados desses erros estimados, e dai o nome de reta de minimos quadrados.
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3.4 Equacoes normais

Pelo teorema 3.1 a solugdo de minimos quadrados de (3.1) pode ser obtido resol-
vendo o sistema normal associado

AtAz = A%

ou, em forma estendida,

n n
D DL >_ui
i=1 [ a } _ i=1
n n . * 7 n
9 b
i=1 i=1 i=1

Além disso, pode ser facilmente mostrado ([5]) que as colunas de A s@o linearmente
independentes se, e somente se, pelo menos dois dos ntimeros x1, o, . .., T, sao distin-
tos. Neste caso segue do teorema 3.2 que a solucao de minimos quadrados é tnica e é
dada por

* _ szszyl—ZyzZl‘?
(> xi)? —nd i

a

b — DT Y — YTy
- 2
T o) —nyq
Observacao 3.1. Observe que simplificamos os simbolos de somatoéria; ao menos que
haja meng¢ao ao contrério, todas as somatoérias irao de ¢+ = 1 a n.

Assim, existe uma tnica reta de minimos quadrados ou ajuste linear de minimos
quadrados y = a* + b*x aos pontos dados.
Vejamos um exemplo de obtengao de uma reta de minimos quadrados.

Exemplo 3.3. Encontre a equagao y = a* + b*z da reta de minimos quadrados que
melhor se ajusta aos pontos (2,6),(3,7), (5, 10), (6, 13).

Solugao: As seguintes quantidades podem ser calculadas:

n=4 Y my=161 > al=74 ) z;=16 > y; =36

Assim a equacao normal serd dada por
4 16 a | 36
16 74 b* | | 161

a* =22 b =1,T.

dai obtemos que

Logo, a reta de minimos quadrados ¢ dada por,

y=2,24+1Tx
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A reta, junto aos dados, € mostrada no grafico a seguir

Figura 3.2: Reta de minimos quadrados.

b L
12 4 ® pontos dados
reta de minimos
1 guadrados
104 ]
8 -
hj
b [
& - -
4
T T T T T T T
1] 1 2 3 4 =3 &
X

Fonte: O autor (2017)



4 A infiltracao de agua no solo

4.1 Infiltracao

A infiltracao é um dos mais importantes processos que compoem o ciclo hidrologico,
pois é um fator determinante na disponibilizagao de dgua para as culturas, na recarga
dos aquiferos subterraneos, no manejo e conservagao do solo e da dgua, etc.

Define-se infiltracao como um processo dinamico de penetragao vertical de dgua
através da superficie de solo ([8] e [9]). Apods a passagem da &gua pela superficie
do solo, ou seja, cessada a infiltragao, a camada superior atinge um “alto” teor de
umidade, enquanto que as camadas inferiores apresentam-se ainda com “baixos” teores
de umidade (ver Figura 4.1). Ha entdo, uma tendéncia de um movimento descendente
de agua provocando um molhamento das camadas inferiores.

Figura 4.1: Infiltragao da dgua no solo.

Infiltragag

e Pasticulas do Solo

Nivel de Ag

Fonte: Adaptado de Carvalho [10, p. 12]

Em termos gerais, a infiltragdo é um processo desacelerado. Comega com uma
velocidade alta que vai diminuindo gradativamente com o tempo até atingir um valor
final constante.

O termo velocidade ou taxa de infiltracao refere-se a quantidade de dgua que atra-
vessa a unidade de area da superficie do solo por unidade de tempo. Como foi descrito
anteriormente, a velocidade de infiltracao decresce com o tempo até atingir um certo
equilibrio. Nessas condi¢oes, quando a velocidade praticamente nao varia com o tempo,
passa a ser chamada de velocidade de infiltragao bésica e denotada por Vib (8] e [9]).

O conhecimento da Vib é de fundamental importancia para definir os métodos
de conservacao de solo, planejamento e dimensionamento de sistemas de irrigacao e
drenagem. Os valores de V'ib sao os seguintes:

Solo Argiloso: Vib < 5

30
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Solo Franco-argiloso: 5 < Vib < 10
Solo Franco: 10 < Vib < 20
Solo Franco-arenoso: 20 < Vib < 30

Solo Arenoso: Vib > 30

4.2 Equacao de Kostiakov

Modelar a infiltracao ¢ um processo muito complexo, pois existem muitas variaveis
que influenciam o seu comportamento, como por exemplo, as propriedades da superficie
do solo que variam com o tempo. Sendo assim, diversas equacoes tém sido propostas
com o objetivo de descrever de forma aproximada a infiltragao. Destacam-se, entre
outras, ([11],[12],[13] e [14]):

e Equacao de Philip

e Equagao de Kostiakov
e Equagao de Horton

e Equacgao de Smith

Uma das mais utilizadas e simples é a equagdo de Kostiakov [12], representada pela

expressao
I = kt° (4.1)

em que:
I = infiltracao acumulada ou volume infiltrado total (mm ou cm)
t = tempo a partir do inicio da infiltra¢do (min)
k = constante positiva dependente do solo
a = constante dependente do solo, variando de 0 a 1.

Observagao 4.1. A equagao de Kostiakov (4.1) possui limitagoes para longos tempos
de irrigacao. Essa equagao descreve bem a infiltracao para pequenos tempos.

Derivando-se a equagao (4.1) em fungao do tempo, tem-se a velocidade de infiltragao
instantanea VI, também chamada de taxa de infiltragao da agua no solo.

dl
I =— =akt"! 4.2
Vi=—=a (4.2)
A expressao (4.2) pode-se exprimir como
dl  ak
=" = 4.
v dt tl-a (43)

Uma observacio atenta da equacao (4.3) revela que VI — 07 quando t — oco. Essa
situagao nao é real uma vez que, na realidade, a velocidade tende para a Vib. No
entanto, para a maior parte dos intervalos de tempo de interesse, as equagoes (4.1),
(4.2) podem representar adequadamente o processo de infiltragdo da dgua no solo.
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4.3 Calculo das constantes a e k£ para a equacao de
Kostiakov

A determinagao das constantes a e k da equacao de Kostiakov (4.1) pode ser feita
utilizando-se o método dos minimos quadrados, isto é, encontrando a reta de minimos
quadrados. Entretanto, esse método é baseado no fato de que a relacao entre as varia-
veis dependentes e independentes é linear. Esse nao é o caso da equacao de Kostiakov
(4.1). Assim, o objetivo a seguir é transformar a equagao de Kostiakov (4.1) para uma
forma linear. Para isso, aplicando-se logaritmo na equacao (4.1), obtemos

log I =logk + alogt

Dessa forma, constata-se que essa apresentacao da equacao de infiltracao é uma equacao
da reta do tipo Y = A+ BX |, em que:

Y =logl
A =logk
B=a

X =logt

Da secao 3.4 temos que as constantes A e B sao determinadas pelas seguintes expressoes

XY XY, =YYy X
A= =S X ny X2 44

_ X Yi—n)y XY,
B= S Xy oy x (4.5)

onde n é o nimero de pares de valores formados por t e I. Os valore t e I sao obtidos
por meio de teste de campo. Isso sera explicado na proxima secao 4.3.1.

Obtidos os valores de A e B, determina-se k e a das expressoes
10"=k B=a
ou seja, o valor de k é encontrado aplicando o antilog A e a é o proprio valor de B.

O seguinte exemplo ilustra melhor o procedimento anterior

Exemplo 4.1. Um determinado solo foi submetido ao teste de infiltragdo (método do
infiltrometro de anel) e foram levantados os seguintes dados
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Tabela 4.1: Teste de infiltracao

t(min) | I (em) | X =logt | Y =logl X2 XY

0 0 - - 0,0000 | 0,0000
4 1,5 0,6021 0,1761 0,3625 | 0,1060
9 2,7 0,9542 0,4314 0,9106 | 0,4116
14 3,7 1,1461 0,5682 1,3136 | 0,6512
19 4.8 1,2788 0,6812 1,6352 | 0,8711
24 0,0 1,3802 0,7482 1,9050 | 1,0327
29 6,6 1,4624 0,8195 2,1386 | 1,1985
34 7,6 1,56315 0,8808 2,3454 | 1,3489
39 8,6 1,5911 0,9345 2,6315 | 1,4868
14 04 | 1,6435 | 09731 | 2,7009 | 1,5993
o4 11,0 1,7324 1,0414 3,0012 | 1,8041
64 12,9 1,8062 1,1106 3,2623 | 2,0059
74 14,4 1,8692 1,1584 3,4940 | 2,1652
84 16,2 1,9243 1,2095 3,7029 | 2,3274
94 17,8 1,9731 1,2350 3,8932 | 2,4368
104 | 194 | 20170 | 1,2878 | 4,0634 | 2,5975
114 20,9 2,0569 1,3201 4,2309 | 2,7154
124 | 225 | 20934 | 1,3522 | 4,3824 | 2,8307
134 24,0 2,1271 1,3802 4,5246 | 2,9359
144 25,5 2,1584 1,4065 | 4,6585 | 3,0358
154 | 268 | 2,875 | 14281 | 4,7852 | 3,1241
164 | 284 | 22148 | 14533 | 49055 | 3,2189
174 30,0 2,2405 1,4771 5,0201 | 3,3096
184 31,6 2,2648 1,4997 5,1294 | 3,3965
194 33,2 2,2878 1,5211 95,2340 | 3,4801
204 34,8 2,3096 1,5416 92,3344 | 3,5605
214 36,4 2,3304 1,5611 5,4308 | 3,6380
Total 47,1834 29,1969 | 90,9012 | 57,2887

Fonte: Carvalho [10, p. 75]

Apresentar as equacoes de infiltragao e velocidade de infiltracao propostas pelo mo-

delo de Kostiakov.

Solugao: Da tabela temos que o nimero de pares de valores t e I é n = 26. Das
equagoes (4.4), (4.5) e da tabela anterior, obtemos
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FEDIR.ONOEDN DN

RGBS,

P 1834(57,2887) — 90,9012(29, 1969)
B (47,1834)2 — 26(90, 9012)

= —0,3575

B — XY Yi—n)y XY,

(X)) -nY X7

B_ 47,1834(29,1969) — 26(57,2887)
a (47,1834)2 — 26(90,9012)

=0, 8158

Desde que
logk =—-0,3575 e B =a=0,8158

a forma final da equagao de infiltracao é
I =0,4212¢%%1%
e a equacao da velocidade de infiltracao instantanea é dada por

VI =0,3436t 1842

Figura 4.2: Infiltragao acumulada e sua velocidade.

0.4

Infiltracio

307 ® pontos dados

0,34

20
VIgz+

infiltracdo acumulada-cm

0.1+

tempo — min tempo — min

(a) Infiltragdo acumulada (b) Velocidade de infiltracao

Fonte: O autor (2017)

Observa-se do grafico (b) da Figura 4.2 que a velocidade de infiltragao VI tende
para uma constante no tempo. Essa constante é chamada de velocidade de infiltracao
basica Vib. Assim, para o solo estudado no exemplo, temos que

Vib~ 0,12



Calculo das constantes a e k para a equacao de Kostiakov 35

4.3.1 Meétodo do Infiltrémetro de Anel

No exemplo 4.1 foi construida uma tabela para os 26 pares de dados de t e I. Um
método usado para a construcao dessas tabelas é o método do infiltrometro de anel
como mostrado na Figura 4.3.

Figura 4.3: Infiltrémetro de anel em operacgao.
;.?.-..' g e .

.

107

Fonte: Mello [15, p. 26]

Os infiltrometros mais utilizados apresentam dois anéis concéntricos. O anel interno
com diametro de 25 cm e o externo com diametro de 50 c¢m, ambos com altura de
aproximadamente 30 cm (ver Figura 4.4). Os anéis sao cravados verticalmente no solo,
deixando-se uma borda livre levemente superior a 15 cm.

Figura 4.4: Desenho esquematico do infiltrémetro de anel.

; 50 cm |
I I
25cm

Superficie do Solo

WL

Fonte: Carvalho [10, p. 69

O anel externo tem como fungao reduzir o efeito da dispersao lateral da agua infil-
trada do anel interno. Deste modo, a dgua do anel interno infiltra no perfil do solo em
uma diregao vertical, o que reduz a superestimativa da taxa de infiltracao. As medigoes
sao feitas no anel de menor didmetro. Primeiramente, coloca-se uma folha de plastico
no interior do anel de prova, revestindo-o totalmente. Logo apoés, adiciona-se agua
nos dois anéis, de forma que os niveis fiquem igualados. Com o auxilio de uma régua,
anota-se a carga hidraulica no anel interno, retirando-se imediatamente o plastico para
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que comece a infiltragao da agua. Deste modo, registra-se o volume de agua inserido no
anel, com intervalos de tempo pré-determinados. A infiltracdo vertical é representada
pela diferenca de leitura entre dois intervalos de tempo.

Durante a realizacao do teste, a 4gua deve ser reposta nos dois anéis todas as vezes
que a carga hidraulica se aproximar de 5 cm. A cada reabastecimento, anota-se a nova
altura de referéncia. De acordo com [8] ou [9], a relagao entre a lamina infiltrada e o
tempo necessario para esta infiltracao representa a velocidade de infiltracao instanta-
nea. A soma das laminas infiltradas durante o teste indica a infiltracao acumulada.

Com os dados obtidos no teste, constroi-se uma tabela onde fica representado a
variagao da velocidade de infiltragao ao longo do tempo e a infiltragdo acumulada
durante o teste.



5 A experiéncia do calculo da
infiltracao na Escola Estadual
Professora Ligia Terezinha Martins

Neste capitulo apresenta-se uma experiéncia pratica do calculo da infiltracao com
os alunos da turma 3° ano A do ensino médio da Escola Estadual Professora Ligia
Terezinha Martins, localizada no municipio de Rio Brilhante no estado de Mato Grosso
do Sul.

5.1 Teste de Infiltracao

1* Etapa: Nesta etapa, dialogou-se com os estudantes sobre a utilizacao do teste de
infiltracao, salientando-se que esta pratica é utilizada em varias areas das ciéncias
agrarias: agronomia, topografia, engenharia ambiental, entre outras areas que
trabalham diretamente com o solo (Figura 5.1).

Figura 5.1: Dialogo com os estudantes sobre o teste.

Fonte: O autor (2017)
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2? Etapa: Para esta etapa, adquiriu-se um cilindro de ferro com 25 cm de didmetro
interno e 30 cm de altura, também utilizou-se outro cilindro de 50 cm de didmetro
interno e 30 cm de altura.

Com a participacao dos estudantes, cravou-se os dois anéis concéntricos a uma
profundidade de 15 c¢m e realizou-se o nivelamento dos anéis, utilizando-se um
pedago de ripao e um nivel de mao ( Figura 5.2).

Figura 5.2: Nivelamento dos cilindros.

T - -
g . Tzt -

Fonte: O autor (2017)

3* Etapa: Colocou-se uma sacola pléastica no anel central preenchendo-a com agua
até uma altura de 15 cm do nivel do solo. Fixou-se uma régua de aluminio para as
marcacoes. Posteriormente, preencheu-se o cilindro exterior com édgua ao mesmo
nivel do cilindro interno, retirando-se a sacola plastica, iniciou-se o teste (Figuras
53 e 5.4)
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Figura 5.3: Preenchimento de dgua dos cilindros.

Pl ) T , o ~

Fonte: O autor (2017)
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4® Etapa: Iniciou-se as anotagoes indicando-se a infiltracao da égua ao decorrer
do tempo (Tabela 5.1). Quando o nivel da dgua aproximou-se do nivel do solo,
realizou-se as reposi¢oes de dgua nos dois cilindros até uma altura de 15 cm
(Figura 5.5).

Tabela 5.1: Teste da infiltracao na Escola Estadual Professora Ligia Terezinha Martins.

Tempo|Diferenca|Infiltracao|Diferenca da|X = logt|Y =log I| X?|X.Y| Velocidade
t (min) (min) I (cm)| infiltragao de infiltracao
(cm) (cm/min)

1 2

3 3.8

5 9,2

10 8,3

15 10,9

20 13,5

25 16,1

30 13,6

40 23,6

50 28,6

60 33,5

70 38,2

80 427

90 471

105 53,7

120 60,3

135 66,9

Fonte: O autor (2017)



Teste de Infiltracao 41

Figura 5.5: Reposicao da agua.

i

Fonte: O autor (2017)

5% Etapa: Nesta etapa, procedeu-se ao preenchimento da Tabela 5.1 da quarta
etapa. Coletou-se os dados durante 135 minutos, quando ja havia uma repeticao
na velocidade de infiltragao. Ver Figuras 5.6, 5.7 e Tabela 5.2.
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Figura 5.6: Alunos preenchendo a tabela.

Figura 5.7: Tabela quase pronta.

Fonte: O autor (2017)
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Tabela 5.2: Teste da infiltracao na Escola Estadual Professora Ligia Terezinha Martins.

Tempo|Diferenga|Infiltragao|Diferenga da| X = logt|Y = log I X2 X.Y| Velocidade
t (min) (min)| I (cm)| infiltragao de infiltragao
(cm) (cm/min)
1 1 2 2 0 0,301 0 0 2
3 2 3,8 1,8/ 04771 0,5798| 0,2276| 0,2766 0,9
5 2 5,2 1,4 0,699 0,716/ 0,4886| 0,5005 0,7
10 5 8,3 3,1 1l 09191 1] 0,9191 0,62
15 5 10,9 2,6/ 1,1761| 1,0374] 1,3832| 1,2201 0,52
20 5 13,5 2,6 1,301  1,1303| 1,6927| 1,4706 0,52
25 5 16,1 2,6/ 1,3979| 1,2068| 1,9542| 1,6871 0,52
30 5 18,6 2,5 1,4771]  1,2695| 2,1819| 1,8752 0,5
40 10 23,6 51,6021 1,3729| 2,5666| 2,1995 0,5
50 10 28,6 5 1,699  1,4564| 2,8865| 2,4743 0,5
60 10 33,5 49| 1,7782 1,525| 3,1618] 2,7118 0,49
70 10 38,2 4,71 1,8451  1,5821| 3,4044| 29191 0,47
80 10 42,7 4,5/ 19031 1,6304| 3,6218] 3,1029 0,45
90 10 471 4.4  1,9542 1,673| 3,8191| 3,2695 0,44
105 15 53,7 6,6/ 2,0212 1,73| 4,0852| 3,4966 0,44
120 15 60,3 6,6/ 2,0792| 1,7803| 4,323| 3,7016 0,44
135 15 66,9 6,6/ 2,1303| 1,8254| 4,5383| 3,8888 0,44
24,5406| 21,7354(41,3349|35,7133

Fonte: O autor (2017)

6® Etapa: Nesta etapa procedeu-se a determinar a equacgao de infiltracao de Kosti-
akov.

Da Tabela 5.2 temos que o ntimero de pares de valores t e I é n = 17. Calculando
os valores de A e B, tem-se:

Desde que

L LT XY - L XETY,

A —

(- Xi)? —n 3 X7
_ 24,5406(35, 7133) — 41, 3349(21, 7354)

B —

=0,2190
(24,5406)2 — 17(41, 3349) ’
B — XY Yi—n) XiY;

(X -n X
24 —

_ 24,5406(21, 7354) — 17(35,7133) _ 0. 7339

(24,5406)2 — 17(41, 3349)
logk=A=0,2190 ¢ B=a=0,7339

a equacao de Kostiakov é dada por

[ =1,6557¢"7%

(5.1)
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7a

e a velocidade de infiltracao instantanea é
VI =1,2151¢0:%661

A equagao de Kostiakov torna-se viavel para se ter conhecimento do volume de
agua que pode ser utilizado na irrigagdo em determinado tempo. Vejam-se os
seguintes exemplos

Exemplo 5.1. Instalando-se uma horta no terreno da escola, com area de 100
m?, qual o volume de dgua infiltrado no solo em uma irrigacdo de 30 minutos?

Solucgao Da equagao de Kostiakov 5.1, tem-se que
I =1,6557(30)%7% ~ 20,0928 cm

Assim, o volume de dgua infiltrado no solo da escola é de 200, 928 litros por metro
quadrado.

Exemplo 5.2. Calcular o tempo necessario para que seja aplicada uma lamina
de irrigacao de 50 cm no terreno da escola.

Solucao Da equagao de Kostiakov 5.1, segue-se que

50 = 1,6557%7339

o0 _ 40,7339
1,6557
1 — log {9:7339
%1 6557 8

1,4799 = 0,7339logt
2,0164 = logt

t = 1029164 ~ 104 min

Assim, o tempo necessario para a infiltragao da lamina de 50 cm seré de aproxi-
madamente 104 minutos

Etapa: Realizou-se a construgao dos graficos com os resultados obtidos (Figura
5.8).
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Figura 5.8: Construgao dos graficos.

Fonte: O autor (2017)

Os gréficos da infiltracao e da velocidade de infiltracao sao dados a seguir
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70

Figura 5.9: Infiltragao acumulada.

Infiltracfio

&0 - ® pontos dados -

infiltragio acumulada-cm

VI

T T T T T T T T T T
0 20 40 a0 20 100 120
termapo — min

Fonte: O autor (2017)

Figura 5.10: Velocidade de Infiltracao.

VI
® pontos dados

T T T T T T T T T T
a 20 41 i 20 100 120
tempo — min

Fonte: O autor (2017)
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Observa-se da Figura 5.10 e Tabela 5.2 que a velocidade de infiltragao bésica é
aproximadamente

Vib =~ 0, 44.

Dessa forma constata-se que o solo é do tipo argiloso.



6 Consideracoes Finais

A escolha de situagoes do cotidiano que revelem uma ligagdo com os contetidos
estudados nas aulas de matemaéatica, mostra-se necesséaria para um maior estimulo aos
estudantes na busca pelo conhecimento.

Observamos que o interesse pelo aprendizado é maior quando uma atividade pré-
tica esta relacionada. Diante do exposto neste trabalho, verificamos que é possivel a
utilizacao do calculo de infiltracao de agua no solo como alternativa para desenvol-
ver conteidos matematicos estudados no ensino médio. Notamos que é necessario no
minimo 2 aulas, de 50 minutos cada, para a coleta de dados com o método do infiltro-
metro de anéis, e 2 aulas para a realizacao dos calculos, preparacao e apresentagao dos
resultados.
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