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RESUMO

O foco principal deste trabalho é explorar o conceito de coeficiente g-binomial juntamente
com suas propriedades, abordando os aspectos algébricos e combinatérios do polinémio de
Gauss enfatizando que esse polindbmio avaliado na indeterminada g = 1, reduz-se ao
coeficiente binomial e neste caso dizemos que esse polindmio é uma extensao do coeficiente
binomial. Introduzindo conceitos e definicbes para construgdo do Polindbmio de Gauss,
destacamos o0s polindmios simétricos elementares que tem uma relacdo estreita com as
relacGes de Girard e as somas de Newton. A abordagem combinatdria sera feita por meio de
particdes em no maximo m partes com cada parte menor do que ou igual a N. Por meio desta

ideia iremos relacionar este conceito com caminhos reticulados e ladrilhamento.

Palavras-chave: Polindmio de Gauss. Coeficiente binomial. Particdes. Relacdes de Girard.
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ABSTRACT

The main focus of this work is to explore the concept of the g-binomial coefficient together
with its properties, approaching the algebraic and combinatorial aspects of the Gaussian
polynomial emphasizing that this polynomial evaluated in the indeterminate q = 1, reduces to
the binomial coefficient and in this case we say That this polynomial is an extension of the
binomial coefficient. Introducing concepts and definitions for the construction of the Gaussian
Polynomial, we highlight the elementary symmetric polynomials that have a close
relationship with Girard's and Newton's relations. The combinatorial approach will be done by
means of partitions at most m parts with each part smaller than or equal to N. Through this
idea we will relate this concept with reticulated paths and tiling.

Keywords: Gaussian Polynomial. Binomial coefficient. Partitions. Girard Relationships.
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INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho é apresentar duas abordagens para o polinémio de
Gauss. A primeira abordagem envolve equacdes algébricas e relacBes de Girard. A segunda
abordagem estd estritamente relacionada ao conceito de parti¢cbes de inteiros e funcdes
geradoras, assim por meio desses conceitos iremos apresentar o polindmio de Gauss atraves
das concepcdes de caminhos reticulados e ladrilhamento.

Faremos um breve historico do desenvolvimento da matematica e seus pensadores, no
que tange as teorias envolvidas neste trabalho.

A resolucdo de equagcOes pode ser considerada a motivacdo principal para o
desenvolvimento da Algebra ao longo da historia da matematica. Podemos ver com o estudo
da evolucdo da matematica que como descreve Costa (2016) desde os primordios da
civilizagdo, o ser humano sentiu a necessidade de dar forma aos seus pensamentos e, no que
tange ao pensamento matematico, as primeiras ideias ja trataram de representar quantidades
através de simbolos, evoluindo para os sistemas de numeragdo e posteriormente para a escrita
de sentencas matematicas mais elaboradas. Acredita-se entdo que as equagdes surgem como
um desdobramento natural da maneira matematica de pensar, baseando-se na ideia
fundamental de igualdade.

No inicio dos achados histéricos de matematica as equacBes se apresentam sobre
aspectos geomeétricos na civilizacdo Grega. Depois de 300 d.C. com o declinio do Império
Grego surgem no Oriente novos desenvolvimentos matematicos na area de resolucdo de
equacdes. Ha um consenso entre os estudiosos de que a matematica na Mesopotamia tenha
sido mais evoluida que a do Egito. A existéncia de um sistema de numeragdo posicional, de
base sexagesimal, no periodo dos Sumeérios, permitia-lhes efetuar mais facilmente
multiplicacBes o que possibilitava uma maior habilidade para calcular. Alguns problemas
conhecidos dessa época mostram que resolviam, ndo s6 as equacles lineares, mas também
equacdes quadréticas.

Através da avaliacdo de duas expressfes que se apresentam inicialmente muitas vezes
bem diferente, esta o principio de resolver uma equacdo, que € basicamente descobrir um
valor que faga estas duas expressdes serem de fato iguais. Costa (2013) relata que:

As primeiras equacdes elaboradas e resolvidas pelos humanos tinham, naturalmente,
uma forma muito simples, mas j& traziam implicita a ideia de incognita, a

quantidade inicialmente desconhecida que equilibra o “tamanho” de dois conjuntos.
Com o desenvolvimento paulatino da Matematica, as equacgdes evoluiram em
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complexidade e na forma como séo representadas. Hoje em dia elas estdo envolvidas
com praticamente tudo que compde a sociedade moderna. Ha uma vasta gama de
categorias de equacdes, cujas incégnitas podem ndo ser meramente nlmeros, mas
também funcbes. Equacdes poderosas o bastante para abarcar quase todos o0s
problemas que possam ser traduzidos em linguagem matematica (Costa, 2016, p. 2).

Existem diversas formas de equaces, neste estudo vamos usar 0s conceitos elementares
de equacOes algébricas polinomiais que constituem uma parte importante da Histdria da
Matematica. Com a observacéo da evolucdo historica das propostas e resolucdes das equacdes
percebemos que a resolucao de equacGes de grau menor ou igual a 4, sdo responsaveis por
uma revolugdo no que concerne ao estudo da algebra e que levaram a uma classificacdo entre
algebra classica e algebra moderna.

Por volta do século XVII, inlmeros matematicos ocidentais desenvolveram estudos no
intuito de estabelecer relacGes entre as raizes e os coeficientes de uma equacao quadratica. O
grande obstaculo era a presenca de nimeros negativos como resultado das raizes, o que nao
era aceito entre os matematicos desta época. Foi 0 matematico francés Albert Girard (1590 —
1633), que desenvolveu em seus estudos um método capaz de determinar as relacfes com a
utilizacdo de numeros negativos.

Albert Girard nasceu na cidade de Saint-Mihiel, na Franca e faleceu em 8 de dezembro
de 1632, em Leiden. Silva (2017) relata que Girard migrou para Leiden, na Holanda, devido a
perseguicOes religiosas. Quando tinha 22 anos, comecou a frequentar a Universidade de
Leiden, onde comecou a estudar matematica, embora seu primeiro interesse tenha sido
musica. Na matematica, estudou Algebra, Trigonometria e Aritmética, e, em 1626 publicou
um tratado relacionado a Trigonometria, em que nele abordavam as abreviacOes

sen, cos e tag, além de ter fornecido formulas para o calculo da area de triangulos. E também

famoso por ser o primeiro a formular f,,., = fn+1 + fn, que € a definicdo da sucessdo de
Fibonacci.

Ja, na Algebra que é um dos focos de interesse deste trabalho Girard, desenvolveu
esbocos do teorema fundamental da algebra e também traduziu os trabalhos de Stevin, em
1625. Em 1629 Girard introduziu o problema de encontrar qual o nimero de raizes de uma
equacdo qualquer, problema que funda uma perspectiva mais geral de analise das equacdes.
Ele afirma que todas as equagdes possuem tantas solugdes quanto o grau da quantidade de
maior grau, 0 que consiste em uma primeira versdo do que conhecemos hoje como teorema
fundamental da &lgebra. Albert Girard ndo s6 demonstrou a relacdo das raizes com o0s

coeficientes da equacdo, como também mostrou, por exemplo, como calcular a soma dos
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quadrados dos cubos e das quartas poténcias das raizes de uma equacdo em termos de seus
coeficientes. (Roque e Pitombeira, 2012)

Uma aplicacdo importante dos polindmios simétricos sdo as relacdes de Girard. Esse
resultado estabelece uma relacdo entre as raizes e os coeficientes de um polinémio.

O grande obstéaculo era a presenca de nimeros negativos como resultado das raizes, o
que ndo era aceito entre os estudiosos. Foi Girard que desenvolveu um método capaz de
determinar as relagcdes com a utilizacdo de nimeros negativos.

Ja a combinatdria € a parte da matematica que trata dos problemas de contagem de
subconjuntos de um conjunto finito. Além das combinages, arranjos e permutacdes que sao
amplamente conhecidas e trabalhadas no ensino médio, existem também dentro da
combinatéria as funcbGes geradoras que sdo bastante uteis na resolucdo de problemas
combinatdrios assim como a teoria de parti¢cdes. Alguns estudiosos da histdria da matematica
acreditam que a Analise combinatdria tenha sua origem com o matematico grego Arquimedes
de Siracusa (287 -212 a. C.) que prop6s um problema geométrico que consistia em calcular
guantas maneiras poderiam ser reunidas 14 pecas planas, de diferentes formatos e tamanhos
com o objetivo de formar um quadrado.

A técnica das funcdes geradoras teve origem nos trabalhos de A. De Moivre (1667-
1754) e, posteriormente, foi utilizada por L. Euler (1707-1783) em problemas da teoria aditiva
de nimeros, principalmente na teoria de particdes. Laplace (1749-1827) trabalhou com essa
técnica nos seus estudos de probabilidade e Nicolaus Bernoulli (1687-1759) fez uso das
funcBes geradoras no estudo de permutagdes caoticas.

Em se tratando de parti¢Oes, acredita-se que Leibniz foi o primeiro a questionar sobre
particdes. Em uma carta de 1674 que enviou para Bernoulli ele questiona sobre o nimero de
“divulsions” de inteiros. O que se entende hoje que ele estava fazendo uma pergunta sobre
particOes de inteiros. O estudo de particGes comecou como parte da Analise, mas rapidamente
se tornou parte da Teoria dos NUmeros, depois se tornou parte da Analise Combinatéria e
recentemente ganhou seu proprio valor. Grandes matematicos como Gauss, Cauchy, Jacobi,
Weierstrass, Sylvester, Heine, Lebesgue, Schur, MacMahon e Ramanujan apresentaram
definigdes e resultados envolvendo parti¢Ges, contribuindo com o desenvolvimento da teoria.

Os coeficientes binomiais aparecem naturalmente como coeficientes multiplicadores na
expansdo de (a + b)™, onde ae b sd0 numeros reais € né um numero natural. Estes
coeficientes apresentam estreita relacdo com as combinagdes simples, sendo assim bastante

usados em Combinatdria. Além disso, apresentam uma riqueza de identidades onde é possivel
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exibir provas algébricas e combinatorias. Neste trabalho iremos nos concentrar em uma
versdo generalizada do coeficiente binomial, denominado polinémio de Gauss ou coeficiente
g-binomial. Coeficientes binomiais generalizados aparecem espontaneamente nos estudos de
particbes de um inteiro positivo e das séries hipergeométricas.

Os nimeros binomiais (7)sdo definidos combinatoriamente como o nlmero de
maneiras de escolher k objetos de um conjunto de n objetos. Na expansédo de (1 + z)™, onde
z € um ndmero real e n é um numero natural o coeficiente de z* é (%), tal resultado é

conhecido como Teorema Binomial. O coeficiente binomial satisfaz diversas identidades,
sendo possivel demonstra-las algebricamente ou combinatoriamente.

No primeiro capitulo apresentaremos a definicdio do polinbmio de Gauss
algebricamente enunciando e demonstrando diversas propriedades inerentes desse conceito.
Observaremos que o polinémio de Gauss é uma generalizacdo do coeficiente binomial e que o
Teorema g-binomial é uma extensdo do Teorema binomial. Essa abordagem algébrica do
polindmio de Gauss sera feita usando o conceito de polinbmios em vérias indeterminadas
sobre o corpo dos nimeros reais, estabelecendo relagcdes existentes entre os coeficientes e as
respectivas raizes de uma dada equagdo algébrica. A ideia consiste na expansdao de um
polindbmio nas indeterminadas x, x, x, ..., x,, definido por [[7-;(x —x;) e escrevendo esse
polindbmio como um polinbmio na indeterminada z cujos coeficientes estejam em
R[xq, x5, ..., x,]. Com isso iremos determinar diversas relacdes que serdo Uteis para a
definicdo do polindmio de Gauss, que é nosso objetivo. Além disso, essas relacdes sdo Uteis
na resolucéo de algumas equaces irracionais e em sistemas néo lineares.

No segundo capitulo apresentaremos a defini¢do de particdo de um inteiro positivo com
suas respectivas propriedades e iremos estabelecer algumas funcGes geradoras para particbes
com restricdes. Com isso, faremos a abordagem combinatéria do polinémio de Gauss, para
isso introduziremos o conceito de polindmio de Gauss por meio de caminhos reticulados e
veremos que o coeficiente g-binomial esta estreitamente relacionado com a fun¢do geradora
para particGes de um inteiro positivo n cujas partes € no maximo m e cada parte € menor ou
igual a N, sendo N, m inteiros positivos. Essa é abordagem combinatoria que faremos do
polindmio de Gauss e a partir dai validaremos as propriedades principais. Além disso por
meio dessa ideia iremos relacionar os conceitos de caminhos reticulados e ladrilhamento de

um retdngulo 1 x n com ladrilhos de 1 x 1.



15

1. UMA ABORDAGEM ALGEBRICA PARA O POLINOMIO DE GAUSS

Nesse capitulo faremos uma abordagem do polinémio de Gauss por meio do conceito de
polinbmios em vérias indeterminadas sobre o corpo dos numeros reais. Para issoO
conceberemos a defini¢do de polindmios de varias variaveis e quando podemos dizer que esse
polinbmio é simétrico ou ndo. Esses conceitos serdo uteis para o objetivo principal desse
capitulo que é a definicao de polinémio de Gauss e a validacdo de uma formula explicita para
tal polinémio.

A partir de polinbmios de varias variaveis vamos estabelecer relagdes existentes entre os
coeficientes e as respectivas raizes de uma dada equacdo algébrica. A ideia consiste na
expansdo de um polindmio nas indeterminadas z, x;, x, ..., x,, definido por [[7.,(z —x;) e
escrevendo esse polindBmio como um polinémio na indeterminada z cujos coeficientes estejam
em R[xq, x5, ..., X, ] € possivel determinar diversas relacdes que serdo Uteis para a definicdo
do polinémio de Gauss, que é nosso objetivo. Além disso, iremos observar que essas relacdes

sdo Uteis na resolucdo de algumas equacdes irracionais e em sistemas ndo lineares.

1.1 Polinbmios simétricos

Considere o conjunto dos numeros reais que denotamos por R e o anel de polinbmios
em R[x,], cujos coeficientes estdo em R. Se x, é uma variavel sobre o anel R[x,], entdo
definimos:

R[xq, x5] = (R[x1])[x2].

Indutivamente definimos o anel em n variaveis x;, x5, ..., x,, por:

R[xy, %2, o, X5] = (Rxq, 22, wor, 21 D 2]

Um polindmio em n variaveis f(x, x5, X3, ..., X)) € R[xq, X5, ..., X, ] pode ser escrito na

forma:
_ iy iz in
f(xl’ X2y ey Xn) - Z QAiyin,in X1 X2 - Xp
0= il S1
= iz_ So
0< i,;s Sn

onde sy, S;,...,5, ENU{0}ea; € R

ip i
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Definicdo 1.1: Um monémio em n variaveis x;, x,, ..., X, € um produto simbolico na forma
xf‘l ... X", onde 0s expoentes a;, a5, ..., a, SA0 inteiros nao negativos.
Quando a; =a, =+ =a, =0, denotamos x;*.x,%..x," =1. Dados ay,ay,..,a,
inteiros ndo negativos ndo todos nulos, o grau de um mondémio x;* ...x," é a soma a; +
ay + -+ ay.

Considere a expressao a;, j, € R. O grau

aq an
X1 e Xn onde Ajy joyn T 0e Ajzsen

451 an 4 ;i 3 PR . a1 In &
de a;, j, j X; ..x," €igual a soma a; + a, + -+ a,. A expressdo a; j, i X" .. x," €
chamada de mondmio n&o nulo.

Por exemplo, 4x2.x3. x3 € um mondmio ndo nulo e tem grau igual a2 + 3 + 1 = 6.

Definicdo 1.2: O grau de um polinémio ndo nulo em n varidveis xq,x,, X3, ..., X, COM

coeficientes em R é o0 maior grau dos seus monémios ndo nulos.

Exemplo 1.1: O polinémio p € R[x,y,z] nas variaveis x,y,z definido por: p (x,y,z) =
x> + y3 — 3xy tem grau 5;
O polindmio f € R[x,y,z] nas variaveis x,y,z definido por: f (x,y,z) = 3x°y? —

2y* + xyz — 1 tem grau 7.

Exemplo 1.2: Os polindmios em t € R|[x, y] de grau 2 sdo da forma:
t(x,y) = @go + A1oX + Ag1Y + A11XY + Azex” + AgpY?,

onde a;; € R,i,j € {0,1,2}.

Definicdo 1.3: Dizemos que um polindbmio p € R [x4, X5, ..., X, ] € Simétrico se é invariante
por qualquer permutacao das suas variaveis.
Por exemplo, um polinémio p € R[x,y], em duas variaveis x,y é dito simétrico se

quando p(x,y) = p(y, x) para todos os valores de x, y.

Exemplo 1.3: Seja um polinémio p € R[x;, x5, x3], definido por:
p(x1, X2, Xx3) = X + X3 + X3.
Observe que:
p(x1,%3,%2) = X1 + X3+ X3 = p(xz, X1, x3) = p(x, X1, x3) = p(x3, %1, %2) = p(x3, %2, %1)

= p(xz, X3, X1).
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Portanto p € R[x;, x5, x3] € simétrico.

Exemplo 1.4: Seja um polindmio q € R[xy, x;, x3], definido por:
q(x1,%2,x3) = 3x12 + 3x,% + 3x3% + x1xX3.

Observe que:
q(x1,%2,%3) = 3x1% + 3x,2 + 3x3% + x12x,%5.
q(x1,%3,%3) = 3x12 + 3x3% + 3x,% + x1XX3 ;
q(xp,xq,%3) = 3x,% 4+ 3x,2 + 3x3% + x1%,%3 ;
q(x3,x3,%1) = 3x,% + 3x3% + 3x1% + X1 XX3 ;
q(x3,x1,%5) = 3x3% 4+ 3x,2 + 3x,% + x1%,%5 ;
q(x3,%x5,%1) = 3x3% +3x,% + 3x1% + x1XX3 ;

Logo,

q(xy, %2, x3) = q(x1, %3, %3) = q(x3, %1, X3) = q(x2, X3, %2) = q(x3,%2,%1) = q(x3, %1, X2).

Portanto q € R[x;, x5, x3] € simétrico.

Exemplo 1.5: Seja um polinémio t € R[x4, x5, x3], definido por:
t(xq, X2, X3) = X1. X5 + X3. X5 + Xq1. X3.
t(xq, X3, X3) = X1.X3 + X3.X5 + X1. X5
Analogamente para 0Ss outros casos, temos que t(x;, Xy, x3) = t(xy, X1, X3) =

t(xZ,x?), xl) = t(X3, X7, xl) = t(X3, X1, Xz), |OgO é SlmétrICO

Exemplo 1.6: Seja um polinémio r € R[x;, x,, x5], definido por:
(X1, %, X3) = X1X3% + X3, °

r e R[Xl, xZ,x3] néo é Slmétl'ICO, pOIS T(Xl,xZ,X3) = X1X32 + X3x22 * T‘(Xl,x3,xz).
1.2 Polindbmio em varias variaveis: Aplicac6es de polindmios simétricos

Dado um polindmio p € R[z] de grau n, temos que p(z) = a,z" + a,_;z" 1 + ...+
a,z*+a,z + ay, onde a; € R e a, # 0. Dizemos que p é moénico se a, = 1. Nesta segéo
iremos estabelecer relagBes entre p(z) = z"+a,_;z" 1+ ..+ ayz’+a,z+a, e suas
raizes. Dessa forma iremos fazer alguns casos particulares, ou seja, 0s casos n = 2 e 3, em

seguida generalizaremos o resultado.
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No exemplo 1.7, faremos o caso n = 2. Dada uma equacéo algébrica az? + bz + ¢ = 0

~ . b c z P
com a # 0, podemos escrevé-la de forma equivalente como z2 + —zt—= 0. E possivel

~ b . P
obter relacdes entre - - e 2 por meio da soma e o produto das raizes de r(z) = az? + bz +

c, respectivamente.
Essas identidades sdo chamadas relacGes de Girard. Em geral, as relagdes de Girard séo
identidades estabelecidas entre os coeficientes e as raizes da equacéo p(z) = 0, onde,

p(z2)=z"+a,_1z" 1+ ..+ ayz%+a,z + a,.

Exemplo 1.7: O caso n = 2. Considere um polinémio p em R[z] de grau 2, da forma:
p(Z) = Z2 + az + a,. (11)

\Vamos supor que existem x4, x,, € R, tais que:

@)= | [e-w=c-w.e-xn a2

Expandindo (1.2) obtemos que:

p(z) = z% — (x3 + x1)Z + x1x,.  (1.3)
Fazendo a; = x, + x; € 0, = X1 X5, temos que p(z) = z?—0,z + 0.
Comparando (1.1) e (1.3) concluimos:

_0'1 = al 60'2 = az.

Exemplo 1.8: O caso n = 3. Considere um polindmio p em R[z] de grau 3, da forma:
p(z) = z3 + a, z%+a,z + as. (1.4)

Vamos supor que existem x 1, x 5, x 3 € R, tais que:

3
p) = | [e-w=C-we-we-x 1
i=1

Determinaremos as relagdes existentes entre os coeficientes de p(z) = z3 + a,;z% +
a,z + a; € R[z] e as raizes da equacéo algébrica p(z) = 0. Em seguida, iremos generalizar
esse exemplo para um polinémio ménico de grau n.
Expandindo (1.5) obtemos que:
p(z) = (2% — zxy — zx; + x,%,). (2 — x3)

=273 —z%x, — 7%x) + zx1x, — Z%X5 + ZXyX3 + ZX X3 — X1 X X3
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= Z3 - ZZ(X3 + Xy + xl) + Z(XZX3 + X1X3 + xle) — X1X2X3.

Portanto,

p(z) =23 — z%(x3 + x, + 1) + z(x3x3 + X103 + x1%) — x1%,%5 (1.6)

Fazendo o, =(x1+ X3+ X3),0, =X1. X5 + X1.X3 + Xp.X3 € 03 = X1.Xp.X3 NA
identidade (1.6), obtemos:

p(z) = 2z3 — 0,2% + 0,z — 03 (1.7)

Os polindmios o ,0, e g; dependem das variaveis x,,x,,x3 € 0y,0,,03 €
R[x 1,x 5, x 3]. Além disso a;,0,,05 540 polindmios simétricos em R[x ;,x 5, x 3] que
chamamos polindmios simétricos elementares em R[x 1, x 5, X 3].

A proposicdo 1.1 generaliza os exemplos 1.7 e 1.8, para todo n natural. A demonstracao
da proposicdo faremos por indugdo sobre n com n > 2. Para isso vamos considerar um
polindmio na variavel z de grau n e monico, a saber, p(z) = z"+a,_;z" 1+ ..+
a,z*+a,z + ay, a; € R, cujas raizes séo xq, Xz, ..., Xp.

E, em seguida definir os seguintes polinbmios gy, g5, ..., 0, € R[xy, X5, ..., X, ]:

n
01(X1, X0, i, Xp) =X + x5+ 4+ X, = ij;
j=1
Uz(xl,xZ, ...,xn) = z le ij
(1.8) 4 J1<j,
03(X1, X, ey Xp) = Z Xj, Xj,Xj,;
j1<j2<j3
\ On (X1, X, i) X)) = X1 X5 o Xy

Os polinémios definidos em (1.8) gy, 05, ..., 0, S80 simétricos em R[xq, X5, ..., X, ].

Proposicéo 1.1:
n
p(z) = n(z —x))=2z"—0,2"" 1+ 02" 2 + -+ (D)0,
j=1

CoOM 04, 0y, ..., 0, € R[xq, X5, ..., X, ] (1.9).
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Demonstracao: No exemplo 1.7 vimos que a relagdo é valida para n = 2.
Suponhamos que a expressdo (1.9) é valida para n, queremos provar que vale também
paran + 1.

Multiplicando (z — x,,41) na expressao:

n
=) | [ =1) = " = 02"+ 02" 4 (<D0 )2 = ),
j=1

Ou seja,
n+1
| |(z —x) = 2" — 012" + 02"+ (mD)"0Z = Xy 27 F Xpyg002" T —
j=1
-2 _
“Xn+1 O-ZZn + .- xn+1(_1)no-n -
= 2" — (0 + Xn11)2" + (02X 4100)2" 1 = (03+24105)2" 72 + -+

+((_1)no'n + xn+10-n—1)z + (_1)n+1xn+10-n- (1-10)

Os coeficientes das poténcias de z na identidade (1.9), a saber, (a; + X;,41),

(02 + Xn4101), (03 + Xn4102), o) X410 € Rxy, X5, o0, X, X1 .

Além disso,
n+1
S1(X10, X2, ooy Xy Xn41) = 01 F Xy =X+ X+ X+ Xppq = Z Xj;
j=1

n

S2(X1, X2, vy Xy Xny1) = (02 + Xpy107) = Z Xj, Xj, tXp4101 =

J1,j2=1
J1<j,
n+1
= E Xj1Xj s
j{.12=1
]1<j2

Sna1 (X1, X2, ) Xy Xpg1) = Xnp10n = Xny1X1Xz o Xy = X1Xg oo XXy 1.
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Portanto

n+1
H(z —x) = 2"t — 512" + 52"+ + (D) sy
j=1

E o resultado é vélidoparan+ 1. m

Convém observar que os polindmios a;(xq, x5, ..., X,) Obtidos na expansdo do

ﬁ(z = Xj),
j=1

sdo polinbmios simétricos (ndo alteram o valor quando permuta uma das variaveis) de grau i

polindmio:

em R[xq, x5, ..., x, | chamados de polindmios simétricos elementares. Esses polindmios
elementares o; podem ser obtido por meio da soma de parcelas formadas por produtos de i

fatores escolhidos no conjunto {x;,x,,-,x,}. Dessa forma a quantidade de parcelas € a
o . n

combinacdo de n tomado i a i, a saber, (l)
Exemplo 1.10: Sabendo que as raizes de uma equacdo polinomial sdo 1, 1,% e —1¢

possivel obté-la visto que tendo grau 4, pode ser escrita como:

p(x) = x* — 0yx3 + 0,x% — 03x + 0,?

Solucéo:
01 =X1+Xx; +x3+ x4
Oy = X1.X3 +X1.X3 + X1.X4 + X3.X3 + X3.X4 + X3.X4
03 = X1.X2.X3 + X1.X2. X4 + X1.X3. X4 + X3.X3.%X4
04 = X1.X2.X3.X4
Assim, temos:

1 3
0'1:1+1+E+(—1):E
1 1 1 1

o,=11+ 1.§+ 1.(-1) + 1.§+ 1.(-1) +§.(—1) = -3
1 1 1 3

03 = 1'15+ 1.1.(-1) + 15.(—1) + 15.(—1) = —3

1 1
Oy = 115(—1) = —E
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Logo,
3 1 3 1

4 _ 2.3 - 2,° =
p(x) =x Zx 2x +2x >

Exemplo 1.11: Resolva o sistema:

L+l=12
X1 X2
L =20
X1.X2

Faca: 0; = x; + x, € 0, = x4.x,. Dessa forma:

1 1 X1+ x o
(+2=12 (A12_1p (Z2=12 (=1
2N

X X Xq1.X O, o
1 1 2 PN 11 2 1 PN 2 1
=20 =20 — =20 0, ===
xl.xz xl.xZ 0-2 20
3
121 3 01 =3
. ‘ . 5
Portanto o, = 120, = —o —z¢ dessa forma concluimos: 1
0, = —
20
Observe que
3 3 _ 3 3
O-1=E x1+X2=E XZ—E_xl x2=g—x1
1= 1 = 3 1= 3 1=
— — — 2 —
()] —% X1-X2 —% Xl.(g—xl) —% —X1 +EX1 —%
3
xz = E_xl
- —x 24 ix ——=0
L

~ 3 1 . . .
Resolvendo a equagdo: —x;2 + X150 = 0, que é equivalente a:

20

—20x,% 4+ 12 x, — 1 = 0. Portanto x; = %ou X, = 1—10

1 ~ 1
Sex; = Py entdo x, = e

Sex; = i, entdo x, = 2. Portanto S = {(l,i) , (i,l)}.-
10 2 2710 10" 2
Agora vamos definir S, = x¥ + x¥ + -+ + x¥ € R[xy, x5, ..., x, ], onde k, t € N, sendo

que S, = t. O polindmio S, = x¥ + xX¥ + --- + x¥ é simétrico em R[x,, x, ..., x, |.
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Proposicdo 1.2: O polindmio S, = x¥ + xX + - + x¥ € R[xy, x,, ..., x,, | satisfaz a seguinte
identidade:
Sk — 0y Spc1+ 0,8k + -+ (=10, Sy = O0parak =t. (1.11)

COM 04, 0y, ..., 0y € R[xq, X5, o, X ]

Demonstracédo: Considere o polindmio p(x) = a;xt + a;_x*" 1+ -+ a;x + a5, com
X1, X5, X3, ..., X; &S raizes deste polinémio.
cComo S, =x¥+xk+.+xF eR[xy, x5, ...,x,], cOM k>t e 0y,0,..,0. €

R[xq, x5, ..., X, ]. TEMOS,

—Q¢-1
01 = Xq +XZ++Xt =
ag
)
0-2 == xl.xZ +x1.x3 + A + xt_l.xt ==
Qg
= = (-1 j &=
o = Xiye Xipe Xiy o Xy = (-1 a

1< iy<ip<-<ijst

Onde as raizes x;,i = 1, ..., t, satisfaz as equacdes:

atXf + at_le_l + -+ a1X1 + ao =0

atxtt + at_1X£_1 + -+ alxt + aO = O
Multiplicando cada umas das equagBes acima respectivamente por x~¢:
— —(t-1 —
aexf + ap_ X+t agxf D 4 gp.xkt=0

_ k—(t-1 _
acxk + ae_ x4 a Y gkt =0

acxt + ae x4 ax Y agxft =0
Somando todas as equagdes encontramos:
a(xf + -+ xf)+a (X +tag(xf T+ X)) =0

© aSi + ar_1Sk—1 + -+ apSi_; = 0, como a; # 0, dividimos por a;, e obtemos:

ai—q

Qg
Sk + o +—S_+=0.

Sk +
t A



Qg . . Ae—j
Como g; = (—1)/ —, entdo g;(—1)) = —.
ag Qg

Y P Ar_
Substituindo oj(—1) = = em S + ke
ag ag

Qo
Sk—l + .- +_Sk—t = 0
Qg

Temos,

Sk — 01 Sk—l + O'Zsk_z + -+ (—1)t0't Sk—t =0.m

Exemplo 1.12: O caso k = t = 2 na proposic¢édo 1.2.
Considere S, = x,* + x,* em R[x;, x,]. Temos que Sy=07.Sk_1 — 05.Sk_>.
De fato,
Se = 2K + 25 = oy + x5). 7+ 20K — (e xp). (72 4 X, 72) =
= 0y.Sk_1 — 02.Sk_2.
Observeque: So = x,° +x,°=1+1=2eS8; =x;. ' +x, =x; + x, = 03.
Exemplo 1.13: Resolva o sistema:

{xlz +x22 = 13
xl.xZ = 6 |

Faca g, = x; + x, € 0, = x;.X,. Segue da proposicdo 1.2 que S, = d,2—2 a,. Dessa

forma temos que:

{Xlz + xzz =13 — {0-12 - 20-2 =13
X1.Xp = 6 0, = 6

Portanto:
0,2—26=13=20,2-12=13 20,2=13+12 20, =25=>0, = £+ 5.
Se g, = 5, entéo:

x1+x2:5 X1=2 {X1=3
{xl.x2:6:> X2=3ou )

Se g, = —5, entéo:

-
xl.x2=6 X2:_2

{x1+x2=_5 X1:_3 OU{XIZ_Z

Portanto as solug6es do sistema sao {(2,3); (3,2); (—3,—-2); (—2,-3)}.
Os exemplos 1.11 e 1.13 foram adaptados de [8].
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Exemplo 1.14: Resolva o sistema:
{ x1+x2 +x1.x2 = 7
X12 + xZZ + xl.xZ == 13
Facamos o; = x; + X, € 0, = X;.X,. Segue da proposicdo 1.2 que S, = x;% + x,°%.
Dessa forma temos que:

SZ = xlz + xZZ = 0-12_2 0y,

Portanto,
{0'1+O'2:7${ 0_1+0-2=7 {0-1+0-2=7=>{ O-2=7_0-1
52+O-2= 13 0'12—2 O'2+0'2:13 0'12_0-2:13 (5} _7+O'1— 13

Resolvendo 0,2 + o; — 20 = 0, encontramos: o; = —5 ou o; = 4.

Se g, = =5, entdo o, = 12. Dessa forma ndo existe x;, x, € R, tais que:

{x1+x2=—5
xl.x2=12
Se g, = 4, entdo g, = 3. Dessa forma,
X1 +x, =4 .
{1+ Z7 " oquenosda:x; =3ex,=1oux; =1lex,=3.
X1.X, =3

Portanto, as solucdes do sdo {(3,1), (1, 3)}.

Exemplo 1.15: Fatore o polindmio p(x;, x5, x3) = x;° + x5 + x3% — 3x1.x,.%5 €
R[xq, x5, %3 .

Facamos: g, = x; + X, + X3, 0y = X1. X5 + X1. X3 + X3. X3 € 03 = X1.X5. X3. Segue da
proposicdo 1.2 que:

S; = 0, — 30,0, + 303.
Dessa forma:
p(%1, X5, X3) = X1° + %33 + 233 — 3x1. % X3
= S§; — 303
= 0,3 — 30,0, + 303 — 303
= 0,° — 30,0, = 0,(0,* — 303)
= (g + x5 + x3). [(x1 + x5 + x3)% — 3(x1. x5 + X71. X3 + X5.%3)]
= (x1 + 25 +x3). [(01° + %52 + %32 + 2500 %, + 2%1. X3 + 2X5. X3 — 3%1. %, — 3%;. X3 — 3%,.X3)]

= (03 + x5 + x3). (12 + 252 + x3% — Xq. %) — X1. X3 — Xy X3).
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1.3 Polinbmio de Gauss

Nesta secdo faremos uma abordagem algébrica do polinémio de Gauss para isso
usaremos o0s conceitos de polindmios em varias indeterminadas sobre o corpo dos nimeros
reais, polinbmios simétricos e homogéneos em R[x;,x,,...,x,]. A ideia consiste em
avaliarmos a identidade (1.9) da proposicdo 1.1 sendo que esta estabelece relagGes entre as

raizes de um polindbmio e 0s seus respectivos coeficientes.

Definicéo 1.4: Dizemos que um polinémio p € R [x4, x5, ... , x,] € homogéneo nas variaveis
X1, X2, ey X S€ P(tXq, tXo, .o, txy) = t5p(Xq, Xg, ..., X,), Para algum s € N e para todo t € R.

Assim p é homogéneo de grau s.

Exemplo 1.16: Seja um polindmio p € R[x,, x5, x5], definido por:
p(x1, %2, X3) = x1 + x5 + x3.
Observe que paratodot € R:
p(txy, txy, txs) = tx; + ty + teg = t(x; + x5 + x3) = tp(xy, x5, X3).

Portanto p € homogéneo de grau 1.

Exemplo 1.17: Seja um polindmio o, € R[x4, x5, ..., x,,], definido por:
0,(%1, %5, ey Xp) = z Xj, Xj, -
j1<j2
Observe que
o, (txy, txy, ., tX,) = z tx;, tx;, = Z t?x;, xj, = t? Z Xj, Xj, = t20, (X1, Xz, o) X))
J1<jy J1<j, J1<j,
Portanto, o, é homogéneo de grau 2.

Segue da proposicao 1.1:

n
p(z) = 1_[(2 —x)) =2z"—0,2"  + 02" 2 4 - 4 (1) "0y,
j=1

com 04, 0y, ..., 0, € R[xy,x5,...,x,],0nde
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[ n
01(X1, X0, iy Xp) =X + X + o+ X, = ij;
j=1
05 (X1, Xg, vy Xp) = 2 Xj, Xj,;
{ J1<j,
03(%1, X5, i) Xp) = z Xj, Xj,Xj.;

j1<j2<j3

\ 0, (X1, X2, o) Xp) = X1 X3 o Xp

Os polinémios a;(xq, x5, ..., x,) definidos em (1.8) sdo homogéneos nas variaveis

(x4, x5, ..., x,) de grau i. Avaliando 0s g; em x; = x, = -+ = x, = 1 temos que:

n!
Cil(n=10)r

o(11,..,1) = (’l‘)

Além disso,

@ =] [e-D=@-1r=
=1

j
=z"—0,(1,1,...0)z2"  + 0,(1,1,..,0)z2" 2 + - + (-D"0,(1, 1, ...,1)

== (P + ()2 + -+ o (D). 1) m

Dessa forma de (1.12), obtemos o Teorema binomial.

Proposicédo 1.3: Paratodon € N,
_ n _— n_n n-1 n n-2 _ n (M
z-1D"=z (1)2 +(2)Z + 4+ (-1) (n)
Fazendo a mudanca de x; para —x; em (1.9) obtemos:

Z+x)(z+x)(z+x,) =
= z" —0y(—=x1, —Xp, e, — X)Z" L+ 05 (—x1, =X, e, — X )22 + o

+(—1D)"0,(—x1, — X3, o) — Xp)- (1.13)
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Fazendo z =1 em (1.13) temos:

A+x)A+x)-(A+x, =

=1—-0.(—x1,—X3, e.,— Xp) + 05 (—X1, —X3, e, — X)) + -+ 0y (—Xxq, =X, ..., — xp) (1.14)

Os og; definidos em (1.8) sdo polinbmios nas varidveis x; e 0 nimero de variaveis
influencia a lei de formacao das fungdes o;. Por exemplo,
0,(%1, %5, X3) = X1Xp + X1X3 + X3X3.
Por outro lado,

0-2 (xl,XZ, X3, X4) = X1X2 + X1X3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + X3X4.
Dessa forma, definimos:

{cro(xl,xz,x3, vy Xp) =1 (1.15)
Om (X1, X5, X3, ..., X,) =0,5e m > n (1.16)

Vamos estabelecer as seguintes relacdes de recorréncia:
Proposicao 1.4: Parak > 1, k € N, temos que:
Oer1(X1, X0, X3, ey X)) = X0y (X1, X3, X3, euny Xp—q) + Opp1 (X1, X2, X3, o) Xpeq) (1.17)

Demonstracéo: Vamos particionar a soma ay,.4 (x4, x5, X3, ..., X,,) €m duas parcelas:

Na primeira soma vamos considerar as parcelas formadas por produtos de comprimento
k, onde cada fator x;.€ {x;, x5,... x,_1}, € €m seguida multiplicar cada parcela dessa soma
(formada de produtos) por x,,.

Ja a segunda soma deve ser formada por parcelas de produtos de comprimento k+1

cujos fatores pertencam a {x; , x5,... Xp_1 }-
Dal” O—k+1('x11x21x3) ’xn)z xnak(x11x21x3l ey xn—1)+0-k+1(x11x21x3J ;xn—l)-

Proposicao 1.5: Parak > 1, k € N, temos que:

Orr1(X1, X2, X3, eoey X)) = X0k (X, X3, X4y ooy X)) + Opp1(Xo, X3, X4, oo, X)) (1.18)
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Demonstracéo: Vamos proceder como na demonstracdo da proposi¢cdo 1.4. Dessa
forma particionaremos a soma gy, .4 (x4, X3, X3, ..., X,) €m duas somas:

Na primeira soma vamos considerar as parcelas formadas por produtos de comprimento
k, onde cada fator x;e€ {x,, x3,... x,}, € em seguida multiplicar cada parcela dessa soma
(formada por produtos) por x; .

A segunda soma deve ser formada por parcelas de produtos de comprimento k+1 cujos
fatores pertencam a {x, , xs,... X, }-

Dai, 041 (X1, X2, X3, «r)y Xp) = X103 (X2, X3, X4y vry X)) + Opyp1( X2, X3, X4, ven ) X)) W

Como g, sdo polindmios homogéneos nas variaveis x,, x,, X3, ..., X, de grau k, entdo
para todo t € R, temos:
O (tx1, tX5, tX3, o, tXy) = tR 0 (X1, X0, X3, oor) Xp). (1.19)
No caso particular de t = —1, temos:

0 (=X, —X3, —X3, e, —Xp) = (=1)*03, (x4, X2, X3, 0., X)) . (1.20)

Substituindo (1.20) em (1.14), obtemos a identidade:

A+x)A+x) A +x, =

=1+ 0;(x1, %9, X3, e, X)) + 02 (X1, X9, X3, 0, X)) + o+ 0p (X1, X2, X3, o0, X)) . (1.21)

Fazendo a substituicdo de x; por tx; em (1.21) obtemos:

A+tx)A+txy) - (1 +tx,) =

== 1 + Gl(txl, txZ, tX3, ey txn) + Uz(txl, txz, tX3, ey txn) + A + Un(txl, txZ, tX3, ey txn) (122)

Segue de (1.19) que:

A+tx)A+txy) - (1 +tx,) =

=1+ toy(xq, X3, X3, e, X)) + 205 (X1, X2, X3, oo, X)) + - + "0, (X1, X5, X3, .0, Xp). (1.23)

Vamos considerar a func¢do na variavel t € R definida por:

E,(t) = (14 tx)(A + txy) - (1 + tx,) = 1+ tog + t?0, + -+ t"o,  (1.24)
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E entdo determinar os coeficientes a;, por meio da expanséo de F, (t) em serie de Taylor

em torno de t = 0. Segue de [10], que para k > 1:

d*(E,(0)
01 (%1, X2, X3, cue ) X)) = %

(1.25)
Temos por definicdo que ay(xq, X5, X3, ..., X,) = 1.
Avaliando as funcdes oy (xq, X5, X3, ..., X,) Para x; = xq*"%,i=1,2,3,..,n,0U Seja,

ak(xl,xz,xg, ...,xn) = oy (x,xq,xq%, ..., xq"1).

Segue de (1.19) que:

o (%, xq,xq%, ..., xq™ V) = x*0, (1,9, 4% ..., g™ 1), ou seja,

0.(1,q,4% ....,q" V) = x o, (x,xq, xq?, ..., xq™1). (1.26)

Agora vamos analisar oy (x, xq, xq?, ..., xq™ 1), observemos que o;, sdo constituidos
por somas, cujas parcelas sdo produtos formados por k fatores que pertencem ao conjunto
{x,qx,q%x,q%x, ...,q" " 1x}. Dessa forma, cada parcela em o,(x,xq,xq>? ..., xq™" 1) €

formada por um produto desses k fatores cuja menor poténcia x°q*, s,t € N nesse produto é

k(k—1)
da forma x*q~ 2
De fato:
k(e=1) k(k — 1
x.qx.q%x .q" " 1x = xkqlt2¥3toth-1l = kg™ 2 enessecasos = ke t = %

k(k—1)

Colocando x*¥q~ 2z em evidéncia em oy (x, xq, xq?, ..., xq" 1) podemos escrever:

k(k—1)

o, (%, xq,xq?, ..., xq"" 1) = xkqt*t2H+k-1) [Z] =xkq 2 [Z] (1.27), onde

ni, . A .,
[k ] é um polindémio na variavel q.
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Segue de (1.27) e (1.26) que:

) k(k=1) r
0x(1,q9,4% ...,q" ) =q 2 [k] (1.28)

Observe 0 caso n = k em (1.28)

_ nn-1) n
0,(1,9,9% ...,.q" ) =q 2 [n] (1.29)
Segue da definicdo que:

2 1 2 1 142 1 nn-1)
0,(1,9,9% ....,q" ) =q.q* ... q" "t =gltet il = g2 (1.30)
=1.m

Segue de (1.29) e (1.30) que [Z]

Definicdo 1.5: Sejam k,n € N. O polindmio [Z] na variavel g dado em (1.28) €

chamado polinémio de Gauss ou coeficiente g-binomial.

Segue de (1.15) e (1.16), respectivamente que: [8] =1le [Z] =0,sen<k.

Nosso objetivo a partir de agora, € determinar uma formula explicita para o polindmio
[Z] na variavel g, no caso n > k e k > 0. Para isso, usaremos as proposicoes 1.4 e 1.5.

Segue da Proposicédo 1.4 que:

O-k+1(1r q, q2’ L] qn) = an'k(l, q, qZ’ L) qn—l) + O-k+1(1' q, qZ’ R qn—l) (131)

(k+1)k

k(k—-1)
Substituindo o4,,(1,9,4¢%, ...,.q™) =q [n]

n+1 -
k+1], o(L,q.4% ...q" N =q =z |,

(k+1)k

eors1(1,9,9%, ...,q" ) =q 2 [k :L_ 1] em (1.31) obtemos:

T e T A

ST g 2 ]
S Gt e H FT S
KO [ 4 1 (k+1)k

hyql=ara [Z]Jrqw[kﬁ]

I S R U WA




32

Portanto,

fd = lel+ bk as

Dessa forma concluimos que o polinémio de Gauss satisfaz a seguinte relacdo de
recorréncia:

Proposicédo 1.6: Para k,n € N, comn > k temos que:
n+1] _ n-k[N n
k+1]_q il L 1)

Vamos aplicar a proposic¢édo 1.5 e dessa forma temos a seguinte identidade:

0k+1(1' q, qZ, ey qn) = O_k(q' qZ, e qn) + o—k+1(% q2, ey qn) . (133)

Sendo O-k(ql qzl q3; ---:qn) = qko—k(ll q' ---:qn_l) € O-k+1(ql qz' q3' "'lqn) =
o1 (1,q, ..., g™ 1), concluimos:

o-k+1(1! q, q2! L] qn) = ko'k(]., q, q2, L] qn—l) + qk+10-k+1(1' q, qz' ey qn_l) (134)

qk

("+21)" n+1

Substituindo o4,1(1,q,¢% ...,q™) = q k+1l’

(k-1)k (k-1)k

_ n _ n
0r(1,9,¢% ...q" ) =q 2 [k] e 0141(1,q,q% .. q" ) =q 2 [k n 1] em
(1.34) obtemos:

I P R R

(e bk et 1 — HE arig T i 1]

i Zii =qw{[§§]+qk“ i+ 1)

Portanto,

] PR PR B (1.35)

Dessa forma concluimos que o polindmio de Gauss satisfaz a seguinte relagdo de

recorréncia:
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Proposicédo 1.7: Para k,n € N, temos que:
Eral=le]+ ekl
Segue das proposicdes 1.6 e 1.7 que:
0=[el+ e fer ol = [ |-l o
o=[Fla-a el il -

5@ == [ o=

~[7]a =g 1—-q" ") n
P [ S g W KT

Dessa forma concluimos que o polinbmio de Gauss satisfaz a seguinte relacdo de

recorréncia:

Proposicdo 1.8: Parak,n € N,n > k,

(1-¢"")n
[i)

[k + 1] (1- k+1) (1.36)

Fazendo k = 1 em (1.28) temos que 0,(1,q,q%, ...,q" 1) = ¢° [f ] Por outro lado,

0—1(1) q; qz, -..,qn_l) = 1 + q + q2 + . + qn_l —

_(A+qg+q®++q"NA-q) 1-q"

(1-q) 1-g¢
Portanto,

ny_ 1-4q"

[1]_ 1—q'
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Observe que:

n1 1_ n

[Tzl] [1+1]_ [n] 7 1_qq;
1-— - 1-— n-2 1-— n—1 1—g™
[731]=[211]=1_—23[;1]= 1_qq3 X 1_qq2 X l_qq;

1— n-3 1— n-3 1— n-2 1-— n—-1 1-— n
G-l == 3] . . .

1-q¢* 13171~ 1—q3 1o “1-q
HERARE= N HE
zl_qn—4 1_qn—3 1_q—2 1—61_1 1—q"

X X X X .
1-g¢° 1—q* 1-¢3 1—¢q? 1—g¢q

(1—g""HA-q""..A-q"
1-¢90-¢1..0-q)

Logo, chegamos na férmula explicita para o polinémio de Gauss.

Segue por inducao: [k ] (1.37)

Proposicao 1.9: Parak,n € N,n > k,

(1_ n-— k+1)(1_ n-— k) (1_ n)
k] =~a=ma- =) ..(A—q)

Definicdo 1.6: Seja n € N. Chamamos de um g-analogo do natural n, e denotamos por

[n] o seguinte polinémio na variavel g definido como,
[n] = qq_‘l =1+q+q*+-+q" %

Segue da definicdo 1.6 que lin}[n] =1+1+:-+1=ne dessa forma dizemos que
q—)

[n] é uma extensdo do nimero natural n.

Definicdo 1.7: Seja n € N. Chamamos de um g-analogo do n!, e denotamos por [n]! o

seguinte polinbmio na variavel g definido recursivamente por:

[n]! = [n][n — 1]}, com [1]! =1
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Segue da definigdo 1.7 que lim,_;[n]! = n!e dessa forma dizemos que [n]! € uma

extensdo do numero n!.

Exemplo 1.18:
[1'=[1]=1;
2l=[2l.11=1+q)1=1+g;

[ [2
[BI'=[B].12]'=(1+q+4*).1+q);
[4]' =1

Proposicdo 1.10: Para k,n € N, temos que,

I
4.B81'=0+q+q*+¢>)A+q+q*). (1 + q);

)

Demonstracdo: Nos casos k = 0,1,n e n < k. Temos que:

1

. n . n
1) limg,q 0] = limg;1=1= (0);
2) limg_, ’1’ =limg,(1+q+-+q" D =n=7);
. n ) n
3) limg_4 ] = limg,,0=0= (k>’ sen < k.

Suponha que n > k , dessa forma segue da proposic¢ao 1.9 que

(1_ n— k+1)(1 qn k) (1_ n).

[e]=

n
Dessa forma reescrevendo [k ], temos:

1-qgMHA—q" ) ..(1— g~ &D)

1-¢90-q“H..(1-9q)

(1-q"")..(1-¢H1-q)

[kl =

(1-¢9..A-9q) (1-g"0) .. 1-¢)U-q)
a9l 0-9. 0200 -94=Da-g
= ")(1 )...—(}_g)(l )(1 L0 - >...—(11_Z,)(1—q>—(iig)(1—q)
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1-¢HA-¢"") A=) (1A= 4 _yn
_ T-q 1-q " T-q 1-gq 1
T (1-4¢9 (1-¢»)U-9 1-q"*) (A-¢*)1A-q) nek
1_2."1_2 1_3(1—@k 1fq ".1_% 1_3(1—@ K

1-¢n)(A-¢"") (1-¢)1d=-q)

_ 1-gq 1-q " 1-q 1-—q _
(1-¢q%) 1-¢>)1-q@ A-qg"%) (1-9g%) (1-9q)
e v I-g T-q 1-g - 1-q 1—g¢

Portanto,

[n]! .
[ =T © el = GO

O coeficiente binomial satisfaz diversas identidades, sendo possivel demonstra-las

. e A - nj . ~ . ~
algebricamente. O polindbmio de Gauss, a saber, [k] € uma extensdo ou uma generalizacdo do

coeficiente binomial, e este fato decorre da proposicao 1.9, pois, lim_,4 [Z] = (Z)

Além disso,

n oy [n]! B [n]! m
[n—k] T In—kl'[n-(m-=-B] [k]'[n—k]! [k]

Outra propriedade do polindbmio de Gauss similar a propriedade obtida por meio do

coeficiente binomial é a relagdo de Stifel® esta propriedade segue da proposicdo 1.7, a saber:

! Michael Stifel (1487 — 1567) publicou em 1544 sua obra Arithmetica integra, o mais importante tratado de
algebra da Alemanha no século XVI. Nele aparece pela primeira vez o tridngulo dos coeficientes do bindbmio, até
os de ordem 17, inclusive a formula recorrente entre eles hoje conhecida como relacdo de Stifel, que é uma
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el =le e ] vienen

Por meio dessa propriedade podemos construir um triangulo similar ao Triangulo de

Pascal?. A respectiva propriedade nos diz que o polindmio de Gauss disposto na linha n + 1
pode ser obtido através do polinémio de Gauss da linha n, [;:] somado a gk*? [k :l_ 1]. Por

exemplo:

Tabela 1 - Triangulo S|migajr ao Triangulo de Pasca
ol [
F I
ol GGG
I

o 4

Fonte: Autora
Calculando os coeficientes g —binomiais na tabela 1 e reescrevendo a tabela obtemos:

identidade bem conhecida em analise combinatéria e tem suas aplica¢cBes envolvendo coeficientes binomiais

. . . . n n n+1
dada por : para quaisquer naturaisn,ktaisque 1 < k < n, (k) + (k N 1) = (k + 1) [1].
2 O triangulo de Pascal é um tridngulo numérico formado pelos coeficientes binomiais. Foi descoberto pelo
matematico chines Yang Hui (1238-1298) e posteriormente Blaise Pascal (1623-1662) matematico e filosofo,
escreveu e estudou as suas propriedades. O tridngulo é infinito e simétrico, e seus lados esquerdo e direito
sempre devem possuir o nimero 1. Cada linha possui um nimero a mais que a linha anterior. Por suas
interessantes propriedades, pode ser construido facialmente & partir da primeira linha [1].
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Tabela 2 - Generalizacédo do Triangulo de Pascal

1 - o
1 1 - HIH
1 1+q 1 - 5] [ﬂ [i]
1 1+q+q? 1+g+q° 1 = g] ﬂ [i] [‘Z’]
1 1+g+g* g’ 1+q+29%+ g*+ g’ I [3] [‘ﬂ [;] [?ﬂ [i]

Fonte: Autora.

1.4 Uma generalizagdo do Teorema Binomial

Os numeros binomiais (k) sdo definidos combinatoriamente como o numero de

maneiras de escolher k objetos de um conjunto de n objetos. Na expansao de (1 + z)™, onde

, , , , .. , (M ,
z & um numero real e n € um ndmero natural o coeficiente de zk é (k) tal resultado é

conhecido como Teorema Binomial. O polindmio de Gauss, também chamado de coeficiente
g-binomial, definido na secdo anterior € uma extensdao do coeficiente binomial satisfazendo
diversas identidades similares as identidades obtidas por meio do coeficiente binomial. Nesta
secdo validaremos e enunciaremos o0 Teorema g-binomial a seguir observaremos que esse

resultado € uma extenséo ou generaliza¢do do Teorema binomial. Segue da identidade (1.21):

A+x)A+x)..L+x,) =

=1+ 0,(x1, X9, e, Xp) + 05 (x1, X3, e, X )+ oo + 0 (X4, X, o, X)), (1.38)

Fazendo x; = xq'~%,i =1,...,n, em (1.38) e usando as identidades (1.27) e (1.28)
temos:
A+x)A+xq)(1 +xq?) ...(1 + xq™™ 1) =
=1+ 0,(x,xq,xq9% ..., xq" ) + 0,(x, xq,xq?, ..., xq"" 1) + -+ + 0,(x, xq, xq?, ..., xq™ 1)

=1+x0,(1,9,¢>% ...,q" V) +x%0,(1,9,4%, ....q* ) + -+ x"0,(1,q,4%, ...,q"* V)
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ARt A RS e IS 1
L e L Pl g Py g PP Bl e S CEE )

Segue da identidade (1.39) o Teorema Binomial generalizado ou uma extensdo do

Teorema Binomial que damos a seguir:
Proposicédo 1.11: Sejam x, g € R. Entdo

1+x)1+xq9)(1+xq?) ..(1+xq™ 1) =

R RSO A W PR W P

Fazendo g — 1 na identidade (1.39) obtemos o Teorema Binomial, ou seja,

AI+)"=0+x)A+x)A+x)..(1+x) =

“tax (e Q) e ()42 )t ()

1.5 Algumas propriedades
Na secdo anterior validamos diversas propriedades do polinbmio de Gauss e
observamos que essas identidades sdo generalizagdes de propriedades relativas ao coeficiente

binomial. A seguir listamos cada uma delas:

Propriedades: Para todo n, k € N, temos:

-
1._0_—1;
2. [ =1,
| n |
-
3._k_—0,sen<k;
L 1— n—-k+1 1-— n—k (1= g™
4l _(Q-q k)( g_l) A-a) o
e ] A-g")A =g ..(1—-q)
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[n]!

5|k ) = e =
o [}] = ()

S -_-n]

n—kl g

8.[x 1l =i ]+ [ b4l
A i B PR Rl |

Queremos validar a seguinte identidade, fazendo algumas manipulagdes algébricas:

Zoqu [;‘]2 _ [21?] (1.40)
=

A interessante identidade dada em (1.40) que envolve o polindmio de Gauss é uma

2
generalizacdo da identidade ;. (?) =(2nn), pois quando avaliamos (1.40) em g =1

obtemos a tal célebre identidade. Essa identidade prova-se algebricamente comparando os
coeficientes de x™ na expansdo da igualdade:
(1+x) =1 +x)"(1+x)", quando se aplica 0o Teorema binomial, dado um n

inteiro positivo. Da mesma forma prova-se (1.40):

Proposigdo 1.12: Sejam q € R. Entéo
n n 2 2
LT =1 4"
2 [ =171
Jj=0

Demonstracao: Fazendo x = zq na proposicao 1.11 temos que:

(1+2zq).(1+2zq%) ...(1 + zq™) =

=1+2q [Tll] + z%¢3 [Tzl] + z3q° [g] + o ann(nz+1) [Z]



41

. J(J+1) 141
Zz [] (1.41)
j=0
De (1.41), temos que :

n
o jU+1)
Z zlq 2 [Zjn] =1+2zq9).(1+2z¢%)..(1+ zqg*") =
j=0

=[(1+2q).(1+2q%)..(A+zg™)].[A1+z.q"q).(A+z.q"q")] =

Y S Y e P

j=0 k=0

Comparando o coeficiente de z" na igualdade dada em (1.42) temos:

2nk+k(k+1)

n(n+1) [Zn] - k] .q 2 [k] ,0u seja,

(n—k).(n-k+1)
n |

q q 2

M:

&
Il

0

n(n+1) Zn] i qn nk+n kn+k%-k i f k] . qznk+2k2+k [Z] _

Tl
k=0

- n—2nk+n+k2 k 2nk+k*+k n n
;q a [y il

nn+1) oy o n2mek op o1

R B X R[4
k=0

S E B Wi s RN
k=0

= Y L

NS RRINEWEHIN

Ou ainda,




Portanto,

n

- Yo )

NN

42
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2 PARTICOES DE UM INTEIRO: UMA ABORDAGEM COMBINATORIA PARA O
POLINOMIO DE GAUSS

Neste capitulo apresentaremos a defini¢do de particdo de um inteiro positivo com suas
respectivas propriedades e iremos estabelecer algumas funcgdes geradoras para particdes com
restri¢ces. Serd introduzido o conceito de polindmio de Gauss por meio de particbes com
restricbes e veremos que o coeficiente g-binomial esta estreitamente relacionado com a
funcdo geradora para particdes de um inteiro positivo n cujas partes € no maximo m e cada
parte € menor do que ou igual a N, sendo N,m inteiros positivos. No final apresentaremos
uma interpretacdo pratica do Polinbmio de Gauss por meio de ladrilhamento de retangulo e

caminhos reticulados.
2.1 Particdes de um inteiro

Definicdo 2.1: Considere (A4, A,,..., A;) tais que A,= A, = .= A, inteiros
positivos. Sejan = A; + A, + -+ A;. Dizemos que (44, A5, ...,4,) é uma particdo do inteiro
n, cujos 4;, com 1 < i < k ,s8o chamados de partes da particéo de n.

Também denotamos uma particdo de n por (171, 252, ..., 4;%), onde a; é 0 nimero de

partesiguaisal; ek = a; + a, + ...+ ;.

Assim temos:

Denotamos por p(n) o numero de particdes de n. Assim temos que p(4) =5; p(5) =7
ep(7) =15.



Exemplos 2.1: As partigdes dos inteiros 4, 5 e 7 sdo dadas:

4
3+1
2+2
2+1+1

1+1+1+1

5

4+1

3+2
3+1+1
2+2+1
2+1+1+1

1+1+1+1+1

7

6+1

5+2

S5+1+1

4+3

4+2+1

4+1+1+1

3+3+1

3+2+2

3+2+1+1

3+1+1+1+1

2+2+2+1

2+2+1+1+1

2+1+1+1+1+1

1+1+1+1+1+1+1

44

Podemos observar que o numero de particbes de um inteiro, ou seja, p(n) apresenta um

crescimento muito rapido a medida que n aumenta. O matematico indiano S. Ramanujan

juntamente com G.H. Hardy e H. Randemacher no século XX, criaram a seguinte formula

para calcular p(n):

1 o0
n) =——= Y A,(n) Vk|—
P = —= ) A VE|

k=1

em que
k—
Ay(n) = exp | mi

0 < hsk,(hk)=1 j

[x] =max {m € Z|m < x}.

1

[l

2

)_

2mihn
k
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Uma particdo de n pode ser representada graficamente por meio de um conjunto de n
pontos no plano, sendo que cada linha deve sempre estar alinhada a esquerda, em ordem
decrescente e com um numero de pontos igual a cada uma das partes de n. Essa representacao

é conhecida como grafico de Ferrers.

Exemplo 2.2: O gréafico da parti¢cdo 5+4+2+1 de 12 é:

Definicdo 2.2: Dada uma particdo qualquer de um inteiro n, se trocarmos as linhas com
as colunas, no gréfico de Ferrers, ou seja, 0 que € linha se transforma em coluna e o que é
coluna se transforma em linha, obteremos uma nova particdo de n, que é a particao

conjugada de n. Esta opera¢do no conjunto das particdes é chamada conjugacao.

Exemplos 2.3:
Particdo den =8 Particdo Conjugada
4+3+1 3+2+2+1
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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Particdo de n =10 Particdo Conjugada
5+3+2 3+3+2+1+1
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
Particidoden=5 Particdo Conjugada
3+1+1 3+1+1
[ ] [ ]

Com este exemplo da particdo 3 + 1 + 1 de n = 5, podemos concluir que uma particdo
conjugada ndo é necessariamente distinta da particao original, dai podemos definir a particdo

autoconjugada.

Definicdo 2.3: Quando a particdo € igual a sua conjugada, ou seja, quando trocamos as
linhas pelas colunas e conseguimos a mesma representacdo da particdo, temos o que

chamamos de parti¢do autoconjugada.
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Exemplo 2.4:

Particdo de n =15 Particdo Autoconjugada

6+5+4 + 3 +2+ 1 6+5+4 + 3 +2+ 1
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Teorema 2.1: O numero de particdes de n que sdo autoconjugadas € igual numero de
particGes de n em partes impares distintas, ou seja:

p(n | autoconjugadas ) = p(n | partes impares distintas)

Demonstracéo: Consideremos uma particdo de n autoconjugada, tomamos a primeira
linha junto com a primeira coluna da representacdo do grafico de Ferrers e representamos
uma nova linha com todos estes pontos (o ponto central deve ser contado apenas uma vez).
Procedemos da mesma forma para a segunda linha e segunda coluna, criando a segunda linha
da nova representacdo. Fazemos isso repetidamente até que se esgotem as linhas e colunas, e
assim terminamos a nova representacdo. Dado que as particdes autoconjugadas sao simétricas
em relacdo a diagonal, todas as linhas criadas por este processo possuem um namero impar de
pontos, dado pelo tamanho da linha original multiplicada por 2, menos 1, pois devido a
simetria existente, a linha e a coluna da particéo original tem a mesma quantidade de pontos e
um ponto em comum.

Inversamente, considerando uma particdo de n em partes impares distintas, partindo do
ponto central da primeira linha, distribuimos os pontos restantes desta linha a esquerda do
ponto central em uma linha formada da esquerda para direita, e 0s pontos que se encontravam
a direita do ponto central, colocamos em coluna abaixo do ponto central. Dando origem assim
a primeira linha e primeira coluna da nova particdo (ponto central deve ser contato apenas
uma vez). Fazendo o processo analogo com as demais linhas, formamos um gréafico de

Ferrers autoconjugado, conforme figura do exemplo 2.5. Esta bije¢do prova o teorema.
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Exemplo 2.5:
Particdo den = 19 Particdo Conjugada
6+4+4+3+1+1 11+5+3
e o o o o o = e o o o o o o o o o o
o | o o o e o o o o
e | o | o o e o o
o | o | o
.
.
e o o o o o o o o e o o o o
e o o o o o o e o e o o
e o o e o o o
e o o
e o

Proposicdo 2.1 A cardinalidade do conjunto das particdes de n em no maximo N partes
é igual a cardinalidade do conjunto das particGes de n cuja a maior parte € menor do que ou

igual a N.
A proposicao 2.1 segue direto da operacdo de conjugacéo.

Dentre os varios métodos para resolucédo de problemas de contagem os mais conhecidos
sdo os principios multiplicativo e aditivo. Entretanto, quanto mais se imp0e restrices a estes
problemas, mais dificil se torna a sua contagem. E ai que se destaca a Funcdo Geradora, que é

uma das ferramentas da analise combinatoria que facilita a resolucao de problemas.

Definicdo 2.4 A fungdo geradora ordinaria para a sequéncia a,, k =0,1,2,3,... é
definida como sendo a fungdo G (x) que possui a;, como coeficiente de x* quando expressa

em termos de poténcias de x, isto ¢,

G(x) = ag+a;x + ax? +azx3+ - = Z axk.
k=0
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Exemplo 2.6:

Afuncdo G(x) = (1 +x)" = (8) + (111) x+ (721) x2 4+ (Z) x™ é a funcdo geradora

da sequéncia a;, = (Z)k = 01,23, ...

A fungdo G(x) = ﬁ =1+x+x?+x3+ - é afunclo geradora da sequéncia a;, =

1,k=01,23,..

Exemplo 2.7: Como podemos distribuir sete objetos idénticos em trés caixas, sem que
nenhuma fique vazia?

Sabemos que as particbes de 7 sdo: {(7), (6+1), (5+2), (5+1+1), (4+3), (4+2+1),
(4+1+1+1), (3+3+1), (3+2+2), (3+2+1+1), (3+1+1+1+1), (2+2+2+1), (2+2+1+1+1),
(2+1+1+1+1+1), (1+1+1+1+1+1+1)}. Assim, (5+1+1), (4+2+1), (3+3+1) e (3+2+2), sdo as
possibilidades. Logo, temos 04 maneiras distintas de distribuir 07 objetos idénticos em 03
caixas.

A Funcao geradora para as particdes de n em partes impares distintas é

o)

1_[(1 + x2k+1) pois,

k=0
A+20)A+x3)A+x%) ... (1 + 22 =
=14+x+x3+x*+x5+x°+x7 + 2x8 + 2x% 4+ 2x10 + 221 + -

O coeficiente de x© ¢ igual a 1, que € o total de maneiras de se escrever 6 como soma
de impares distintos. A poténcia x® aparece como o produto de x.x5. Observamos também
que o coeficiente de x* é igual a 2, pois 0 nimero 11 s6 pode ser escrito como soma de
impares distintos nas formas 11 e 7+3+1.

Vemos que

o)

1_[(1 + x2k+1) = i d, (n).x"
n=0

k=0

onde d,(n) é o nimero de parti¢des de n em partes impares distintas.
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Exemplo 2.8: Funcgéo geradora para as particdes de n em partes distintas.

Se tornarmos o produto
A+x)A+x)A+x3) .. (1+xY)..=1+x+x%+2x3+ 2x* + 3x° + 4x° + 5x7 + -
teremos a fungéo geradora para as particbes n em partes distintas. Observe, por exemplo, que
o coeficiente de x”é igual a 5, pois existem 5 particdes de 7 em partes distintas: 7, 6+1, 5+2,
4+3 e 4+2+1.

Dessa forma,

ﬁ(l + x5),
k=1

é a funcdo geradora para as particdes de n em partes distintas.

Proposicdo 2.2: A funcdo geradora para o nimero de parti¢des de n, denotado por p(n), é

dada por,
e} fos) 1
n =
Yomar=] ==
n=0 k=0
Demonstracao:
Temos que,
1
m=1+x+x2+x3+---
—— =1+t xt
1 m 2m 3m
1_xm=1+x +x +x es
Portanto,
- 1 2 3 2 4 6 2
nl—xk =Q+x+x*+x°+ )1 +x"+x"+x°..) 0 (T +xm™+ 2+ )
k=0

Donde concluimos que as contribuicdes para os coeficientes de x™ vém de um termo
x% da primeira série, de x2%2da segunda série, de x3%3 da terceira série, ..., e de x™%m da
m — ésima serie, onde a; = 0, para todo i. Sendo o produto destes termos igual a x™, temos

que a; + 2a, + 3az + -+ ma,, = n,ouseja, x = (1%, 2%, . m9m),
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Cada a; deve ser visto como 0 nimero de i's que aparecem como parte na particdo de n,

isto é, podemos expressar n cComo:
n=(1+1+--+D+Q2+2++2)+-+(mMm+m+--+m)
onde temos a;1's no primeiro parénteses, a,2’s no segundo, a;3’s no terceiro e a,,m’s no

m — ésimo. Visto desta forma, cada particdo de n ir4 contribuir com uma unidade para o

coeficiente de x™ nesta expanséo.m

Exemplo 2.9: Suponha que, em cada uma das quatro primeiras séries, tenhamos tomado,

respectivamente, as seguintes poténcias de x: x*,x®, x®e x12. Interpretando essas poténcias

como:
x% = yltl+1+1
x6 = x2t2+2
x6 = %313
x12 — x4—+4—+4
E, visto que x*.x%.x®. x1% = x?28, temos a seguinte particdo de 28:
44+44+4+3+3+2+2+2+1+1+1+1.
Observe que 0 x® na segunda série representa trés 2’s e 0 x® na terceira série representa
dois 3’s.

Deixamos agora uma tabela com as principais funcdes geradoras, para as particdes de n.

Tabela 3 — Func¢des Geradoras

Funcéo Geradora Para a particdo das parti¢des de n em partes que s&o
(1 + x2kt1) impares distintas
k=0
T 1 )
| |75z Impares
k=0
(1+ xF) Distintas
k=1
(14 x2k) Pares distintas
k=1
=1
A A 1 - ka Pares
k=1
= 1
- Quadrados
1 1 1 —_ xkz
k=1
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1_[(1 + %) Quadrados distintos
k=1
oo 1 -
H 1P Primos
P primo
Fonte: [10]

2.2 Uma abordagem para o polinbmio de Gauss: Particdes com restri¢es

Definicdo 2.5: A funcgdo geradora para as particdes de um inteiro n, com no maximo m
partes, cada parte < N € igual a:

[N ;lr_lm] — Z p(n|no mdximo m partes, cada parte < N)q™.

n=0

Exemplo 2.10: Dados N = 3 e m = 2 as particbes em no maximo 2 partes com cada
parte < 3 sdo:

Para: n = 0, temos a particéo: @;
n = 1, temos a particao: (1);
n = 2, temos as parti¢des: (1 + 1), ( 2);
n = 3, temos as parti¢des: (2 + 1), (3);
n = 4, temos as parti¢des: (2 + 2), (3 + 1);
n =5, temos a partigdo: (3 + 2);
n = 6, temos a particdo: (3 + 3).

Portanto, [> 7 ?] =1+ 9 + 242 +24° +2¢* +¢° +¢°.
Segue direto da definicéo:

[o]=[ml=1

pois a Unica particao possivel é a vazia.

Segue da operacgéo de conjugacao:
[N + m] _ [N + m]
m N

2.1)
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Dessa forma podemos escrever:

M =mEm = MmN ] e

Proposicéo 2.3: [ m = K tme gy [m;_lli’ N 1 @3

Demonstracéo: Dada uma particdo em no maximo m partes com cada parte menor do

que ou igual a N existem duas possibilidades.

(1) Todas as partes séo estritamente menores do que N, a fungcdo geradora para essas

partes é,
[(N—71n)+m] _ [N+1rnn—1]_

(2) A maior parte é exatamente N, registramos essa parte como gV, e entdo observamos
que 0 que resta é uma particdo em no maximo m — 1 partes, cada parte menor do
que ou igual a N. A funcao geradora para estas particdes é,

N[N—Tl;lr_n—l].

llustramos o caso (1) e (2) nas figuras 1 e 2, respectivamente,

Figura 1
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Figura 2

Segue de (1) e (2),
e S ET A A
Observe que na figura 1, é apresentado um retangulo (N — 1) X m onde podemos
formar todas as partices em no maximo m partes cada parte < N — 1. Na figura 2, fixamos o
retdngulo N X 1 e restou o retangulo N x (m — 1), onde é possivel formar particdes em no
maximo m — 1 partes, cada parte < N.
Como,

[N—l +m]: m+ N —
m

N1 1], entdo podemos escrever (2.3) da seguinte maneira:

[N;l'-lm]=[m+lil—1]+qN[N+1:l—1] (2.4)

N m-—1
Segue de (2.1) e (2.4)

[Vrm [N o [NEm o] Nl )

Segue de (2.5)

= = T I T e T T



Ou seja,

N e P R P

Como [N fm] = [N] entdo:

el M R Y R

Segue de (2.4) e (2.5)
[N+1]_[N—m+1+m _[m+N—m+1]_

a m L N—-m+1 1

[ e

_[ N

=|y_ m] + gN—m+1 [mlz 1], e de (2.2)

[N ym - [‘r]yl]

[N; 1] _ LIX] + qN—m+1 m’! 1] (2.7)

Dessa forma,

Subtraindo (2.7) de (2.6) temos:

0= m (@" -1+ [mlz 1] (1—gV-m+

ou seja,
-Mam-v=[ " Ja-qm
isto é,
Ma-em=[ " Ja-qgm
ou ainda,

1-— N-m+1
[N]— N uparamz 1.
1—q™

Observe que, param = 1,
(1 _ N—1+1)
I e

(1-q¢%) A-4%)
=[](\)I] 1_qq = 1_qq , pois [](\)I]:
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Param = 2
[N] [N] (1_ N-— 2+1)
_(1-4% (1—q )
1—gq 1-—g?
Param = 3

N (1 _ qN—3+1)
Bl=Gl =
q
B [N] (1-4¢"?) A-q") A—-q"") 1-q"?%
B 1-¢3  1-g¢q 1—q? 1-¢q3
Segue por inducéo sobre N.

Proposigéo 2.4:

[N] _(1-4¢"0-¢""..a-q¢")
m 1-9A—-qg?).. A —q™)

Podemos escrever,

L]:Il] — [N - ﬁ + m] = Z p(n| em no maximo m partes, cada parte < N —m)q"

n=0

Segue da proposicdo 2.4 que o polinémio de Gauss dado pela formula explicita:
(1-¢")A-q¢"™)..(A—q"™")
1-¢9)A-4g*)..A—-q™)

é a funcdo geradora para parti¢cdes de n em no maximo m partes, com cada parte < N — m.

Além disso,

()=t}

ou seja, o total de particdes de n em no maximo m partes cada parte < N —m é (71;[1) ]

56
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2.3 Uma abordagem combinatéria para o polinbmio de Gauss: Caminhos reticulados

Faremos aqui uma interpretagéo do coeficiente binomial ( através de caminhos

N + m)
m
reticulados em Z2= {(a, b);a,b € Z }.

Considerando um retangulo N x m. De quantas maneiras podemos passar da origem
(0,0) para o ponto (N, m), onde N e m sdo inteiros ndo negativos, podendo caminhar de
unidade em unidade para a direita (leste) ou para cima (norte).

Tomamos um total de N 4+ m passos, exatamente N desses passos devem ir para o leste,
sendo tomados em qualquer posigdo. Assim do conjunto de N +m passos, podemos
selecionar qualquer m deles para serem 0s passos para 0 norte. Dessa forma, teremos
(N ;I;lm) caminhos que partem da origem até o ponto (N, m) com as restricdes dadas.

Faremos um exemplo para ilustrar a situacgéo.

Exemplo 2.11: De quantas maneiras podemos passar da origem (0,0) para o ponto (3,2)?

De acordo com a figura 3:

93.2)

[ J
(0.0) Figura 3
Temos,

<3+2)—(5)— ' _ 10 caminhos de (0,0) a (3.2)
2 = 2 —3'2'— caminnos de , a y .

Vamos listar cada um desses caminhos reticulados:



Tabela 4 — Caminhos Reticulados da Figura 3

2q

2q

v
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Fonte: Autora.

No exemplo 2.11, para cada caminho reticulado associamos uma potencia de q,q",
onde n indica o total de quadrados 1 x 1 acima do caminho. Denotamos por C (N,m) 0

conjunto formado pelos caminhos reticulados C que partem de (0, 0) até (N, m).

Defini¢do 2.6: Dados N e m numeros naturais, seja C € € (N, m), definimos o peso C

por g¥(©), sendo w(C) o nimero de quadrados 1 x 1 acima do caminho reticulado C.

Segue do exemplo 2.11 que (g) = (3 ; 2) é o total de caminhos reticulados diferentes

que partem de (0, 0) até (3,2). Além disso:

gV O =1+ q+2¢%+2¢> +2¢* + ¢5 + ¢ = [g]
cec (N,m)



60

Dados N e m inteiros, vamos detonar por g(N,m) 0 conjunto das particdes de um
inteiro em no maximo m partes, cada parte < N.
A partir do exemplo 2.12 iremos dar uma ideia de bijecdo entre C(N,m) e go(N, m),

aproveitando esse exemplo apresentaremos o peso de cada caminho reticulado C € C(N, m).

Exemplo 2.12 Considere o conjunto dos caminhos reticulados C(3,2). Queremos
estabelecer uma bijecdo entre C(3,2) e as particGes de um inteiro em no maximo duas partes
cada parte < 3.

Para isso faremos a tabela:

Tabela 5 — Bijecdes da partes de um inteiro

Peso:qw(c) Cec(3,2) $ (N, m)
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2
2q
1+1
3
2q
2+1
242

2q

3+1
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[ ] [ ] [ ]

qs 3+2
[ ) [ )
[ ] [ ] [ ]

q° 3+3
[ ) [ ) [ ]

Fonte: Autora.

De acordo com a tabela 5:

gv©O =q°+q* +29°+2¢°3 +2¢* +q° +q° =
CEC(3,2)

= Z p (n| em no maximo duas partes, cada parte < 3)q" = [3 -; 2]'

nz0

Observe que,

[5] _(1-¢°).0-4"
3

A-¢O.(0-q
_0-9.@"+¢*+q*+q+1).(01-¢*).(1 +q)
1-9¢5).(1-9q)

=@*+¢@+q¢*+q+1).(1+4q%
="+ +¢*+q+1+q¢°+ ¢ +q* +q> + ¢*
=1+q+2¢°+2¢°3+2q*+q°+q°. m
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2.3.1 A bijecdo entre go(N,m) e C(N,m)

Vamos descrever por meio de passos, onde N indica um passo para cima (norte) e L
indica um passo para direita (leste) o caminho reticulado € € ¢ (N, m)
Exemplo 2.13: Considere C € C (6,5):

(6.5)

(0,0)

Figura 4

Podemos escrevé-lo como uma sequéncia de letras N e L, indicando 0s passos:

NLLNLNLLNNL

Para descrever o caminho C dado geometricamente por meio de uma sequéncia de
comprimento N + m, formado por letras N e L, basta ler a sequéncia da esquerda para direita

comecando na origem do plano xy, (0,0) e terminando em (N, m). Vamos estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre go(N, m) e C(N, m).

Dada uma particdo A € (N, m). Temos,

{A = Al + AZ ..t At’

1<t
11212>"'21t,

<
1< X

IAIA

m
N
Vamos denotar 1 = (A7

LAY 0, Ak), k< t, onde ; é a quantidade de partes iguais a
A;eobservequet = a; +a, + -+ ay.

Se A for a particdo vazia associamos o caminho C, que consiste de m passos para o
norte e N passos para o leste. Observe que o peso C, é q¥(¢0) = ¢q° = 1.
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1. Coloque o grafico de Ferrers de A no retangulo N x m, disposto no primeiro
quadrante do plano xy, com um dos Vvértices na origem (0,0), consequentemente 0s outros
vertices sdo: (N, 0), (0,m), (N, m).

2. Como a particdo tem t partes, entdo iniciaremos a constru¢do do caminho comm — t
passos para 0 norte, em seguida deslocamos A, = A, passos para o leste e a; passos para o
norte. Agora desloque A,_; — A, passos para leste e aj_, passos para o norte. Depois va com
Akx—o — A4 para leste e a;_, para norte, e assim sucessivamente, até chegar no lado superior
do retangulo, depois caminhe para leste até (N,m). A partir de 1 e 2 € possivel descrever o
caminho C, por meio de uma sequéncia de comprimento N + m com as letras L e N observe

o peso de C; € C (N, m).

Vamos executar 0 processo para: A € (6,5).

1. Temos,
A=5+5+3+2=(5%32),t=2+1+1=4
A
(6,9)

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] al — 2
a, =1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] a3 - 1

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

Figura 5 i
(0,0)
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2. Temos,

N=6, m=5, t=4‘, /11=AZ=5' /13=33/14=2,

a, =2, a, =1, az; =1, m-—t=5—-4=1
A
a
Az_lz»
az
A3 =My
as
n
m-t
Figura 6

Portanto o caminho paraa particdo A =5+5+ 3+ 2 € C(6,5) €:
C:NLLN LNLLNN L.

Reciprocamente, dado C € C(N,m), podemos descrevé-lo por meio de uma sequéncia
de comprimento N + m, cujas entradas sdo formadas pelas letras Ne L. A leitura dessa
sequéncia faremos da esquerda para direita.

1. Observe que a quantidade de passos que damos para norte (N) inicialmente,
determina a quantidade de partes da particdo, que sera dada por m — [, onde [ é o total de
passos que damos inicialmente para norte. Assim, m — [ < m. Em seguida construiremos a

menor parte contando a quantidade de passos para o leste.
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2. Os passos para norte (N), depois que aplicamos o item 1, indica quantas vezes a
menor parte aparece.

3. A proxima menor parte € formada pela menor parte do item 2, mais o total de passos
que damos para o leste, depois do passo 1 e 2. Esse processo € feito sucessivamente até
esgotar todas as letras da sequéncia.

4. Observe que temos no maximo N passos para leste e as partes das particdes que
construimos s&o no maximo N.

Segue de 1, 2 e 3 que a parti¢do A, obtida por meio de C, A, € (N, m) .
Vamos ilustrar o processo para ao exemplo C € C(6,5), descrito pela sequéncia:
C:NLLNLNLLNNL

Temosque N = 6m=5e [ =1.Logom—1=5—1 = 4. Aparticdo 1, tem quatro

partes, a saber:
Ae =AM+ A+ A3+ A4

Ay =2

Aa=A,+1=2+1=3eas;=1

Ay=A3+2=3+2=5¢ea,=1

A=5ea =1

Observe que w(C) = g = q>3+3+2,

Assim, mostramos que | (N,m)| = |C(N,m)|. Além disso, a funcdo geradora para

particdes em no maximo m partes, cada parte menor do que ou igual a N é:
qW(C)

CeC(N,m)

Logo concluimos,
qv(© = z p(n; em no maximo m partes, cada parte < N)q" = [N :;lm]
CeC(N,m) n=0
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2.4 Uma interpretacio do Polinbmio de Gauss por meio do ladrilhamento do reténgulo
1 xXn.
Queremos ladrilhar o retangulo 1 X n usando k quadrados azuis 1x1 e n—k

quadradros vermelhos 1 X 1, ou seja k ladrilhos azuis e n — k ladrilhos vermelhos.

Defini¢do 2.7: Denotamos por L(n,k) o conjunto dos diferentes ladrilhamentos do
retdngulo 1 X n usando k ladrilhos azuis e n — k ladrilhos vermelhos.

Para cada ladrilhamento L € L(n, k), vamos definir o peso de L por W (L), onde W (L)
é calculado da seguinte forma:

- Calcula-se o peso do ladrilho individual no ladrilhamento L. Um ladrilho vermelho
sempre recebe peso 1. O ladrilho azul tem peso g°, onde s é igual ao total de ladrilhos
vermelhos a esquerda do ladrilho azul no ladrilhamento L.

- Calcula-se W (L) multiplicando o peso de todos os ladrilhos no ladrilhamento L.

Exemplo 2.14: £(6,3) € o conjunto dos diferentes ladrilhamentos do retdngulo 1 x 6,
com 3 ladrilhos azuis e 3 ladrilhos vermelhos.

Seja L € L(6,3), como segue abaixo, calcule o peso de L, W(L).

Consideracdes:

1. O primeiro, o terceiro e o quarto ladrilhos tem peso 1.

2. O segundo ladrilho tem peso g2, pois a esquerda dele tem um ladrilho vermelho;

3. O quinto ladrilho tem peso g3, pois a esquerda dele tem 3 ladrilhos vermelhos;

4. O sexto ladrilho tem peso g3, pois a esquerda dele tem 3 ladrilhos vermelhos.

Portanto W(L) = 1.q.1.1.¢q3.q3 = q*™3*3 = ¢’.

Agora vamos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre L(n, k) e C(n — k, k),
ou seja, para cada ladrilhamento L do retangulo 1 X n, com k ladrilhos azuis e n — k ladrilhos
vermelhos, vamos estabelecer o Unico caminho reticulado C € C(n — k, k) correspondente a
L.

Abijecdo entre L(n, k) e C(n — k, k) € dado da seguinte forma:

- Para cada ladrilho azul no ladrilhamento L, movemos uma unidade para cima (Norte);

- Para cada ladrilho vermelho no ladrilhamento L, movemos uma unidade para direita

(Leste). A bijecdo preserva os pesos, ou seja, ¢ (© = w(L).
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Exemplo 2.15: Seja, L € £(8,3), 0 seguinte ladrilhamento do retangulo 1 x 8, com 3

ladrilhos azuis e 5 ladrilhos vermelhos de acordo com a figura 7:

Figura 7

O caminho reticulado € € ¢(8 — 3, 3) = C(5,3), associado a L é:

Figura 8
Observe que ¢¥(© = w(L).

Para ilustrar a correspondéncia entre C(n — k, k) e L(n, k) faremos o cason =8e k =

Na tabela 6 descrevemos para cada L € L(8,3), o respectivo C € C(8—3, 3) = C €

C(5,3), associado a L e observamos que g¥(© = w(L). Vamos denotar

S(n) = Z W(L) e s(n) = z qw(c)
LEL(n k) CEC(n k)
w(L)=q" w(c)=n

Tabela 6 — Ladrilhamento X Caminhos Reticulados

n=0 LeL(8-3,3) s(n) cec(8-3,3) s(n)

| N | v
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s [N | - o

Fonte: Autora.

Observe que estabelecemos uma bijecdo entre £L(n,k) e C(n — k, k). Dessa forma,
temos que:
|L(n, k)| = [C(n —k, k)
Além disso, a funcdo geradora para particbes em no maximo k partes, cada parte menor
do que ouiguala N — k, é,
w(L)
LEL(nK)

Segue das observagdes das secOes 2.2, 2.3 e 2.4,

Proposicéo 2.6:

z w(l) = z gV (© = Z p (n; em no maximo k partes, cada parte < N)g"
LEL(nk) CeC(n—k,k) n=0

=[G
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram apresentados alguns resultados e exemplos sobre polinémios
simétricos, somas de Newton, e Relacbes de Girard, para construcdo do conceito de
coeficiente g-binomial juntamente com suas propriedades.

Para isso abordarmos aspectos algébricos e combinatorios do polindmio de Gauss
enfatizando que esse polindmio avaliado na indeterminada q = 1, reduz-se ao coeficiente
binomial e neste caso mostramos que esse polindmio € uma extensao do coeficiente binomial.

Também apresentamos algumas abordagens combinatorias que foram feitas por meio de
particbes em no maximo m partes com cada parte menor ou igual a N. Por meio desta ideia

relacionamos este conceito com caminhos reticulados e ladrilhamento.
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