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Resumo

Em uma primeira vista decompor uma matriz no parece ser t2o interessante, porgm
aprofundando os estudos observamos o quanto ela estk presente em nossos afazeres di£rios,
principalmente de quem lida com as ferramentas computacionais.

Vendo uma imagem ou um desenho num computador ou celular nem nos damos conta de
guanta matemética existe por trks dessas exibi 1es. Mostraremos que uma imagem pode
ser armazenada em uma quantidade menor de espa 0 sem perdermos a caracter stica da
imagem original, para isso usaremos matemética, decomposi 2o matricial, que basicamente
trabalha com matriz, ele nos auxiliark na decomposi 2o e na reconstru 2o da imagem com
menos informa 2o.

Palavras-chaves:Matriz, decomposi 20 SVD, reconstru 2o de imagem.



Abstract

At rst glance decomposing a matrix does not seem to be so interesting but deepening the
studies we observe how much it is present in our daily tasks, mainly of those who deal
with the computational tools.

Seeing an image or a drawing on a computer or cell phone, we do not even realize how
much mathematics there is behind these exhibits. We will show that an image can be
stored in a smaller amount of space without losing the characteristic of the original image,
for that we will use mathematics, or matrix composition, that basically works with matrix,
it will help us in decomposing and rebuilding the image with less information.

Key-words: matrix, singular value decomposition, image reconstruct on.
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1 Introdu 20

Este trabalho @ o encerramento do curso do mestrado pro ssional de matem#Atica em
Rede pela UFGD, que traz na sua ess ncia uma amostra de um dos ramos da mateméktica
moderna, computa 2o grk ca. Gra as a avan os tecnol gicos e em especial a computa 2o
grk ca, hoje podemos ver desde um feto que estk no etero da m2e at@ a imagem de pessoa
daqui a vinte, trinta anos.  impressionante os passos largos dados por essa £rea em um
espa o t2o curto de tempo, um exemplo vis vel atd mesmo para o mais leigo @ o aparelho
de televis®o que vem melhorando a cada dia a exibi 20 da imagem cando t2o pr xima da
real.

Mostraremos como a matemktica estk intimamente ligada aos afazeres dikrios,
um simples ato de visualizar uma imagem no celular ou em um computador esconde
por trks uma in nidade de teorias matemékticas, por sinal muito complexo. Na parte da
imagem trataremos de um caso bem espec co que @ a compacta 2o de imagem. Quando
estamos falando de imagem, entendemos por espa o, e quanto menos espa 0s pudermos
usar para armazenar uma informa 2o melhor. Existem vArias ferramentas que fazem a
compacta 20, muitas j£ est®o agregadas no sistema operacional de cada equipamento,
nossa implementa 2o foi feita no OCTAVE uma ferramente extremamente poderosa, criada
para resolver cklculos complexos.

Na matem£ktica e na computa 20 uma imagem pode ser vista como uma matriz,
onde cada entrada @ um ponto da imagem que @ chamado de pixel que estk associado a
uma cor, a imagem pode ser monocroméktica ou colorida, trataremos aqui das imagens
coloridas. A tarefa do OCTAVE vai ser a decomposi @0 dessa matriz e logo depois a
reconstru 2o, na decomposi 20 o0 OCTAVE usa a teoria da decomposi 20 em valores
singulares (singular value decomposition - SVD), que reescreve a matriz original em tr s
matrizes, onde a primeira e a terceira s2o0 matrizes de autovetores associados aos autovalores
das matrizes AAT e ATA sendo A nossa matriz (imagem) original e a matriz do centro @
uma matriz diagonal com seus termos sendo a raiz quadrada dos autovalores, feito essa
decomposi 2o faremos a reconstru 2o, porem usando menos informa 1es que a original.

Para chegarmos a isso, dividimos o texto em cinco cap tulos. No cap tulo 2 mos-
traremos o alicerce necesskrio para que esses resultados aconte am, de ni 1es, teoremas
e exemplos ser@o mostrados, tudo de acordo com a necessidade para o entendimento da
teorema central (decomposi 0 em valores singulares).

No cap tulo 3 faremos uma breve explana 2o de como estk estruturada a imagem e
a cor. Falaremos um pouco do sistema tricromético (R, G, B) que s20 as cores prim&rias
que forma uma in nidade de cores gra as a combina 1es lineares com essa base (vermelho,
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verde, azul).

No cap tulo 4, faremos a explana 2o de como @ feita a decomposi 20 e reconstru 2o
juntamente com a prova de que ela funciona, na sequ ncia faremos a aplica 20 da SVD
em uma imagem, mostraremos que mesmo com uma quantidade menor de informa 1es a
sua reconstru 2o @ uma matriz (imagem) t2o pr xima quanto se queira da original que
n2o notamos a diferen a, com essa ferramenta podemos armazenar uma informa 2o em
menor espa 0. Para mostrarmos a distancia entre a original e a reconstru da usaremos a
Norma matricial como parfmetro nemerico. Aldm disso mostra remos os grk cos dos erros
da duas imagens utilizadada neste trabalho, ela n s mostra claramente que quanto mais
se acrescenta parcelas na reconstru 2o mais pr ximo de zero tente o erro, ou seja, mais
pr xima a imagem ca da original.

Por @ltimo, no cap tulo 5, faremos as considera 1es nais analisando de uma
maneira geral a aplica @0 da SVD usando a ferramenta OCTAVE.
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2 De ni 1es e demonstra 1es de resultados

Neste cap tulo mostraremos algumas de ni 1es e resultados que ser2o importan-
tes para o entendimento do objetivo principal que @ a demonstra 2o e aplica 20 da
decomposi 20 em valores singulares.

2.1 Espa o vetorial

De ni 20 2.1 (Espa o vetorial). Um espa o vetorial real @ um conjunto V n2o-vazio,
com duas opera 1es: SomaV. V > V, a multiplica 20 por escalar. R V > V, tais
que, para quaisquer u,v,w ~ V, a,b ~ R valem as seguintes propriedades:

a (u+rv)y+w=u+(v+w)

b.u+v=v+u

c. Existe 0 7 V tal que u+ 0 =u, 0 @ chamado vetor nulo

d. Existe >u ~ V tal que u+ (>u) =0

e. a(u+v)=au+av

f. (@a+b)v =av+hv

g. (ab)v = a(bv)

h. lu=u

Exemplo 2.1. O conjunto das n-uplas de nemeros reais @ um espa o vetorial.

V =R" = {(X1,X2,X3,...,Xn)};Xi ~ R

se U= (Xg,X2,...,Xn)eV=(Y,VYo2...,¥n)ea R

U+v=_X;+y,Xo+VYs...,Xn+Yn) e au = (axy,axy,...,aXn)

Exemplo 2.2. Considere as matrizes de dimens®0 2 2.
Ys T z

1 b ~
V = M2 2 = [Ui dV ra,b,c,d ™ R\ Qual @ o vetor nulo deste espa o

vetorial?
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S T S T S T S T

U bV+UO OV:Ua+O b+0V

c d 0.0 c+0 d+0

a b .
=U" "V com isso o vetor nulo desse espa o
ST ¢ d

00
vetorial @ a matriz UO oV

2.2 Subespa o vetorial

De ni 20 2.2. Dado um espa o vetorial V, um subconjunto W n2o-vazio serk um subes-
pa o vetorial de V se obedecer o0s seguintes itens:

i. Para quaisquer u,v ~ W tivermos u+v =~ W;

ii. Para quaisquer a ~ R,u ~ W tivermos au ~ W.

Isso nos garante que quando estamos trabalhando em W tanto somando como
multiplicando, nunca teremos um vetor fora de W, esses itens s20 0 su ciente para
garantirmos que W @ um espa o vetorial. E mais, qualquer subespa o contdm o vetor nulo
e como consequ ncia o espa o vetorial admite pelo menos dois subespa 0, 0 pr prio espa o
vetorial e 0 espa o nulo.

Exemplo 2.3. Mostre que o espa 0 nulo @ um subespa o vetorial.
Sejamu,v "W ={0}ea R

u=0,v=0eu+v=0"W

au=0"WwW

2.2.1 Propriedades dos Subespacos

Teorema 2.1 (Intersec 20 de subespa 0s). Dados os subespa os W; e W, de um espa o
vetorial V, a interse 20 W; W, ainda @ um subespa o vetorial de V.

Demonstra @o0. Observamos inicialmente que W; W, nunca @ vazio pois ambos os subes-
pa os cont m o vetor nulo de V. necesskrio veri car a de ni 20(2.2) para mostrar que
W; W, tamb@m @ um subespa o vetorial de V.

i. Dados X,y " W; W), X,y " W;eXx,y Wyenttox+y  W;ex+y W, pois
W, e W, s20 subespa o de V. Portanto x +y ~ W; W,.

ii. Sejax ~ Wy W,, pela interse 20 temos que x ~ W; e X ~ W, assim ax ~ W, e
ax ~ W,, pois W; e W, s20 subespa o0s. Portanto a*x ~ W; W,.
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O

Teorema 2.2 (Soma de subespa 0s). Sejam W, e W, subespa o de um espa o vetorial V.
Ent®0 o conjunto

Wi +W,={v T V;v=w; +w,w; ~ W; ew, ~ W,} @ um subespa o vetorial de

Sejamv =w; +W, e U= W3+ W4 com Wy,Ws ~ W; e Wp,w,; ~ Wo,.

VH+Uu = (W +Wwp) + (W +wy) = (W +Wws) + (W +wy) comw, +wsz ~ W e
wy +w, — W, portantov+u ~ Wy +Wy;

Sejama ™~ R,v=w; +w,, comw; ~ W;ew, ~ W,.

av = a(w; +w,) = aw; +aw,. Como w; ~ W; e w, ~ W, ent?o aw; ~ W; e
aw, ~ W,, pois Wy, W, s20 subespa os. Logo aw; +aw, ~ W; + W,. Assim W, + W, 0
um subespa o de V.

2.3 Combina 2o Linear

De ni 20 2.3. Sejam V um espa o vetorial real, vi,Vo,...,v, ~ V e aj, ay,...,a, Neme-
ros reais. Ent2o, o vetor

V = avy +avy + 00+ a,v, @ uma combina 2o linear de vq, Vs, ..., V.
Uma vez xados vetores vy, Va,...,Vy em V, 0 conjunto W de todos os vetores de
V que s®o combina 2o linear destes, § um subespa o vetorial.

Podemos escrever W como:

W = [vy,Va,...,Vn]
De ni @0 2.4. Dizemos que um conjunto X V @ um conjunto gerador do espa o
vetorial V se para todo vetor w ~ V podemos exprimir com uma combina 2o linear

W = —1Vy +eee+—pv,

com Vq,...,V,  X.
Exemplo 2.4. Seja V. = R3 com v, = (1,0,0),v, = (0,1,0),v3z = (0,0, 1). Mostre que
{v1,V2,Vv3} gera V.

Seja v = (X,y,2z) ~ R® temos que (X,Y,z) = x(1,0,0) +y(0,1,0) +z(0,0, 1), ou
seja,

V = XV +YyVy + ZV3
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2.4 Depend ncia e Independ ncia Linear

De ni 20 2.5. Sejam V um espa o vetorial e vy,Vy,...,V, ~ V. Dizemos que o conjunto
{V1,Vy,...,Vh} @ linearmente independente (LI) se a equa 20 a;v; +axv, +ee*+a,v, =0,
implicar que a; = a, =+++ = a, = 0. Caso exista um a; = 0 dizemos que V1, Vs, ..., V, 20

linearmente dependentes (LD).

De ni 20 2.6. Uma base de uma espa o vetorial V @ um conjunto BV linearmente
independente que gera V.

De ni 20 2.7. O nemero de elementos da base de um espa o vetorial V @ chamado de
dimens®o de V e denotamos por, dimV .

Exemplo 2.5. Mostre que o conjunto {(1,0), (0,1)} @ uma base do R2.

Primeiramente vamos mostrar que o conjunto (1,0), (0,1) @ LI.

De fato, sejam a e b nemeros reais tais que:

a(1,0) +b(0,1) = (0,0)
(a,b) = (0,0)

Isso so @ poss vel com a=h=0.

Algm disso o conjunto gera todo o R?, pois qualquer v = (X,y) ~ R2? pode ser
escrito como uma combina 2o desse conjunto.

(x,y) = x(1,0) +y(0,1).
Exemplo 2.6. Mostre que o conjunto {(1,2), (0,1)} @ uma base para o R?.

Montando a equa 2o:

a(1,2) +0b(0,1) = (0,0)
(a,2a+b) = (0,0

Para a solu 20 desse sistema temos a = b = 0. Logo o conjunto {(1, 2), (0,1)} @ LI.

Algm disso qualquer v = (X,y) ~ R? pode ser escrito como:
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(x,y) =x(1,2) + (y > 2x)(0, 1)

portanto {(1,2), (0, 1)} @ uma base para o R?.

2.5 Transforma 1es Lineares

De ni 20 2.8. Dados dois espa os vetoriais V e W, uma transforma 2o linear @ uma
fun@odeVemW,F:V W, que satisfaz as propriedades.

I. Quaisquer que sejam u e v em V
Flu+v)=F(u)+F()
ii. Quaisquer que sejamk " Rev ™V
F(kv) = kF(v)

A transforma @o linear @ uma ferramenta matemética muito usada na f sica e na
gu mica, para citar algumas temos as transforma 1es dadas do plano no plano como a
re ex2o em torno o eixo e a re ex®o0 em torno da origem e varias outras. Mais exemplos
podem ser consultados em (BOLDRINI et al., 1978)

Exemplo 2.7. Mostre que a aplica @0 F : R> R?® dada por F(x,y) = (3x,2y,x +V) 0
uma transforma 2o linear.

Sejam u = (X1,Y1) € V = (X2,Y>) vetores de R?

I F(U+V) =F (X +X2,y1 +Y2) = (B(X1 + X2), 2(y1 + ¥2), (X1 + X2) + (Y1 +Y2))
= (3X1 + 3%z, 2y1 + 2y, (X1 + Y1) + (X2 +2))
= (8X1, 2y1, (X1 + Y1) + (3%z, 2y2, (X2 +Y2))
= F(u) + F(v).
ii. F(ku) = F(k(X1,Y1)) = F(kxg, ky1) = (3(kxy), 2(ky1), kx; + kx3)
= k(3x1, 2y1, X1 + V1)
= kF (x1,y1)
= kF (u)



Cap tulo 2. De ni 1es e demonstra 1es de resultados 17

S T
W3 0
W
Observe que matriz WO 2% @ tal que:
11
S T < T S T S T
W3 0 " W3x + Oy W 3X
1jo 2§-U V=w0x+2y§=w 2y g
y
11 X+y X+y
S T
W3 0
Portanto, a matriz Wo 2% estk associada a transforma 2o dada.
11

Esse exemplo nos mostra que essa transforma 2o linear de R? em R? estk associada
a uma matriz 3 2 e vice-versa.

Exemplo 2.8. Considere a transforma 2o dada por T (X,y) = (2x +y,x +Yy). Vejamos
como se T se comporta geometricamente para o vetor u = (2, 2):
ST S TST
. . X 2 1 X
Observe que a matriz associada a transforma 2o dada, UV Ul lVo U=V
y y
Para o vetor u = (2,2), temos T(2,2) = (2+2+ 2,2+ 2) = (6,4)

T(u)

u

Figura 2.1 Transforma 20 T

De ni 20 2.9. Seja T : E  F uma transforma 2o linear. De nimos necleo de T como,
N(M)={v E|Tv=0}. Aimagemde T como, Im(T)={v "F| v E, Tv=v}

Teorema 2.3 (Teorema do Necleo e da Imagem). Sejam E, F espa os vetoriais de
dimens@o0 nita. Para toda transforma 2o linear T : E ~ F tem-se dimE = dimN(T) +
dimIm(T).

Demonstra 0. Seja {vi,...,vk} N(T) uma base a qual completaremos para uma base
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{vi,...,Vk,...,Vn} E. Se conseguirmos provar que B = {TVy+1,..., TV} @ uma base
de Im(T) o teorema estark demonstrado. Dado w ~ Im(T), tem-se w = Tv, onde
V =—Vv; +eee+— v, Portanto,

W = T(—qvy+eee+—vy,)
= —1TV1+000+_nTVn

= —41 T Vg Foee+— Ty,

pois Tvy =9+ =Tv, = 0. Logo 0 conjunto B gera a imagem de T.

Alfm disso, se

—k+1 T Vkag Foee+—Tv, =0

temos sucessivamente:

T(—k+1Vk+1 oo +—vy) =0,
—k+1Vik+1 F oo+ — vy, T N (T),

—k+1Vk+1 F oo+ —pVp = Vy Feeed Vv,

POis Vy, ..., Vx @ base de N(T)

Vi F et Ve > —qVker > 000 > —Vp =0

g =eee= | = g =eee=_ =
1090 Vk+1,...,Vn @ LI O
Teorema 2.4. Sejam V e W dois espa os vetoriais € {u;,U,,...,U,} uma base de V.
Sejam wq, W,, ..., W, elementos arbitrkrios de W. Ent2o existe uma enica aplica 2o linear

T:V W talque T(vi) =wg, T(V2) =Wo, ..., T(Vh) = Wp.

Demonstra 2o. (Exist ncia) Como {uy, Uy, ..., un} @ uma base de V temos que cada vetor
u ~ V pode ser escrito de modo enico sob a forma

V = Xq1Uqp + XoUy +eee + X Uy = XiUj
i=1

Vamos de nir T :V W

T(U) = X3Wy + XoWp + eee + X W, = XiW;.

claro que T estk bem de nida e
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T(Ui):Wi,i =1,...,n
pois
Uj = 0uy +¢¢¢+ 0Uj>q + 1u; + Oujyq + oo+ 0u,, i =1,...,N.
Dadosv ~ V
V =YiUy +eee+yuUp,
e c R, temos que
A B
n n
Tu+v) =T Xi+ypui = (X + Y)W
i=1 i=1
n n
= Xiwi +  yiw; = T(u) +T(v)
i=1 i=1
e
A B
n n
T(u) =T (exiui) = (exi)w;
i=1 i=1
AL B
= c Xijw; =cT(u)
i=1
Portanto, T @ uma transforma 2o linear.
(Unicidade) Seja S : V. W outra transforma 2o linear tal que
S(uj)=w;,i=1,...,n
Ent2o
A B
n n n
S(u) =S Xjui = xiS(u) = xjw; =T(u),
i=1 i=1 i=1
para todo u ~ V. Portanto, S =T.
O

Exemplo 2.9. Qual g a transforma 2o linear T : R? R®tal que T(1,2) =(2,>1,0) e

T(0,>1) = (1,0,2)?
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Sejam b; = (1,2) e b, = (0, >1), veja que esses vetores formam uma base para R?,
pois s20 LI e geram o R?.

Seja (x,y) um vetor do R?, vamos encontrar a combina 2o linear em rela 2o a base
dada.

(x,y) = a(1,2) +b(0, >1) isso implica que
(x,y) = (a,2a > b) assim temos
a=Xxb=2x>y

reescrevendo, temos:

(x,y) =x(1,2) + (2x > y)(0,>1)
T(X,y)=xT(1,2)+ (2x>y)T(0,>1)
T(x,y) =x(2,>1,0) + (2x > y)(1,0, 2)
T Y) = (@X >y, >X,4X > 2y)

E mais, a matriz associada a essa transforma 2o linear @:

S T

W 4 >1

W)l Og
4 >2

2.6 Autovalores e Autovetores

Nessa se 20 faremos um estudo sobre autovalores e autovetores e mostraremos
alguns exemplos. Dada uma transforma 2o linear de um espa o vetorial nele mesmo
T:V V temos a seguinte situa 2o:

Quais s20 o0s vetores que s2o levados em meltiplos de si mesmo, ou seja:
TV)= v.

onde T Rev V.

De ni 20 2.10. Seja T : V V um operador linear. Se existirv =V, comv =0, e
R tais que T(v) = v, chamamos de autovalor de T e v de autovetor de T associado

a
S T ST

. . 11 2
Exemplo 2.10. Considere a matriz A = U4 1V observe que v = U4V @ um autovetor

associado a autovalor = 3, pois

S TST ST
ot 1VnU2V:3U V.
4 1 4
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Observe a seguinte transforma 2o linear T (X,y) = (X +y,4x +y), colocando na
forma matricial:

ST S T ST

Kv oot vooXv
y 41y

ou seja, a matriz @ a mesma dada no exemplo.

O que falta fazer @ mostrar um m@todo prktico para encontrar os autovalores e 0s
seus autovetores associados.

Observe que podemos escrever a igualdade Av = v da seguinte forma:
Av> v=0
(A> 1)v =0, sendo | a matriz identidade.

Reescrevendo o exemplo 2.10, temos:

Qs T S TRST ST
aul vou OupuXv = O
41 0 y 0

Fazendo os cAlculos chegamos na seguinte equa 20 matricial:

S TS T ST

ul> Lyt = O
0

4 1> y

Se o determinante da matriz for diferente de zero, teremos uma ®nica solu 2o
X =y = 0, 0 que n?o satisfaz a de ni 20 2.10. Assim, det(A > 1) = 0 nos d& outras
solu 1es aldm da trivial.

De ni @0 2.11. O polin mio py( ) = det(A > 1) @ dito polin mio caracter stico de A.

Com essa de ni 20 podemos achar o polin mio caracter stico do exemplo 2.10
Qs R

detaUlz 11 Vb=(1> )2>4=0
>

(1> )?>=4
(1> )=—2, com isso temos
=>1, =3

Achado os autovalores de A vamos montar um sistema para achar seus autovetores
associados:

Para = 3 temos:
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S TST ST ; ;
Ul 1VUXV:3UXVV X+y=3x _ 4>2x+y=0
1y y E4x +y =3y Eix>2y=0

fazendo as contas chegamos em v = (X, 2x). Para x = 1, temos v = (1, 2).

Para = >1 temos:

S TS T ST ; ;

ol Xy o ooy — XYy =>x 0 o 2x+y =0
4 1 vy y -E4x+y:>y E4x+2y:O

fazendo as contas chegamos em v = (X, >2x), para X = 1 temos v = (1, >2)

2.7 Diagonaliza 20

Nosso objetivo nesta se 20 @ encontrar uma base do espa o vetorial que nos permita
escrever uma matriz A como uma matriz diagonal.

De ni @0 2.12. Uma matriz A~ M(n n) @ dita diagonalizkvel se existir uma matriz
invert vel P e uma matriz diagonal D tais que:

A =PDP>!
S T S T S T
i . 1 1 L 3 : 3 0
Exemplo 2.11. Seja as matrizes P = U vV, p>t =U VeD=U v,
2 >2 121 0 >1

construa a matriz A = PDP >! e fa a as compara 1es com a matriz do exemplo 2.10.

Fazendo os cklculos:

1 1
A = b v Ovuz ay
2 >2 0 >1 %’Tl
S TS T
A = U >1VUE A
86 >T2 5 I
A = Ul 1V
4 1

Observe que a matriz A @ a mesma dada no exemplo 2.10 e que os vetores colunas
da matriz P s20 os autovetores associados aos autovalores que est?o na matriz diagonal D.

Teorema 2.5. Autovetores associados a autovalores distintos s2o linearmente indepen-
dentes.
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Demonstra @o0. Faremos esta prova para dois autovalores distintos. Sejam ; e , autovalo-
resde T, ;= 5, Vv eV, autovetores associados aos autovalores i e ,, respectivamente.
Mostraremos que v; e v, s20 LI.

Seja a;v; + a,v, = 0, apliquemos a esta equa 2o a transforma 20 T > ,l.
Usando a linearidade de T e lembrando que T(vj) = jvie lvi=v; parai=1,2,
temos:
(T > 2l)(avi +axvy) — T(agvi +agvp) > ol(agvy +apv) =0
T aT(v) FaT(v2) >a; 2vi>a; 2v2 =0
Ty Vit ay oVp>a; pV1>ap oV =0
Tavi( 1> )+ ava( 2> 2)=0

avi( 1> 2)=0

Comov; =0e ;= ,, chegamos que a; = 0.

Retomando a equa 2o original e aplicandoa T > ;1 temos:

avi( 1> 1)+ ave( 2> 1)=0

aVa( 2> 1) =0.

comov,=0e , = ; chegamos que a, = 0. Portanto v; e v, s2o LI.

O

Teorema 2.6. Uma matriz A~ M(n n) @ diagonalizkvel se, e somente se, A possui n
autovetores linearmente independentes.

Demonstra @0. Suponha que A seja diagonaliz£vel, isto @, que existe uma matriz invert vel
P e uma diagonal D tais que,

D =P>!AP
multiplicando por P em ambos os lados temos,
PD =AP.
Escrevendo as matrizes segundo suas colunas

P = [V1!V211Vn]
AP = [Avy, Avy, ..., Avy]

PD = 1V1i, 2V2,..., nVn]
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como AP = P D, comparando conclu mos que

Avy = Vg
Av; = LV
Av, = qVvj

Isto @, as colunas de P s20 autovetores de A. Como P @ invert vel, suas colunas

s20 LI. Logo encontramos n autovetores LI para A.

Reciprocamente, suponha agora que existam n vetores LI, vy, vy, ..

Avi = (Vi,AVo = Vo, ..., AVy = Vi

De nimos uma matrizn n P por,
P =[vi,V2,...,Vn]

Como as colunas de P s2o LI, segue que P @ invert vel , logo

AP = A[Vl,Vz,...,VgJ:[AV1,AV2,...,AVn]:[ 1V1, 2Vo,...

0 0T
1
W
wo - ... O
= [V11V21"'1VH]W_ . . . :PD
Weoooe
0O 0 O n
onde denotamos
S T
gt
wo 2
D=,
W:
0O 0 O n

Multiplicando ambos os lados da equa 2o por P >! obtemos:

P>1AP =D.

., Vp, tais que:

] nVn]
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2.8 Produto interno e Ortogonalidade

De ni 20 2.13. Seja V um espa o vetorial real. Um produto interno sobre V. @ uma
fun 20 que associa a cada par de vetores vi,Vv, ~ V um escalar v{ v, ~ R chamado produto
interno de u por v de modo que sejam satisfeitas as seguintes condi 1es:
i (vi+Vvo)Tvg= vivza+Vvlvs, vy, vo,vs TV,
ii. viv fl 0 paratodov ™~ V.
iii. viv=0"v=0.
iv. ViV, =Vvlvy.

De ni 20 2.14. Seja V um espa o vetorial com produto interno. Dois vetores u,v ~ V
chamam-se ortogonais (ou perpendiculares) quando u"v = 0. Um conjunto X V diz-se
ortogonal quando dois vetores distintos quaisquer em X s2o0 ortogonais. Se todos 0s vetores
de X s2o0 unitfrios ent®o X chama-se conjunto ortonormal.

De ni 20 2.15. Seja V um subespa o n2o vazio de R". O complemento ortogonal de V,
denotado por V@ o conjunto de todos os vetores x de R" que s20 ortogonais a todos 0s
vetores y de V. Ou seja,

V ={x"R"|xey=0paratodoy ~ V}.

Teorema 2.7. Seja uma matriz A~ M(m n), ent®o

1. N(A) = Im(AT) .

2. N(AT) = Im(A) .

Demonstra @0. 1. Sejaum vetor v~ N(A), ou seja, Av = 0. Isto acontece se, e somente
se, Av @ ortogonal a todo vetor y ~ R™. Assim yTAv = 0, para todo y ~ R™. Esta
equa 2o @ equivalente a sua transposta, ou seja, v ATy = 0. Variando y em R™, ATy
percorre toda a imagem de AT. Assim, vT ATy =0, para todo y ~ R™ se, e somente
se, v~ Im(AT) . Com isso, v~ N(A) se, e somente se, v~ Im(AT) .

2. so aplicar a demonstra 2o da primeira para A'.
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2.9 Matrizes sim@tricas

De ni 20 2.16. Uma matriz A~ M(n n) @ dita sim@trica se A = AT,

De ni 20 2.17. Uma matriz A~ M(n n) @ dita ortogonal se sua inversa coincide com
sua matriz transposta.

Isto @,
ATl = AT,
Teorema 2.8. Se A @ uma matriz real sim@trica, ent®o seus autovalores s2o reais.

Demonstra @0. Suponha que seja um autovalor de A com autovetor correspondente v.

Av = v e tomando conjugados complexos, temos.
Av = v com isso

Av= v

Av= v

Av= v

tomando a transposta temos:
(AV)" = ()T
VIA= v’

multiplicando por um vetor v temos:

(VTA)V = (Vv
VI (Av) = (VTv)
vi(v)= (V'v)

(V'v)= (')

( >)v'v)=0
S T S T
W& + byl w& > bsi
Agora se v = W g entdo v = W : g e assim

an + bl an > byi



Cap tulo 2. De ni 1es e demonstra 1es de resultados 27

Vv =(a2+bh?) +eee+ (a2 +b2) > 0 sendo v = 0 pois § uma autovetor, com isso
concluimos que > =0ouseja = .logo, @ real. O

Teorema 2.9 (Teorema Espectral). Se A~ M(n n) @ sim@trica, ent®o existem matrizes,
P,D ™ M(n n) tais que P @ ortogonal, D @ diagonal e

PTAP =D
Demonstra 20. Usaremos indu 0 em n nessa prova. Para n = 1, o resultado @ imediato.

vamos supor que seja vklido para n > 1, provaremos que vale para n.

Sabemos que todos os autovalores de A s2o reais, demonstrado no Teorema 2.8.
Considere ent®o o autovetor unitkrio v~ R" associado ao autovalor ~ R de A, ou seja,
Av = v com ©v°? =1,

Sejam [v] o subespa o gerado pelo autovetor v e B = {u, Uy, ..., Uy>1} Uma base

ortonormal para [v] , onde u; ~ R" e considere a matriz M = [uy,...,Un>1] ~ M(n n>1).
Observe que MTM =1 " M(n>1 n>1)equeAu; " [v] ,paratodoj=1,...,n>1,
pois

VI(AU)) = (VTA)U; = (ATV)Tu; = (AV)Ty; = (V)Tuj = viug =0

T

==
LS

Portanto, Au; = byjus + bojuy + ... + bns1)jUn>1, COM b;

Il
== un

b(n>1)j
assim temos Auj = Mb;. Tomando B = [b1b,...bns1] ~ M(n>1 n>1), conclui-se
que AM = MB. Portanto B = MTAM, logo B @ sim@trica, pois

BT =(MTAM)T = MTAT(MT)T = MTAM = B.

Pela hip tese, existem matrizes Q,E " M(n>1 n > 1), com Q ortogonal e E
diagonal tais que

Q"BQ =E.
S T

0
De nindo P =[vMQ] e D = UO EV, temos que P @ ortogonal e D @ diagonal.

De fato,

S . TL . S . . T
ptp=U " vy mg=u"" viMQ -y,
QTMT QTMTV QTMTMQ

Assim temos:
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viv =0y02 =1,

t @
VIMQ=V"[Uj...Un>1]Q = VTU;j...VTUn>1 Q=1[0...00Q=0"M({1 n>1)
Q'MTv=n"MQ)T =0"=0"M(n>1 1)

Q'MTMQ=Q"IQ=Q"Q=1"M(n>1 n>1)

Assim,

1
PTP=U 0V:I"M(n n).
01

Como D ¢ diagonal, por de ni 20. Assim temos:

PTAP =D.
S ; T . . S ; TJL . IS ; . T
\Y; \Y; v' Av v AM
PTAP =U VA v MQ =V _ V Ay AMQ =U__ TaAT Q v
Q'M Q'M Q'M'AV Q'M'AMQ

VIAV=vT(v)= (vlv)= ©yo2 =
VIAMQ =vI(AM)Q =VvT(MB)Q=(v"TM)BQ=[0...00BQ=0"M({ n>1)
Q"MTAV=(NVTATMQ)' = (VTAMQ)" =0"=0"M(h>1 1)

Q"MTAMQ =Q"(MTAM)Q =Q'BQ =E

Portanto,
S

PTAP =U V=D [
0 E

Corolkrio 2.1. Se A~ M(n n) @ sim@trica, ent®o existe uma base ortonormal para o
R" formado de autovetores de A.

Esse corol£rio @ um resultado muito importante que serk usado na demonstra 2o
da decomposi 20 SVD.

Teorema 2.10. Se A @ uma matriz M(m n), ent2o N(ATA) = N(A)

Demonstra @o0. Para demostrarmos esse teorema precisamos fazer duas coisas:

i. N(ATA) “ N(A)
Se x 7 N(ATA) ent?0 ATAXx =0

como,
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OAX9? = (AX)TAXx = (xTAT)AXx = xTATAx = 0.
Logo, AX =0, isto @ x ~ N(A).

Assim,

N(ATA) ““ N(A)

ii. N(A) ““ N(ATA).

Se x 7 N(A), ent?o Ax =0 com isso
ATAX=AT0=0
Assim,
X 7 N(ATA)
Portanto,
N(A) < N(ATA)

como N(ATA) ““ N(A) e N(A) ““ N(ATA), concluimos que
N(ATA) = N(A)

O

Teorema 2.11. Se A @ uma matriz sim@trica, ent®o 0s autovetores associados aos auto-
valores distintos de A s20 ortogonais.

Demonstra @0. Sejam u e v autovetores correspondentes a autovalores distintos | = »,
de modo que:

Au= jueAv = ,v.
Agora,
1(uTv) = ()T,

Pois o0 produto de escalar por matriz @ associativo. Como u @ autovetor correspon-

dente a ; e como A @ sim@trica, ent2o

(1W'v=AuTv=u"ATv =u'(Av).
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Como v @ autovetor associado a , e usando a propriedade de que o produto entre
escalar e matriz ¢ comutativo, temos que:

ut(Av) =u'( ,v) = L(Uu'v).
Portanto,
1(UTv) = 5(uTv)
Subtraindo, obtemos
(1> 2)U'v)=0

Como ;= »,, concluimos que u'v =0, logo u e v s ortogonais.

O

Teorema 2.12 (Decomposi @0 em valores singulares). Toda matriz A~ M(m n) pode
ser decomposta como

A=U VT
onde:

U~ M(m m) @ ortogonal e suas colunas s?o formadas por autovetores de AAT;
a- M(m n) @ diagonal, cujas entradas diagonais s2o valores singulares de A;

V " M(n n) @ ortogonal e suas colunas s2o formadas por autovetores de ATA.

Demonstra @0. Vamos construir essa decomposi 20.

Ordenando os autovalores da matriz sim@trica AT A de modo que:
lfl 2f|ooof| r>Oe (4]l = pap =000 = n:O.

Usando o resultado do teorema 2.10, temos que:

dimN(ATA) =n>r, logo dimN(A) = n > r. Pelo teorema 2.3,
dimIlm(A) + dimN(A) = n— dimIm(A) =r
Portanto, o posto de A @ r. Considere vy,V,,...,V, ~ R" tais que:

ATAvi = v, paral6i6r;
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ATAv; =0,parar+16i6n;
viv; =0, paraj =i

Ov;°o=1.

Note que podemos fazer essas escolhas pois AT A @ simftrica.

Chamando de valores singulares de A as ra zes quadradas dos autovalores positivos
de ATA e denotando por temos:

Agora, para 1 61 6 r, fazemos

1
u; = —Av;.
i

Usando essa igualdade podemos mostrar que u; @ um auto vetor de AAT com os
mesmos autovalores de ATA. De fato,

1 2 1 2 1 2
AATUi = AAT %AVi = %A ATAVi = %A( iVi) = %AVi = iU
Alfm disso temos:
uju; =0
sei=j,161,J 6r. De fato,
3; afhy By 1 :
ufuj= —Av;  —Ay; = VIATAV; = —v] (V) = —2v]v; =0
i J ij ij ij
para i = j temos,
31 431 4 1
U2 =ufui = —Avi Ay = SVATAvi = SV (vi) = vy =1
i i i i
iSSO mostra que °u;°® =
Perceba que u; ~ Im(A), como dimIm(A) = r, temos que uy, Uy, ..., U, formam

uma base ortonormal para Im(A).

Como dimIm(A) = dimIm(AT) = r, temos que
dimN(AT) =m>r

Considere ent20 Uy41, Ur+o, ..., Un Uma base ortonormal para o N(AT). Como
Im(A) = N(AT) , temos

uju; =0
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i=j,1fiijfim

Pondo v4, Vs, ...,V, como colunas de V e uq, U,,..., Uy como colunas de U.
V =[ViVo...ViVrs1...Vn] € [UgUz ... UpUpsq ... U]

Por constru 20,V " M(n n)eU ™~ M(m m) s20 matrizes ortgonais, logo
VIV=VVT=1"M0nh neUU=UUT=1"M(m m).

Vamos efetuar a seguinte multiplica 2o

UTAvV
s T s T
The. The.
Wul wul
UTAV = W A[vlvz...vn]=W [AV1AV; . .. Av,]
Su,Tn U T
WuI Avi UJAV, ... U]Av,
WuTAv, ulAv, ... u] Avré
—
urAvy Ul Av, ..Ul Avy,

Assim o elemento ij de UTAV g u] Av;.
Se j >r, temos que ATAv; = 0 e j& vimos que N(ATA) = N(A), logo Av; =0 e
ufAv; =0
Se j fir, temos que Avj = ;uj, assim

T — T - T
ui Avj = ui (jUj) = juiy;

- Se j =i, jE vimos que uj u; = 0, portanto
uf Avj =0
-Sej=i,temosqueului=1e
ufAvi =

Portanto, pela anklise conclui-se que:
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Sei=jfir,oelementoij @ ;
Sei=joui=j)]>r,oelementoij @0
S T
s T w !
a_, 0 a _\ 2 q
Fazendo " =U " "V onde ', =W ,com .7 M(r r)temos
0 0 it
.
A=ytav
Como U e V s20 matrizes ortogonais:
A=UTFvT
O

Mostraremos um exemplo prktico da decomposi 20 SVD.
S

-
W 1 1
Exemplo 2.12. Calcule a decomposi @0 SVD da matriz A = W 0 Og.

>2 2
O primeiro passo @ calcular as matrizes AA™ e ATA:
S TS N S T
1 1 2 00
W 10 >2, W
AAT={0 08U - TV=fio 0 og
10 2
>2 2 0 0 8
S T
S TW 1 1 S T
ara=ut O >2VW0 0§=U5 >3y
10 2 >3 5
>2 2
O segundo passo 9 ach(aggmos 0S autovaloresTdRessas matrizes:
1 5 8W2 > 0 0
det AAT> | = detgw 0 > 0 =0 isso implica
0 0 8>

2> )(> )8> )=0assimtemos ; =8, , =2, 3=0.
Achados os autovalores temos como calcular os autovetores associados:

Para =8
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2>8 0

== »n

0 0 8>8 z 0

Fazendo os calculos chegamos ao vetor u = (0,0,z), tomando z = 1, temos
u; = (0,0,1).

Para , =2

Fazendo os calculos chegamos a u, = (x,0,0), atribuindo a x = 1, temos u, =
(1,0,0).
Para ;=0:

TS T T
X 0

o §5-I4

0 0 8>0 z 0

2>0 0

== un
=== n
== n

Fazendo os cklculos chegamos em uz = (0,y, 0), atribuindo ay = 1, temos us =
(0,1,0).

S T
W 10
. w
A matriz U serk U :WO 0 1§.
100
Para encontrar a matriz V usamos o fato de que v; = iiATui.
ST
S TWO s T S T
vy=2ult O >2VW0§:1U>2V—U Y
810 2 8 2 72
1
ST
S TW1 ST s T S ET
v, = rut O >2VWO§:J'U1V:U2V:U2V
210 2 0 21 + —2
0 2 2

S TS T
0

1 _T
w w >2 _2
A=UTVT =0 o 1§W E%U 2 2V,
0 2 2

(BN
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A idf@ia desse exemplo @ mostrar o quanto @ trabalhoso o processo para achar as
matrizes que formam a decomposi 20 SVD, mesmo sendo uma matriz pequena. 1sso nos
faz pensar o quanto seria demorado sem uma ferramenta computacional para fazer esse
trabalho e imagine quantos c£lculos seriam necesskrios para uma matriz Az 4128.

Esse exemplo foi extra do de (OLIVEIRA, 2016) pela sua simplicidade e facilidade
na realiza 2o dos c£lculos, e outros textos foram usados como apoio, como (SOLTO, 2000),
(ELIAS, 2010) e (LIMA, 1995).
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3 Cor e Imagem

Em se tratando de computa 20 grk ca, a matemktica @ imperativa na £rea. E n®o
@ para menos, pois quando se trata de organizar, tabular, achar mgtodos de otimiza 2o,
interagir resultados, a primeira ferramenta que nos vem em mente § a mateméktica e a
computa 2o.

Faremos aqui uma breve explana 2o de como funciona o processo de captura e
representa 2o de imagem, visto que nosso objetivo @ reconstruir uma imagem de modo que
ainda se possa visualizar a imagem original pordm com o menor nemero de informa 2o.
Como estamos trabalhando com cor @ natural que tenhamos um m nimo de conhecimento
desses t picos.

Qual @ o papel da cor na computa 2o gra ca? Como @ emitida a cor em um projetor?
Como @ formado uma imagem de modo que ela seja 0 mais parecido com a imagem no
mundo real? Essas s20 algumas perguntas que vamos responder de maneira suscinta, muita
mateméAtica serk omitida pois foge do nosso objetivo. De uma maneira intuitiva a imagem
ca determinada pela varia 2o da cor nos diversos pontos onde ela @ representada, a idgia
@ tentar entender como funciona a cor no mundo real e achar um modelo matemético para
representar o mais pr ximo poss vel com a do mundo real. Na f sica a cor @ de nida por
uma radia 2o eletromagn@tica que varia entre , =380e , = 740, chamado de espectro
vis vel (medida espectral) nan metros. A energia que @ liberada por essa onda e chamada
de energia radiante.

Quando enxergamos uma cor nossos olhos est®o recebendo radia 1es de onda
com VErios comprimentos. O funcionamento do olho humano tem um dos sistemas mais
complexos que conhecemos, @ muito parecido com o sistema de uma ¢ mera fotogrk ca
ela @ constitu da por olho, ¢ rnea, humor aquoso, humor v treo, cristalino, ires e a retina.
E 0 justamente na retina que se observa a divis?o de duas areas que s2o fundamentais
para a percep 2o visual, que s20 os cones e bastonetes. Os cones que @ encontrado na
parte central da retina tem esse nome com causa de seu formato s2o responskveis pelas
imagens coloridas, envolvendo os cones temos o0s bastonetes que s2o responskveis pelas
imagens em preto e branco.

Issac Newton descobriu que a cor branca tem diversas cores do espectro com igual
energia. Em geral a cor de um objeto muda de acordo com a temperatura, uma vez que
com temperaturas diferentes a energia radiante muda.

No s@culo XIX foi introduzido pelos fsicos Young e Helmholtz um modelo de
percep 2o de cor, conhecido como RGB ( Red , Green e Blue ) essas s20 as iniciais
da cores que s2o captadas pelo olho humano atrkves de cOlulas fotosens veis em amostras



Cap tulo 3. Cor e Imagem 37

de baixa frequ ncia, cor vermelha, em amostras de m@dia frequ ncia a cor verde e com
amostras de alta frequ ncia com a cor azul. Dessa forma o sistema de Young e Helmholtz
@ representado pelo R® (GOMES JONAS. VELHO, 2008)

De uma forma prktica a imagem @ vista como uma matriz, onde cada entrada ¢
chamada de pixel, uma imagem colorida @ composta por tr s matrizes sendo a primeira
com os valores reais associados a cor vermelho a segunda aos valores associados a cor
verde, e a terceira a cor azul. Como pode ser observado na gura

I

Figura 3.1 Imagem decomposta em tr s camadas

De ni @0 3.1. A(m,n,p) @ uma matriz A com m linhas n colunas e p camadas, se a
imagem for cor de cinza, p = 1, se a imagem for colorida p = 3.

Como iremos trabalhar com imagem colorida podemos simpli car a nota 2o de
A(m, n, p) por A(m, n).

Para mostrarmos que os resultados s2o vAlidos matematicamente de niremos uma
a nota 2o que usaremos nos cklculos.

De ni 20 3.2. Denotamos por A(;,)m n Uma matriz com todas as m linhas e todas as n
colunas.

De ni 20 3.3. Denotamos por A(i,:)m n @ linha i de A.
De ni 20 3.4. Denotamos por A(:,j)m n @ coluna j de A.

De ni 20 3.5. Denotamos por A(i, J)m n O elemento ij de A.

Para representar uma imagem em preto e branco basta associar cada pixel a um
valor num@rico que tem o valor 0 associado a cor preto e o valor 255 a cor branco, os
valores entre esses nemeros s2o0 tons de cinza. Mas n®o e por acaso que temos e esses 256
niveis de cores, como o computador armazena as informa 1es em bits que pode ser 0 ou 1,
para simpli car zeram o agrupamento de 8 bits, formando o byte, com isso o byte pode
armazenar 28 = 256 valores diferentes.
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JE as imagens coloridas tem cada pixel associado a tr s componentes que s20 as
cores vermelho, verde e azul, como visto na gura 3.1

Assim a cor branca em uma imagem colorida tem as componentes RGB =
(255, 255, 255) e a cor preto tem RGB = (0,0, 0).
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4 Decomposi 2o Matricial e Reconstru 2o de
Imagens

Nessa parte mostraremos como funciona matematicamente o processo de decompo-
si 20 da imagem pela SVD.

Como foi mostrado no Teorema 2.12 qualquer matriz pode ser decomposta em
fun 2o de seus valores singulares. Para tanto vamos considerar a matriz gendrica Ap, n:

An n=Unm m nVnT n
.. — 11/ - a. . T .
A(-! )m n — U(l )m m ('l )m nV (-1 -)n n

Vamos mostrar que:

AGDm n=UGD GDVTE)+UCG2) (2,2VT(Q2,:)+ e +U(C, 1) (rhrn)VT(r,:)
4.1)
onde r @ nemero de valores singulares de A.

Calculando cada parcela dessa soma temos uma soma de matrizes de tamanho
m n:

( DUV T DM n+( @R2DUEDV T2 Dm n+ e+ (RDUENDV T D)m n
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Mostrando de forma gen@rica ca asssim.

t 0t 0 £ 0
1UinVyj + 22UigVaj T oot Ui Vij

Assim cada elemento da matriz resultante da soma tem a seguinte forma:

_ T T T
ain = 11UnaVyp + 20UgppVop F oo+ U V.
= VI +  ooUppVl +eee+ U, v
dz1 = 11U21Vqy 22U22V5, rrU2rVieg
_ T T T
dij = 1UirVy; + 22UipVy; F oo+ UirVy
r
o T
alj - kkulkvkj
k=1

Agora temos que mostrar que o0 mesmo resultado @ obtido com a multiplica 2o
usual das matrizes da SVD:

T
Ummmnvnn

O elemento ik de (U q)
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m
q
U k= Up Kk
1=1
Observe que cada elemento desse produto @ o somat rio do produto da i-gsima

linha pela k-@sima coluna da matriz dada.

Calculando o elemento ij de U Ay,
A B

n m
(U W'y = Ui e Vig
k=1 I=1

— T
= Uil 1KV
kI

= IkuiIV;—j
k,l
r
= «UikVyj, Pois  =Oparak =lek>r
k=1
= aj

r 1 2
que @ 0 mesmo a;; resultado da anterior. Mostrando que A = ue, i)  @(,DVTG,2)
i=1

4.1 Aplica @0 da SVD.

Nessa se 0 mostraremos como podemos decompor e recontruir uma imagem
atrav@s da decomposi 20 SVD. A ideia principal @ mostrar que @ poss vel reconstruir uma
imagem utilizando menos informa 2o do que a informa 2o contida na imagem original.
Nossa implementa 2o serk feita utilizando o OCTAVE, ver ap ndice A.

A reconstru 2o da imagem ser£ feita utilizando a soma apresentada na equa 2o 4.1.
Para que as primeiras parcelas dessa soma tenham maior relev ncia, tomaremos a decom-
posi 20 SVD de modo que os valores singulares estejam ordenados do maior para 0 menor.
Nossa imagem reconstru da serk composta pelas p primeiras parcelas da soma 4.1.

Faremos a reconstru 2o da imagem com menos informa 1es do que a imagem
original, mostraremos que essa visualiza 20 @ poss vel gra as a aplica 20 da SVD que
mostramos na se 2o anterior. Na gura 4.1 temos nossa imagem original com 2322
4128 pixels. Por se tratar de uma imagem colorida, essa imagem pode ser modelada
matematicamente usando tr s matrizes de dimens®o 2322 4128, uma para cada canal de
cor. Dessa forma, precisamos armazenar 2322 4128 = 9585216 nemeros reais para cada
canal de cor, totalizando 28755648 nemeros reais a ser armazenados.

Mostraremos algumas compara 1es da imagem original com as imagens reconstru -
das partindo de uma quantidade pequena de parcelas e acrescentando, de modo a tornar a
imagem mais clara e limpa, com isso podemos ter a ideia da melhora em cada compara 2o
apresentada.
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Na primeira compara 20 como pode ser visto logo a seguir na gura 4.2 @ imposs vel
compreender o conteedo da imagem se j&£ n2o soub@ssemos que era a imagem original.
Nessas compara 1es podemos observar a melhora do conteedo quando acrescentamos mais
parcelas, a ponto de n20 podermos mais perceber a diferen a da imagem original com
a imagem reconstru da, sendo imposs vel tirar conclusies da melhora da qualidade da
imagem a olho nu, para isso @ preciso o aux lio de ferramentas para que possamos dar uma
resposta embasada naquilo que podemos ver com os olhos.

(1 ,l(”// 0

o

Figura 4.1 Imagem original da or

Fonte: Paulo Cesar Torraca

N

Figura 4.2 Imagem reconstru da com p = 5 valores singulares.

Nessa primeira imagem com a original na esquerda e a reconstru da direita com
apenas o0s 5 primeiros valores singulares. Como podemos visualizar a imagem, parece um






