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Resumo

O estudo das vibragoes mecanicas sempre foi uma area muito abrangente da engenharia,
visto que quase tudo em nossa constituicao moderna pés revolucao industrial é relativo a
um movimento de maquina ou estrutura, logo tal area ¢é discutida desde as construgoes ma-
tematicas nas literaturas e seus modelos, até as constituicoes de novas técnicas de analises
experimentais, passando por muitas vezes por estudos numéricos e computacionais através
da prévia construcao de um modelo do sistema. A importancia da identificacao de um
sistema, seja suas caracteristicas dinamicas ou seja seu comportamento vibratorio, assim
chamado analise modal, nos da espago para remodelar um sistema ou até mesmo aplicar
técnicas de controle sobre o mesmo, isso é muito utilizado nas industrias aeronauticas,
automotivas, em estudos estruturais, entre outros. Afinal a ideia principal é evitar a fa-
lha, seja modificando seu modelo ou controlando o mesmo. Dessarte com a evolugao das
novas tecnologias nao sé é possivel a assisténcia de modelos e simulagoes numéricas pre-
cisas como ¢ possivel a utilizacao de técnicas experimentais, porém no ambito académico
utilizar-se de tais tecnologia talvez nao seja de facil acesso devido aos custos dos mate-
riais, sejam sensores, sistemas de aquisicao ou até mesmo programas especificos para a
analise. Este trabalho estende justaposto ha uma técnica desenvolvida para analise modal
(analise dos parametros dinamicos) uma forma barata de fazer isso através da utilizagao
de tecnologias de baixo custo, sistema de aquisicao e sensores, bem como a utilizacao
de programacao open-source para o tratamento computacional. A técnica utilizada para
identificagdo dinamica e de escopo principal deste trabalho é o ERA-Fignsystem Reali-
zation Algorithm, um algoritimo matematico desenvolvido por um antigo engenheiro da
Nasa Juang, J. N. (NASA Langley Research Center, Hampton, VA, United States), que
foi desenvolvido através da matematica computacional para utilizacao na identificagao de
parametros dinamicos de estruturas flexiveis, e depois estendido para controle de sistemas.
Posto isto o desenvolvimento matematico sera atribuido a este trabalho para a construcao
do algoritmo de identificacao do modelo, que posteriormente podera ser utilizado tanto
para analise modal quanto para controle de sistemas, bem como a utilizacao experimental
acessivel.

Palavras Chaves:Vibragoes,Modelagem Matematica,Identificacao de sistemas,ERA






Abstract

The study of mechanical vibrations has always been a very comprehensive area of
engineering, since almost everything in our modern post-industrial revolution constitu-
tion is relative there is a machine or structure movement, so such an area is discussed
from mathematical constructs in literatures and their models, to the constitutions of new
techniques of experimental analysis, often going through numerical and computational
studies through the prior construction of a system model. The importance of identifying
a system, be it its dynamic characteristics or its vibrational behavior, so called modal
analysis, gives us space to remodel a system or even apply control techniques on it, this
is very used in the aeronautical, automotive industries , in structural studies, among
others. After all, the main idea is to avoid failure, either by modifying your model or
by controlling it. With the evolution of the new technologies, it is not only possible to
assist precise models and numerical simulations as it is possible to use experimental tech-
niques, but in the academic field, using such technology may not be easily accessible due
to the costs of materials, whether they are sensors, acquisition systems or even specific
programs for analysis. This work extends juxtaposedly there is a technique developed
for modal analysis (dynamic parameter analysis) an inexpensive way of doing this th-
rough the use of low cost technologies, acquisition system and sensors, as well as the use
of open source programming for the treatment computational. The technique used for
dynamic identification and main scope of this work is the ERA-Eignsystem Realization
Algorithm, a mathematical algorithm developed by a former engineer from Nasa Juang,
JN (NASA Langley Research Center, Hampton, VA, United States), which was developed
through computational mathematics for use in identifying dynamic parameters of flexible
structures, and then extended to control systems. Thus, the mathematical development
will be attributed to this work for the construction of the model identification algorithm,
which can later be used for both modal analysis and systems control, as well as accessible
experimental use.

keywords:Vibrations, Mathematical Modeling, Systems Identification, ERA
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Capitulo 1

Introducao

Os campos estruturais e de controle sao areas modernas porém intimas da engenharia,
com bases solidas e antigas em areas muito mais abrangentes como vibracoes mecanicas
que estao presentes na historia do homem desde sua composicao cientifica, como som até
as primeiras investigagdes mecéanicas como as oscilagoes em sistemas fisicos com Galileu
e suas teorias sobre cordas, Joseph Fourier e suas transformadas, até a teoria completa
de Lord Rayleigh sobre som e vibragoes, que talvez seja um dos primeiros trabalhos
publicados da area. Os primeiros estudiosos da area de vibragoes se concentraram em
entender os fenomenos naturais e em desenvolver teorias para descrever tais fenomenos,
e seus tratamentos matematicos que foram utilizados junto a isto. Mais recentemente as
investigagoes tem sido motivadas pelas aplicacoes nas dreas de engenharia como projeto
de méquinas, fundagoes, estruturas, motores, turbinas e sistemas de controle. Em todas
as situagoes uma estrutura sujeita a vibracoes estd sujeito a falha, ou a fadiga induzida
pela variacao ciclica da tensao induzida.

Figura 1.1: Ponte de Tacoma Narrows.

Fonte: obtida da internet.

Sempre que a frequéncia natural de vibracao de uma maquina ou estrutura coincide
com a frequéncia da forca externa atuante, ocorre um fenémeno conhecido como res-
sonancia, que ocasionam em grandes deformacoes e falhas mecanicas. A literatura é rica
de exemplos de falhas em sistemas causados por vibracoes excessivas em virtude de res-

23



24

sonancia. A Ponte de Tacoma Narrows 1.1, um dos mais classicos exemplos de colapso
por ressonancia (HE; LIU, 2019) (RAO, 2008) (LALANNE; BERTHIER; HAGOPIAN,
1983) (BALACHANDRAN; MAGREB, 2010), apresenta a importancia da identificacao
dos parametros dinamicos de uma estrutura, a Ressonancia é um dos fenomenos do estudo
mais importantes da engenharia moderna quando nos referimos a sistemas oscilatorios.
Tal estudo deve ser realizado a fim de entender o comportamento dinamico de uma es-
trutura que estara sujeita a qualquer tipo de excitacao periddica, com objetivo de evitar
que sejam atingidas as frequéncias naturais do sistema de estudo e sua possivel falha, e
com isso deve levar em conta as diferentes técnicas de estudos sobre vibragoes bem como
analise dos parametros dinamicos do sistema de projeto, e se o caso das estruturas que
devem apresentar certa oscilagao, estruturas flexiveis, o controle das mesmas.

Figura 1.2: Compilado de estudos sobre vibragoes

" ]
i

Fonte: obtida da internet e editada pelo autor.

O estudo das vibragoes mecanicas, de forma simples, geralmente consiste em quan-
tificar tal movimento segundo sua frequéncia e amplitude. Na pratica, entretanto, essa
analise raramente se limita a identificar um tnico par amplitude-frequéncia, além de que
a interpretacao dos resultados pode revelar muitas caracteristicas do objeto de estudo,
como: reatividade quimica de uma molécula, o estado de deterioracao de um elemento
mecanico, ou a resisténcia de prédios a terremotos. Portanto, é apenas natural que este
seja um dos tépicos mais importantes de um curso de engenharia.

As identificacbes dos parametros dinamicos, que é geralmente referida como anélise
modal no campo de estruturas, significa um dos processos de medicao de sinais por uma
estrutura real e identificacao de parametros modais da mesma. Em suma a analise modal
é um processo em que uma estrutura é descrita em termos de suas caracteristicas modais,
que sao a frequeéncia, o amortecimento e os modos de vibrar, ou seja suas propriedades
dindmicas (AVITABILE, 2001). Usando os parametros modais identificados, processos
adicionais de identificacao podem ser realizados para ajustar os parametros do modelo
estrutural. J4 a identificacao do sistema no campo de controle significa o processo de medir
os sinais produzidos por um sistema e construir um modelo para representar o sistema
para o projeto de controle do mesmo. Técnicas preventivas para identificar um modelo
a partir de dados medidos normalmente contém duas etapas. A primeira, um conjunto
de modelos candidatos é escolhida e, em seguida, é determinado o membro particular da
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familia de dados que descreve satisfatoriamente os dados observados, com base em algum
critério de erro. Se o modelo identificado é um modelo linear em representacao de ritmo
de estado, a solucao matemética do modelo fornece autovalores e autovetores que por sua
vez determinam parametros dinamicos para estruturas.

Figura 1.3: Procedimento de controle de estruturas flexiveis segundo Juang
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Fonte: (JUANG, 1994).

A correlacao entre os campos de teste modal e identificagao do sistema para controles
é evidente. As teorias de controle sdao de uma disciplina bem desenvolvida com fortes
fundacoes experimentais. Por outro lado, a area de identificacao do sistema para controles
¢ bem desenvolvida com sélidos fundamentos tedricos e metodolégicos como em literaturas
(OGATA, 2010).Enquanto o desenvolvimento de cada érea individual continua, hé uma
necessidade de fornecer uma unificagao abrangente e coerente das areas. O controle ativo
de estruturas flexiveis exige o escopo das duas areas, tanto a de vibragoes mecanicas
e por consequente analise modal, quanto a de controle. Entre esses desafios estao o
controle de antenas e plataformas espaciais. A area de identificacao do sistema engloba
uma infinidade de abordagens, perspectivas e técnicas cujas inter-relagoes e relagoes Os
méritos sao dificeis para resolver. Como resultado, é dificil para um nao-especialista
extrair conceitos fundamentais. Pode ser necessario um esforco para ganhar intuicao
suficiente sobre uma técnica particular para poder usa-la efetivamente na prética.

1.1 Objetivo

Dessarte, utilizando-se de teorias de controle como formulagao bésica entremos nos
conceitos de espaco de estados, depois entremos nas teorizas de realizacao de sistema e a
construcao de um sistema no espaco de estados através do sinal com os devidos tratamen-
tos matematicos apresentados ao longo do trabalho. Por fim utilizaremos para identificar
os parametros dinamicos de um sistema, a construgao do algoritimo ERA. Na década
de 80, a NASA, EUA, comegou a partir de pesquisas de seus engenheiros como Juang
e Richard S. Pappa a usar um algoritimo de identificagao de sistemas chamado ERA
(algoritimo de realizagdo de auto sistemas), tal algoritimo é uma ferramenta para iden-
tificacao de um sistema através apenas do sinal impulsivo aplicado ao mesmo. Utilizado
pelo Juang e pelo Richard S. Pappa para identificacao do modelo da sonda espacial Gali-
leo como de exemplo (PAPPA; JUANG, 1988). Algoritmo esse que serd construindo em
linguagens de programacoes livres como Python e Scilab. Dentre os resultados propostos,
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Figura 1.4: Esquema de uma identificacao de modelo excitada impulsivamente
Fonte: obtida da internet e editada pelo autor.
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Fonte: Imagens da internet editas pelo autor.

primeiro utilizarei de um modelo totalmente simulado e utilizarei de sua resposta para
afirmar os primeiros resultados, logo apos utilizarei de um modelo de viga engastada real
que sera comparada ha um modelo numérico também simulado em Python.

Dentre do escopo proposto, o objetivo principal deste trabalho é desenvolver uma
técnica de analise e identificacdo de modelo dinamico de um estrutura, através da cons-
trucao do algoritimo chamado Eigensystem Realization Algoritihm, ou ERA, o tal al-
goritimo desenvolvido em cima de teorias de controle moderno através do espago de es-
tados e de teoria de identificagao de sistema através das teorias de minima realizacao.
Com isso sera desenvolvido uma ferramenta que identifica modelos reais e que podem
posteriormente serem utilizados para controle ou analise modais. Justaposto a isto sera
desenvolvido também a forma de obtencao dos sinais que deverao ser utilizados através
de tecnologias acessiveis ao publico académico, bem como explicitado mais a frente a tec-
nologia Open-Source, com baixos custos sera desenvolvido todo o sistema de aquisi¢ao e
tratamento através do algoritimo ERA.

1.2 Discussao sobre tecnologia Open-source

Na corrente ida ao mundo cientifico principalmente se tratando da engenharia mo-
derna, nos deparamos com a questao de custos, ou por muitas vezes nos vemos na insu-
ficiéncia da questao educacional em nosso pais que talvez nao supra toda a necessidade
em nossas universidades. Também ha o fato que quando comecamos a busca de softwares
de engenharia nos vemos preso a questao dos termos de uso e da cobranca de licenca
para utilizacao de muitos softwares de engenharia, isso também se estende para os com-
ponentes como sensores que por muitas vezes sao de precos muito elevados pois sao de
usos industriais. Nesta linha de raciocinio surgem para solugao de problemas a tecnolo-
gia open-source, ou software de codigo livre, dos quais nao ha cobranca de licenga pelos
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fabricantes.

O software open-source (cddigo aberto) estd presente em muitas coisas da sua vida,
mesmo que vocé nao perceba. Os fas das placas Raspberry Pi, por exemplo, se aprovei-
tam do software open-source. Servidores open-source Linux e BSD rodam nossos sites
e redes corporativas, assim como unidades de entretenimento de avides e quiosques de
computadores. E nao para por ai, o software open-source estd no nicleo dos aparelhos
Android. Até mesmo navegadores populares sao open-source, incluindo o Firefox, o Opera
e o projeto Chromium, que serve como base para o Chrome. Softwares de codigo aberto
como Linux sao tao importantes para os desenvolvedores que a Microsoft até o integrou
no Windows 10 com o Ubuntu Bash no Windows.

Esse estilo open source significa expressar a vontade de compartilhar informacoes e
conhecimentos, colaborar de modo transparente (para que os outros possam entender e se
unir & iniciativa), reconhecer que o erro é uma maneira de melhorar e esperar e encorajar
outras pessoas a seguir pelo mesmo caminho. A empresa Red Hat, lider mundial de
solugoes de softwares deste tipo e que contribui com a difusao da ideia, lancou um livro,
também colaborativo, chamado The Open Source Way (“O Estilo Open Source”, em
traducao livre)

No presente trabalho utilizarei de toda tecnologia open-source vigente para a com-
pilacao de resultados bem como a utilizagao da linguagem de programacao Python para
simulagoes numéricas e para a obtencao de resultados. Também a utilizacao do raspberry
pi como sistema de aquisi¢ao e acelerémetros micro-machinados (MEMS) que sao muito
mais baratos que os acelerometros usais na industria como os piezoelétricos.
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Capitulo 2

Conceltos de sistemas de controle

Neste capitulo serd salientado a importancia da modelagem matemética para sistemas
mecanicos, como ¢é feito a simplificagao desses sistemas e entao a entrada nas teorias de
controle onde sera discutido a transformacao de equagoes diferenciais que descrevem siste-
mas em funcao transferéncia que sao usadas no controle classico, depois sera apresentado
as limitagoes para podermos entrar na teoria de controle moderno e comecar a entrada
nas equacoes de estados para até entao adentrar nos conceitos de estado, controlabilidade
e observabilidade de um sistema.

A modelagem pode ser obtida com utilizagao das equacoes de Newton como demons-
trado na figura 2.1 da préxima secao, ou também para sistemas com coordenadas genera-
lizas ou varios graus de liberdade podem ser utilizas as equacoes de Lagrange nos métodos
de energia como feito em varias literaturas sobre vibragoes mecanicas. Nao sera expli-
citado parte a parte das solucoes ou os métodos, mas podem ser verificados no capitulo
6 do livro (RAO, 2008) ou no livro (BALACHANDRAN; MAGREB, 2010) que seguem
como literaturas bases para vibragoes mecanicas e entendimento das equagoes dinamicas
de sistemas lineares.

Assim a modelagem matemética pode ser utilizada pra solucao analitica e numérica
computacional de sistemas e logo podemos ter a resposta a excitacao do sistema, sendo
ela periddica ou impulsiva, e essas respostas podem estar no tempo ou no plano das
frequéncias. Para equacoes de um grau de liberdade até dois graus, a teoria de controle
classica que utiliza a funcao de transferéncia pode ser utilizada e nos da uma nocao
do comportamento do sistema através deste modelo. Porém quando passamos para um
sistema mais complexo com varios graus a equacao de espaco de estados é tratada para
dar seguimento no desenvolvimento do era pra um corpo continuo.

2.1 Modelagem matematica

Uma modelagem matematica tem como finalidade descrever os principais aspectos de
um sistema a ser estudado, e de tal forma obter as equagoes matematicas governantes
do comportamento do sistema. Um modelo matematico deve incluir detalhes suficientes
para descrever o sistema em termo de equagoes sem torna-16 muito complexo, assim com
a simples observacao e entendimento dos conceitos fisicos se faz necessario a criagao de
uma analise das taxas de variacao de um sistema, que matematicamente falando sao
as derivadas que regem a modelagem de um fenomeno pelas equacoes diferenciais. Um
modelo matemético é composto por parametros(constantes) que sado caracteristicas do
sistema sao as variaveis que afetam o sistema, mas nao sao foco do estudo,chamadas de
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varaveis independentes, e as variaveis de foco do estudo que sao as variaveis dependentes.
Modelos simples sao mais faceis de lidar porém dependendo do foco de estudo faz-se
necessario modelos mais sofisticados. A ideia nao estd em criar modelos complexos que
incorporem todas caracteristicas do sistema, mas modelar suficientemente simples e que
abrangem as principais caracteristicas do sistemas.

Partindo do pressuposto discutido sobre a modelagem matematica, podemos partir de
principios fisicos como os descritos por Newton, apenas com a segunda lei e objetivando
sistemas mecanicos como foco de estudo, partimos da simples modelagem massa,mola e
amortecedor, que descreve o movimento harmoénico de um bloco.

Figura 2.1: Massa-Mola-Amortecedor

u(t) u(t)
, —> —>
7/]  kx kx
M 1 M
— ]
cX CcX
— T
XXX XX

Fonte: Criada pelo autor.

Esse modelo descrito na figura 2.1, abrange um modelo simples de uma forga u(t) apli-
cada & um bloco de com elemento de inercia M, do qual resiste ao movimento, e também
é resistido por duas forgas, sendo a for¢a de amortecimento F'(i) = c¢i que pode ser apro-
ximada com uma funcao linear da velocidade, e a forga de mola F(z) = kx, aproximado
também de uma forga linear restauradora da deformagao da mola(deslocamento).

Para construirmos a equagao dinamica

mi + ct + kx = u(t) (2.1)

assim a equagao diferencial (2.1) descrever sucintamente o comportamento do bloco
de massa sendo excitado por uma forca. A modelagem simples do sistema massa-mola-
amortecedor nos tras uma sistema de um grau de liberdade, consideramos a coordenada
generalizada = e suas respectivas derivadas temporais, velocidade & e aceleracao .

Esse modelo basico é utilizado em qualquer literatura sobre estudo de vibragoes. Para
este modelo tratado em um grau de liberdade existem algumas solugoes, que podemos
chegar por meio da analise de equacoes diferenciais ordinarias. Sua solugao nos aspecto
que nos de uma resposta temporal nao sera tratado neste momento mas podem ser verifi-
cadas nas literaturas (RAO, 2008)(BALACHANDRAN; MAGREB, 2010). Assim sendo,
¢ possivel reduzir sistemas mais complexos ha alguns massa mola.

Como mostrado na figura 3.1 reduzindo um modelo de um prédio de trés andares,
onde os andares podem se deslocar uns em relagao aos outros lateralmente, e onde os
andares representam o elemento de inércia e as vigas representam os elementos de rigidez,
nao considerando o amortecimento, reduzimos cada viga de rigidez k; ha um conjunto 2k;
devido a associacao de molas em paralelo, sendo 7 = 1,2, 3, e representamos o sistema em
um conjunto massa mola de trés graus de liberdade. Logo havera 3 equagoes dinamicas
da forma:
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Figura 2.2: Modelo de um prédio de trés andares reduzido.
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Fonte: Criada pelo autor.

mlfi’l —+ $1<k1 + kQ) + xz(—k‘g) =0 (22)
mgi‘g —|— ZL‘l(—k’Q) + Iz(kfg + ]{?3) —|— fL‘3(l€3) = O (23)
TTL3ZE3 + IQ(—]Cg) + l‘g(k?g) =0 (24)

Com essas trés equagoes dinamicas podemos utilizar métodos matematicos analiticos
ou numéricos para obter a dinamica, bem como o comportamento do sistema. Entao
mesmo com a equagao diferencial definida, existem algumas maneiras de resolver o sis-
tema, seja para obter a resposta temporal, bem como analise modal das frequéncias
naturais. Esse ultimo modelo apresentando é conhecido em estudo de dinamica de estru-
turas civis como ”Shear building”, sao constantemente usadas em estudos de dinamica li-
near (VARANIS; SILVA; MERELES, ) (CHANDRAVANSHI; MUKHOPADHYAY, 2013)
(PAPPALARDO; GUIDA, 2018).

2.2 Teoria de controle

A teoria de controle pode ser dividida em duas partes, a teoria de controle moderno
e a teoria de controle classico. A teoria de controle cldssico, que abrange os métodos
de resposta de frequéncia e as equacoes de Laplace, utilizam-se modelos matematicos
de sistemas junto a o método operacional da transformada de Laplace para solugao de
equagoes diferenciais lineares de sistemas como descrito em algumas literaturas sobre
controle (OGATA, 2010) . Em teoria de controle as fungdes ditas, fungdes de transferéncia
sao comumente usadas para caracterizar as relagoes de entrada-saida de componentes ou
sistemas que podem ser descritos por equacoes diferenciais lineares invariantes no tempo
(OGATA, 2010). Em resumo a funcao transferéncia é a relacdo entre a transformada de
Laplace do sinal de saida e a fungao resposta e a transformada de Laplace do sinal de
entrada (funcao excitacao).
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2.2.1 Transformada de Laplace

Antes de entrar na teoria de controle moderno é necessario o entendimento sobre a
transformada de Laplace. Em resumo, a transformada de Laplace é um método opera-
cional para solucao de equagoes diferenciais lineares, como na seccao anterior foi visto,
quando modelamos um sistema obtemos suas equacoes diferenciais, e com isso podemos
usar alguns métodos para solugao, entre eles a transformada de Laplace. Com a transfor-
mada de Laplace podemos transformar uma equagao diferencial linear em uma equagao
algébrica de varidavel complexa s.

Seja f(t) uma funcao do tempo em que f(¢) = 0 para t < 0 a transformada de Laplace
da fungao é dada por:

£f(1)] = F(s) = / @l (2.5)

Logo na equacao 2.5 o simbolo operacional £ indica que a func¢ao vai ser transformada
por meio da integral de Laplace fooo e *!dt, visto que s é uma varidvel complexa e F(s)
¢ a transformada de Laplace da funcao temporal f(¢). Entado se lembrarmos que um
equacao diferencial linear é sua funcao mais as derivadas delas podemos aplicar o teorema
da distincao real, que prevé as transformadas da funcao e de suas derivadas.

e Para a primeira derivada da funcao:

£ 510] =sr) - 50) (26)
e Para a segunda derivada da fungao
£ 5l 0] =7 - 510 - fO 27)

e Logo para derivada de ordem n de f(t), obtém-se, de modo semelhante:

£ {%f@)} = §"F(s) — s" L f(0) — s"2f(0) — ..sf(0) — f(O)  (28)

. n—1
onde os valores que vao de f(0), f(0)...f(0) representam os valores das derivadas de
f(t). Mais detalhes sobre a transformada de Laplace podem ser encontradas em (OGATA,

2010)

2.2.2 Funcgao de transferéncia

A funcao transferéncia de um sistema representado por uma equagao diferencial linear
e invariante no tempo (considerando que modelos reais se aproximam de sistemas lineares),
ou seja é definida como a razao entre a a transformada de Laplace da saida (fungao res-
posta), transformada de Laplace das entradas (fungao excita¢do) e com condigoes iniciais
nulas. Considerando um sistema linear invariante no tempo, definindo h com integradores
que indicam a i-ésima saida e r o indicador que indica a i-ésima entrada, considerando as
condicoes iniciais nulas, definindo pela equacao diferencial:
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h h— . r r— .
aoly + aq yl + ...+ ap1h+apy = bou + by u1 + ...+ b1+ by
(2.9)

sendo y a saida do sinal do sistema e u a entrada, podemos aplicar a transformada de
Laplace da forma:

£[aOZ tay ot any+ any] = £[bott +b1"w + ... + by_1d + byy]
(2.10)

Entao transformando as func¢oes de acordo com defini¢ao do teorema da distingao real
de acordo com as equagoes (2.6),(2.7),(2.8), e considerando as condigdes inicias nulas,
obtemos as transformadas:

aos™Y (8)4ays" Y (s)..4an_15Y (8)+anY (s) = bos"U(s)+bys"1U(s)...4bp_15U (5)+b.U(s)
(2.11)

Isolando as fungoes transformadas no dominio da frequéncia:
(aps" + a1s" ...+ ap_ys + an)Y (s) = (bos" 4+ bys" ..+ b_15+ b)U(s) (2.12)

Logo se y é o sinal de saida do sistema e u é o sinal de entrada, transformando
para o dominio da frequéncia com a funcao transferéncia do sistema aplicando Laplace e
dividindo um sobre o outro:

Funcao de Transferéncia:

£saida)  Y(s)  bos" +bis" .+ b5+ b,
£L[Entrada] — U(s)  aosh +aish=1... + ap_15 + ay,

G(s) = (2.13)

Com essa definicao da funcao transferéncia na entrada e saida dos sinais de um sistema,
podemos representar a dinamica do sistema por equacgoes algébricas em s, como é dito na
definicao da transformada de Laplace.

2.2.3 Exemplos
exemplo 1

Para melhor entendimento de como funciona a funcao transferéncia em um sistema
mecanico, podemos exemplificar com os modelos matematicos de sistemas mecanicos.
Usando primeiramente o modelo da figura 2.1, da qual a equagao tem a forma

m + ct + kx = u(t) (2.14)

Primeiro dividiremos todos os termos pela massa m, e entao aplicaremos a transfor-
mada de lapace nos dois lados da equacao:

£ [as + it xﬁx] -y Fu(t)] (2.15)

m m
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De acordo com as equagoes (2.6),(2.7),(2.8), podemos obter:

< k

s*X (s) — sx(0) — #(0) + —[sX(s) — (0)] + EX(S) = %U(s) (2.16)

m

Como as condigoes iniciais s@o nulas, tanto para o deslocamento inicial z(0) e veloci-
dade inicial #(0), ficaremos com tal equac¢ao no plano complexo:

k 1
2X(5) + —sXs+ —X(s) = —U 2.17
s“X(s) + —sXs + - (s) - (s) (2.17)
Manipulando as fungoes no plano da frequéncia:
9  C k 1
— “VX(s) = —U 2.18
(8 + s+ -0)X(s) = ~Us) (218)

Dividindo a transformada da entrada pela saida para obtermos a funcao transferéncia:

X(s) 1
Ul(s) 245+ k (2.19)
Passando m para o outro lado obtemos a funcao transferéncia do sistema:
X 1
Gls) = 228 _ (2.20)

U(s) ms®’+cs+k

Com a a funcao transferéncia em maos podemos avaliar a entrada e a saida, ou resolve-
la com os pares transformada e inversa da transformada pra obter a resposta temporal do
sistema. Usando o Python podemos fazer uma simples simulagao da resposta do sistema
ha uma entrada impulsiva:

Figura 2.3: Resposta ao impulso unitario.

1.00

0.75 +

0.50 4

0.25 4

Amplitude

0.00 A

—0.25 A

—0.50 ~

—0.75 A

T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Tempo [s]

Fonte: Simulada pelo autor em linguagem Python.
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exemplo 2

Para melhor entendimento da complexidade de tratar uma funcao de transferéncia
para mais de um grau de liberdade, considere o seguinte exemplo:

Figura 2.4: Modelo de um sistema de dois graus de liberdade acoplado.

Xi Xz

R
v W,

K

C

Fonte: Criada pelo autor.
Para este exemplo a equagao dinamica fica da forma:

mlil =+ ]{?11’1 -+ k?g(xl — 172) — C(i’l — ZEQ) = U(t) (221)

My + K3y + ko(xg — 1) — (@ —d1) =0 (2.22)

Se manipularmos um pouco as equagoes e deixarmos as coordenadas generalizadas e
suas derivadas cada qual em lados diferentes da equacao da forma:

myE + ety + (b + ke)xy = cio + kowy + u(t) (2.23)

mgi' + C,I'g + (k’g + k’g)ﬂfg = ijl + k’gl’l (224)

E se entao usarmos a transformada de Laplace nas componentes da equacao diferencial,
consideremos as condigdes iniciais nulas para ambas as coordenadas, seja z1(0) = 0 e
x5(0) = 0, bem como suas derivadas, 1(0) = 0 e #1(0) = 0, Ambas as equagoes derivadas
ficam da forma:

[mas® + s+ (k1 + k)] Xa(s) = [es + ka] Xo(s) + U(s) (2.25)

[mas® + cs + (ko + k3)] Xo(s) = [cs + ko] X1(s) (2.26)

Agora vamos deixar em evidencia Xs(s) na equagao 2.26:

Xo(s) les + ko] X1(s)

= 2.27
mas? + cs + (ko + k3) ( )

Se usarmos a equagao (2.27) na equagao (2.25), obtemos a seguinte equagao:

5  (es ko) (cs + k2) Xi(s)
[mas® + cs + (k1 + k2)| Xi(s) = mas? + s+ (ks + ) + U(s) (2.28)
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Vamos multiplicar todos os membros dos dois lados da equagao por mas®+cs+ (ko +k3)
dessa forma a equacao fica:

[((m1s® 4 cs + ki + ko) (mas® + ¢s + ko + k3)] X1(s) = (cs+ka)* X1 (s)+(mas®+cs+ka+ks)U(s)
(2.29)
E entao passar o termo (cs + k2)? X (s) para o lado esquerdo e deixar X (s) em evidencia:

[(m1s® + cs + ki + ko) (mas® + ¢s + ks + k3) — (cs + k2)?] Xi(s) = (mas®+cs+katks)U(s)
(2.30)
Agora podemos dividir a entrada pela saida e obter a funcao transferéncia em relacao
a coordenada X (s) que tomard a forma:

Xi(s) mes® + cs + ky + ks
U(S) - <m132 +cs+ kl + kz)(m252 +cs + ]{?2 + /{33) — (CS + /{32)2

(2.31)

Da mesma forma que resolvemos para X (s), devemos resolver para Xs(s) para achar
a funcao transferéncia em relacao a segunda coordenada generalizada:

XQ(S) _ cs + ko
U(s)  (m18% 4 cs+ ki + ko) (mas? + cs + ky + ks) — (cs + ky)?

(2.32)

Assim para dois graus de liberdade necessitamos obter duas fungoes transferéncias,
com isso podemos ver também complexidade que aumenta.

Mesmo que por definicdo a equacao (2.13) e equagao (2.8) a fungao transferéncia
garanta a transformada de uma equacao diferencial de grau n, o que nao se faz necessario
pois sistemas mecanicos necessitam de até dois graus (& e Z), ela se torna dificil de
manipular quando envolvemos mais de um grau de liberdade, também ¢é necessario criar
uma equagcao de transferéncia por grau de liberdade, o que nao nos permite um tratamento
abrangente quando queremos analisar sistemas mecanicos de varios graus de liberdade,
bem como sistemas continuos.

Pondo em vista tais defini¢oes e exemplificando elas com variacoes de sistemas mecanicos
modelados, podemos observar que algumas nocoes de teoria de controle classico sao
abrangentes para tratamento de sistemas, principalmente quando se trata do plano da
frequéncia, porém apenas se da a sistemas de tnica entrada e saida, com isso para dar
continuidade ao escopo deste trabalho é necessério entrar na teoria de controle moderno
que tem um tratamento no plano do tempo e pode-se usar analises matriciais de multiplas
entradas e multiplas saidas.

2.3 Espaco de Estados

As equagoes de espaco de estados sao parte da teoria de controle moderno, da forma
que sao necessaria para sistemas complexas com multiplas entradas e saidas e trabalha-se
com o conceito de estado. Entao faz se necessario entender os estados de um sistema,
para isso é avaliado as variaveis de estado, que sao o menor conjunto de variaveis capaz de
determinar o estado do sistema. Entramos assim no espaco n-dimensional dos possiveis
estados de um sistema. Dessa forma pensando matematicamente um sistema teria n-
variaveis de n-equacoes diferenciais, com essas variaveis dependentes da fun¢ao podendo
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estar relacionadas ou nao, variando uma em funcao da outra. De forma mecanicista, pode-
se descrever melhor o espago de estamos como um sistema mecanico, apesar da teoria de
controle moderno poder abranger outros sistemas, um sistema mecanico pode ter n-graus
de liberdade, ou seja que podem realizar movimentos em varias coordenadas, sejam de
movimentos lineares ou rotativos.

Considere o sistema com miiltiplas entradas e multiplas saidas:

uy(t), ug(t), ..., up(t)

E entao haja h sinais de saida:

(1), y2(t), -, yn(t)

Definindo as n variaveis de saida dos integradores como variaveis de estados:

x1(t), x2(t), ..., z,(t)

O sistema pode entao ser descrito por:

lEl(t) = fl(iCl,.I'Q, ey Tpi UL, U,y ... ,ur;t)
To(t) = fol@1, T2, .., Tpjus, U, ..., Uy t)
Tn(t) = fulT1, oy oo Ty g, Ugy o oo U T)

(2.33)

E os valores de sinais de saida sao dados:

y1<t> :gl(xlax%'"an;uhu%’”aur;t)
Ya(t) = go(x1, @2, - . ., T U, Uy - ., Uy )
yn(t) = gn(x1, 2, ..., Ty UL, Ug, .., Uy L)

(2.34)

logo definindo os vetores como:

o1(t) fi(@y, o, . Ty U, U, U )
To(t T1, T2, ., Ty Ut, U,y ..., Upi T
£(t) = 2() Flrut) = fo(1, 2o U1, Uz ) (2.35)
flfn(t) fn(xtha"'7$n;u17u2a"'7u7";t)
yl(t> gl<x17x27"'7xn;uluu27'"7U’7“;t)
U2 (t) 92(x1, o,y ..o Ty Uy, U, . o Uy T)
y) =", | al@ut) = : :

yh(t) gh(l‘hx%”'al‘n;uhuQv"‘vu’l‘;t)
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(%) t)
ut)=| | (2:36)

u,(t)
logo as equagoes 2.35 e 2.36 se tornam as seguintes fungoes:

i(t) = f(z,u,t) (2.37)

y(t) = g(z,u,t) (2.38)

Sendo a equacao 2.37 a equacao de estados e a equagao 2.38 a equacao de saida.
Linearizando em torno do estado de operacao, resulta na seguinte equagao linear para o
estado e saida:

#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) (2.39)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (2.40)
Sendo A(t) a matriz de estado, B(t) a matriz de entrada, C(t) é a matriz de saida e

D(t) é a matriz de transmissao direta. Para entendermos melhor podemos demonstrar
com um diagrama de blocos:

Figura 2.5: Diagrama de blocos de um sistema representando no espaco de estados.

N D)

u(n x{1) x(t) v(1)

} £ AN SN
|___;> B dt > C(n

~

A K——

Fonte:(OGATA, 2010).

Como a matriz de espaco de estados foi desenvolvido como método computacional da
matematica aplicada, as defini¢oes de seus parametros levamo muito em conta definigoes
de saida e entrada de sinal no sistema. A matriz de entrada define aonde é a aplicada a
entrada do sistema, se um sistema mecanico, ela indica em qual grau de liberdade esta
sendo aplicado a forga e sua magnitude. A matriz de estado é a matriz que define as
propriedades mecanicas do sistema, dela, podemos tirar as informacgoes pertinentes do
sistema, como inercia, rigidez e amortecimento, a matriz de saida, indica de qual grau
de liberdade eu quero avaliar a resposta, visto que é uma resposta temporal, obtemos
qual o comportamento daquele elemento em questao. Usarei mais adiante demonstragoes
simples e computacionais para salientar isto.
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exemplo

Conhecendo agora a equacao de espago de estados e as equagoes de controle, demons-
traremos com o a figura 2.1 e sua equagao dinamica, como montar a matiz de estado para
um sistema de um grau de liberdade, da forma que:

Se a equacao dinamica do sistema é:

mi + c& + kx = u(t)
(2.41)

Primeiro vamos manipular um pouco e deixar Z do lado esquerdo:

L1 :
i=—(—kzr—ct)+ —u
m m
Esta equacao por defini¢ao é um sistema de segunda ordem, ou seja hé dois integradores
no sistema, com isso linearizamos os sistema da forma que definiremos duas varidveis de

estado, seja x1(t) e x5(t), entao definimos:

z1(t) = z(t)
1U2(75) = $(t)

logo avaliando que a equacao derivada de x1, ou seja 27 é igual ao x4, pois é a derivada
de = que ¢ igual &, entao a derivada segunda de x, ou seja &, é a primeira derivada de x5,
ou seja

To =1
Dessa forma:
.i,'l = T2
) 1 1
Tg = —(—kxy — cxe) + —u
m m

Ou seja, foi encontrado dois componentes da primeira equagao do espaco de estados,
com isso ainda podemos obter duas respostas em y = x, uma que definimos como x; e a
outra que é xy. Para melhor visualizacao podemos escrever na forma matricial:

(2.42)

E a resposta fica da forma:
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(2.43)

Lembrando da definicao da equacao de espaco de estados das equagoes 2.39 e 2.40
podemos comparar da forma:

#(t) = A()(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t)

De forma matricial foi descrito os trés componentes principais: Matriz de estados:

(2.44)

Matriz de entrada:

(2.45)
Matriz de saida:

C=[1 0]
(2.46)

Este exemplo trivial, serviu para entender como é feito a analise de um sistema
mecanico saindo de sua equacao dinamica para o tratamento matricial do mesmo.

2.3.1 Representagao dos sistemas dinamicos

Para melhor entendimento de como a equacao de espago de estados funciona para um
sistema dinamico de varias entradas bem como varias saidas, primeiro consideremos que
um sistema dinamico de um numero finito de elementos contém um numero também finito
de equacoes diferenciais ordinarias com o tempo como variavel independente. Usando a
notacao matricial-vetorial podemos representar tal equagao diferencial de ordem n por
uma equagao matricial-diferencial de primeira ordem, assim os n elementos do vetor que
representa cada a linearizacao de cada equacao diferencial sao um conjunto de variaveis
de estado, e a equagao matricial vetorial é a equacao de estado.

Para as representacoes sem derivada de entrada, e também a representacao com n
derivadas de entradas podem ser encontradas em (OGATA, 2010) ou (NISE, 2017).

Ponderando-se que héa varias formas de representar um sistema no espago de esta-
dos, vale lembrar que existem alguns métodos com representacoes canonicas, como a
forma canonica controlavel, a forma canonica observavel, a forma candnica diagonal e a
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canodnica de Jordan, (OGATA, 2010).

Uma das formas mais usual e demonstrada por Juang (JUANG, 1994),quando trata-
mos das equacoes de um sistema linear dinamico onde ha n coordenadas independentes,
logo n graus de liberdade e n equacgoes, onde M, C' e K sao matrizes de massa, amorte-
cimento e rigidez respectivamente da forma:

Mi+Ci+ Kz = f(x,t) (2.47)

Onde pode-se observar novamente os vetores generalizados de #,7 e z, e sendo assim
f(x,t) representa a fungao da forga aplicada no periodo de interesse em um localizac¢ao
especifica. Entao uma das formas matricial vetorial é apresentada:

On,n In,n o €T - 0 B
A= _M;}IKn,n _Mn,rlLCn,J’ X= LJ, B= |:Mn,1115n,n:|, f(x,t)=Pu(t) (2.48)

Computacionalmente essa maneira de tratar a equacao de estados é muito mais ade-
quado, visto que dependendo do numero de graus de liberdade e por consequente o numero
n de equacoes diferenciais, precisamos apenas com a modelagem matematica obter as ma-
trizes de massa M,, , a matriz de rigidez K, ,, e a matriz de amortecimento C, ,,, e a parte
de cima da matriz de estados temos uma matriz de zeros 0,,,, € uma matriz inidentidade
I, ,,, logo a matriz de estado A se torna uma matriz de tamanho 2n x 2n, e a matriz
resposta é B que contém o fator § uma matriz n X r que caracteriza a localizacao e o
tipo de entrada, e que r indica o numero de entradas. A matriz de resposta dos sistemas
¢ mensurada a partir do numero m de repostas que queremos obter do vetor y(t), seria
e qual grau de liberdade eu quero obter a resposta do sistema, em uma forma pratica,
indica de quantos sensores podera se obter a resposta.

y = Cu@ + Cyt + Cyx (2.49)

Da forma que C,,+C, e Cy representam a matrizes de influencia da saida da aceleracao,
velocidade e deslocamento respectivamente. Essas matrizes descrevem a comunicagao
entre os vetores Z,& e x, e o vetor de reposta, assim podemos obter as repostas de uma
entrada de aceleracao em termos de velocidade e deslocamento, Se for resolvida para @
na equacao 2.47 e depois for substituida na equacao 2.49, pode-se observar:

y=C,M Bou — Ci — Kz + Cyi + Cya] (2.50)
Entao de acordo com a equacao de resposta do sistema:
y=Cx+ Du (2.51)
Pode ser descrita como:

C=[C;-CM'K C,—C,M'C], D=C,M™ '3 (2.52)

Isso o nos mostra que C é uma matriz m x n de resposta, que inclui velocidade e
deslocamento, e D a matriz de transmissao direta m x n, tal matriz tem sentindo fisico
por que se mudar um degrau da for¢a de entrada u produz uma mudanca em degrau na
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aceleragao do vetor resposta y, e o tamanho do degrau na aceleracao é ditado pelo ganho
na matriz D. A matriz de transmissao direta desaparecem quando acelerometros nao sao
usados nas medicoes.

Em suma apesar de da complicagao matricial em entender com funcionam as entradas
e saidas de forma matricial e vetorial, exemplificarei com modelos a forma de analisar um
modelo na forma de espaco de estados, e observaremos como é facilitado a simulacao da
resposta de um sistema no espaco de estados.

2.3.2 Exemplo

Usando o exemplo apresentando no memorando técnico escrito por Juang e Richard
S. Pappa(JUANG, 1994), da forma apresentando:

Figura 2.6: Modelo mateméatico de um sistema de dois graus de liberdade.

Xa Xz
7 [
Bl
u(t)

Fonte: Adaptado de (JUANG, 1994).

ol

4

Se fizermos a equacgao dinamica e separar as matrizes de massa, amortecimento e
rigidez, considerando que ¢; = ¢ = c¢3 e ky = ko = k3 podemos obter as seguintes
notacgoes vetorial:

(2.53)

Segundo o paper de Juang, usando os parametros fisicos, m; = 0.8,my = 1.5,c = 0.1
e k = 10, entao podemos observar duas frequéncias naturais relativa aos dois graus de
liberdade, sendo elas 0.4594[H z] e 0.8714[Hz|, como método de comparagdo podemos
utilizar programacao para simular tal sistema considerando as entradas de for¢ca como um
impulso, utilizando a notacao de equacao de estados descrita na equagao 2.3.2, podemos
entao simular em Sci-lab a resposta temporal e as repostas em frequéncia. A matriz de
estados pode ser escrita da forma:

0 0 1

A= -K -2K —c =2
m m m m

-2 K2 —210 c2

mi m2 mi m2
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(2.54)

Utilizando das notacoes descritas,pode-se apenas construir as matrizes de rigidez,
massa e amortecimento, depois construir a matriz de estados. Também podemos observar
que quanto os vetores de entrada B e saida C atribui o tamanho relativo a 2n, e apenas
atribuindo uma unidade aonde queremos impulsionar o sistema, neste caso B = [1, 0,0, 0]
para impulsionarmos no primeiro grau de liberdade, e C' = [1,0,0,0] para obter a res-
posta no mesmo e no deslocamento, ou seja, na fungao, e se colocar a unidade no segundo
elemento obtém-se entao a resposta em velocidade.

Figura 2.7: Resposta temporal ha um impulso

Resposta impulsiva

02| n
o

A2

Amplitude

Tempo [s]

Fonte: Obtida via simulacao em Scilab.

Aqui podemos ver o diagrama de Bode, que nos dé os pico de frequéncia do sinal
recebido, e que batem com as frequéncias dadas.

Figura 2.8: Diagrama de Bode mostrando as frequéncias.
Diagrama de bode

o
|

204

.60 4

Magnitude (dB)

-BO0

Frequéncia (Hz)

Fonte: Obtida via simulacao em Scilab.

Com este exemplo pode-se entao demonstrar como é trivial a analise computacional
de um sistema dinamico usando as equacoes de estado de espagos, isso é muito 1til para
tratarmos da modelagem de sistemas bem como simularmos seu comportamento.
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2.4 Solucao das equacoes de Estado

Para fins de dar continuidade a construcao do objetivo deste trabalho, precisamos
entrar em alguns conceitos novos, e para isso precisamos resolver a equacao de estados,
visto que podemos observa-la como uma equagao diferencial com a fungao x e sua primeira
derivada 7 ela é entao uma equacao diferencial de primeira ordem, observando desta forma:

T =ax + bu

ou observando desta forma:

T —ax = bu

vemos que ela é uma equacao diferencial de primeira ordem nao homogénea.
Primeiro considerando segundo se prova em (OGATA, 2010), a solugao homogénea:

1 1,
o(t) = (1 +at+ e’ et ) xg = e"'my (2.55)
. 1!

E entao para a solucao da equacao de estado nao homogénea:

z(t) = e™(t)xo + /Ot e pu(7)dr (2.56)

Assim temos que a resposta nesta resposta que o primeiro termo é a parcela devida
a condi¢ao inicial e a segunda parcela devida ao sinal de entrada u(t). Este exemplo foi
feito pra a notacao escalar a, e para a notagao matricial-vetorial que ¢ de interesse deste
trabalho a solucao ¢é semelhante e nos da:

z(t) = e(t)xo + /t A bu(r)dr (2.57)

Porém na analise matricial vetorial é necessario nos atentarmos ao termo e?(t), pois
estamos fazendo a exponencial de uma matriz, exponencial matricial, o que nao tem
uma solucao facil. Dentre os resultados uteis para tal analise matricial vetorial alguns
resultados como o teorema de Cayley-Hamilton e o método de interpolagao de Sylvester
para o calculo de e e a independéncia linear de vetores, porém utilizando destes, s6 o
ultimo citado. Ou seja para a interpolagao de Sylvester (OGATA, 2010) temos:

e~ At = Z a;(1) Al (2.58)

Esta solucao da exponencial matricial é de importancia em solucao de problemas
computacional bem como na continuidade da analise das equacoes de espago de estados
pois bem, provamos que tal termo aparece diversas vezes. E com isso nos provamos
alguns termos da equacgao de estados, tal como sua solucao nao homogénea 2.57 e também
resolvemos a exponencial matricial, tais formas de solucao leva em conta a matematica
crua, com apenas algumas analises fisicas com os problemas computacionais, porém sao
de necessarias construgoes para continuar a construgao de conceitos de teoria de controle
moderno, bem como objetivar a ideia deste trabalho.
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2.5 Controlabilidade

Segundo Kalman, (KALMAN;, 1963) o estado é uma quantidade minima uma quan-

tidade sobre a histéria passada do sistema que é o suficiente para prever o efeito do
passado sobre o futuro.Logo quando falamos de sistemas lineares, bem como tratamos
neste presente trabalho os sistemas dinamicos, ocorrem os conceitos de controlabilidade e
observabilidade aplicado a esses sistemas analisando os conceitos tratados pelas equagoes
de espago de estados. Embora a maioria dos sistemas fisicos sejam controlavel e ob-
servavel, os modelos matematicos correspondentes podem nao possuir as propriedades
de controlabilidade e observabilidade. Tais conceitos introduzidos por Kalman e Gilbert
(GILBERT, 1963), fazem parte de conceitos de realizagao de sistemas.
Para a controlabilidade em resumo, é de entendimento que, se considerarmos um sistema
com suas n equagoes diferenciais em forma matricial na forma de espaco de estados, entao
precisamos saber quais varidveis podemos controlar, tratando assim como na literatura,
precisamos de um sinal de controle (geralmente aplicado a entrada do sistema) que trans-
fere o sistema de um estado inicial em ¢, para um tempo final qualquer t;, assim como
tratamos de um sistema de multiplas entradas e saidas, podemos tratar deste sinal como
um vetor de sinais que podem modificar o estado do sistema, ou estados, e tal estado s6
¢ modificado se todas as variaveis do sistema, ou as n equagoes que o descrevem, forem
afetadas, entao o sistema é totalmente controlavel, pois todas suas variaveis podem ser
controlada.

Sendo a equacao de estado matricial de um sistema:

Tz = Az + Bu

E sua resposta:

¢
z(t) = ez(0) +/ A Bu(r)dr
0

Como estamos tratando de um sistema fechado, um sinal que entra no sistema passa
pela sua matriz de estado e sai, deve retornar ao estado inicial, entao mesmo o tempo t;
é nulo, pois voltamos ao estado inicial, mesmo ¢ty < ¢ < t;. Assim:

t1
z(ty) = 0=e2(0) + / A0 Bu(r)dr (2.59)
0
Entao resolvendo para x(0), obtemos a condi¢ao inicial do sistema da forma:

z(0) = —/0 1 e 7 Bu(t)dr (2.60)

Como ja foi definindo qual a resposta de uma exponencial matricial, como a presente
e~A7, pela interpolacdo de Sylvester em 2.58 :

e AT = Z a;(T) A’ (2.61)
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(2.62)

retirando os termos nao dependentes da integral temporal:
t1
0

z(0) = — ZAiB/ a;(T)u(T)dr

(2.63)
Temos entao os termos dependentes do tempo, que podemos descrever como vetores no
tempo discreto dependentes apenas p = 1,2,3,...,n, pois agora o integrador numeérico 1

que apenas denotava uma quantidade qualquer de vetores ou fatores associados as notagoes
matematicas se tornara p que indicara a notacao de tempo discreto:

/0 Ly (Pulr)dr = B, (2.64)

Assim o sistema em sua forma de série para qualquer tempo discreto p pode ser descrito
como de estado inicial:

n—1
2(0) = —> A’BS,
p=0

(2.65)

ou expandindo o vetor que chamaremos vetor de controlabilidade:

Bo
n—1 61
©(0)=—[BAB ... A" 'B] | . (2.66)
6n—1
Logo o vetor de controlabilidade que contem as matrizes do sistema é :
Qy,=—[BAB ... A"'B] (2.67)

Entao observando como se prova em Ogata (OGATA, 2010), que o vetor controla-
bilidade é nada mais que um vetor que contenha as matrizes de estado e entrada, por
consequente diz-se que, para que um sistema seja de estado completamente controlavel
dado um estado qualquer x(0), o vetor que engloba a dependéncia a entrada e do estado,
deve ter posto igual ao das matrizes A e B, ou seja n, assim prova que todas a equacoes
contidas dentro destas matrizes, quando reduzimos elas através da escalonacao obtermos
posto igual ao numero de equagoes que sao linearmente dependentes. Em outras palavras,
manipulamos as matrizes através do escalonamento, e obtemos a matriz na sua forma re-
duzida e verificamos quais linhas zeram, e se nenhuma zerar, o estado deste sistema pode
ser totalmente controlado, ou seja, uma entrada u(t), ou como definimos para um tempo
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discreto 3, se aplicada a entrada e avaliado na saida, verificamos quais podem afetar todos
os estados do sistema ou quantos estados sao possiveis serem controlados com um sinal
de entrada no tempo inicial.

2.6 Observabilidade

Como ja definimos, a controlabilidade é aplicado ao sistema onde observarmos suas
respostas a entrada e definimos o nimero de variaveis que podemos ter acesso de um
dado sistema. Contudo também podemos definir qual o numero de estados que podemos
observar dentro um sistema, porém aplicando o tratamento matematico a entrada do
sistema onde de fato observamos suas respostas.

Para determinarmos a observabilidade de um sistema, primeiro levemos em conta a
equacao de estados da forma:

& = Az + Bu

y=Cx+ Bu

E considerando a resposta encontrada na equagao (2.57), obtemos a resposta para o
estado e sua resposta da forma:

2(t) = ez (0) + / A bu(r)dr (2.68)
0
y(t) = Cez(0) + C’/ A" pu(r)dr + Du (2.69)
0
Considerando agora um tempo discreto p =0,1,2,..., o estado de um sistema ¢ dito

completamente observavel se qualquer estado inicial puder ser observado pela saida, ou
seja, no estado inicial, com entradas u(p) = 0, podem ser determinado pela saida y(p).
Assim se u = 0, e considerarmos o estado inicial (0):

z(p) = Ce2(0) (2.70)

Lembrando da resposta para uma exponencial matricial declarado pela interpolacao
de Sylvester na equagao (2.58), usamos ela na equagao (2.70) e obtemos:

n—1
z(p) = ) a,(t)A%x(0) (2.71)
p=0
Entao expandindo:

z(0) = apz(0)
z(1) = a1 Az(0)
7(2) = ay A%z(0)
Entao para y podemos expandir:
y(0) = Cz(0) = Cagx(0)

y(1) = Cz(1) = Cay Az(0)
y(2) = Cx(2) = Cay A%x(0)
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y(p) = Ca,APz(0)

Entao se nos se pararmos os fatores:

y(0) ¢

y(1) CA

y(2)| = | CA? a0 a1 as ... a,] x(0)
_y(}))_ _CAP‘I_

(2.72)

Entao chamamos tal vetor que contenha as matrizes de estado a matriz resposta de
vetor de observabilidade:

C
CA

p, = | CA® (2.73)

O AP

Entao o principio da observabilidade nos diz que um sistema de n variaveis é comple-
tamente observéavel se e somente se uma saida y(t), ou y(p) para o caso discreto, tiver
matriz de observabilidade de posto igual a n, ou seja se determinando-se para cada y(p)
o estado z(0) isso sé ocorrerd se todas as equagoes que compoe o sistema estejam linear-
mente dependentes. e isso s6 ocorrera se o posto da matriz observabilidade foi igual a n.
Desta forma a observabilidade nos diz quantos estados de um sistema podem ser observa-
dos na saida, mesmo que uma entrada seja posta, talvez esse estado nao ofereca maneiras
de observar sua resposta. Na forma de uma analise fisica, talvez possamos excitar um
sistema em todos os seus estados, porém nao teremos sensores para observar todos eles.



Capitulo 3

Construcao do Algoritimo de
Realizacao de Auto-sistemas

Pondo em vista todos os conceitos até aqui apresentados principalmente quanto ao
tratamento de sistemas dinamicos em conceitos de estados, podemos comegar a construgao
do algoritmo para identificacao modal de sistemas mecanicos a partir de uma entrada
impulsiva, o que difere dos tratamentos modais referenciados quanto aos tratamentos
usais usando transformadas de Fourier.Todos conceitos trazidos até o presente momento
foram desenvolvidos como teorias de sistemas em gerais, porém Juang e Richard Pappa
utilizaram de conceitos desenvolvidos para representacao de sistemas no espago de estados,
bem como conceitos como controlabilidade e observabilidade, ja presentes neste trabalho,
para identificacao de parametros modais, ou seja, para a construcao de um sistema a
partir da resposta do mesmo a entrada impulsiva de uma forca e construcao a partir dos
dados de resposta de um modelo do mesmo e por consequente conseguir retirar disto
suas propriedades dinamicas como, frequéncias naturais amortecidas e seu coeficiente de
amortecimento.

3.1 Realizacao de sistemas

Os conceitos de realizagoes, ou minima realizacao de um sistema, apresentados por Ho
e Kalman (HO; KALMAN, 1966) levam em conta alguns métodos matematicos apresen-
tados ao longo da historia por outros cientistas sobre o tratamento de dados e construgao
de modelos matematicos a partir de resposta de dados reais. O processo de construgao
da representacao no espaco de estados a partir de dados experimentais é chamado de
realizacao de sistemas (JUANG; PAPPA, 1984).

Os métodos no dominio do tempo para a identificacao de parametros modais no campo
de estruturas, traz o conceito de realizacao, onde a partir de respostas de um sistema
comecamos com construcoes de conceitos mateméaticos como os parametros de Markov
(Serd provado seu funcionamento para a resposta ao impulso) e de conhecimento deste
parametros a construcao de uma matriz chamada matriz de Hankel, que sao bases da
teoria de realizacao. Para construir um modelo, uma questao também deve ser levado
em conta, se todos os estados do sistema podem ser controlados (ou excitados) ou se
podem ser observado, visto que esses conceitos ja foram introduzidos, levaram muito em
conta quando definiremos para dados experimentais como reduzir tais dados para termos
o minimo estados que descrevem todo o sistema. Assim a realizacao de sistemas nos diz
a partir de construcoes matematicas que um sistema precisa de um ntmero minimo de
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dados para descrever o comportamento modal do mesmo.

3.1.1 Parametros de Markov

Considere uma representacao de um espaco de estados é no tempo discreto:

z(p+1) = Az(p) + Bul(p) (3.1)
e
y(p) = Cx(p) + Du(p) (3.2)
Se uma forga inicial for aplicada da forma u;(0) = 1, ou seja é impulsiva independente
de onde esta sua localizacao i = 1,2, ..., r, ela esta aplicada no tempo zero, da forma que

estd no inicio da amostragem, e toda forga u;(p) = 0 sendo p > 0, entdo nao hé repeticao
dessa forca, como sao feitos em analises modais via F'RF's.

Figura 3.1: Exemplo de impulso e resposta real.
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Fonte: (PAPPALARDO; GUIDA, 2018).

Assim utilizando as definigoes de que em u(0) = 1 e também consideramos o sistema
com condigoes iniciais nulas z(0) = 0, expandiremos as equagoes de espaco de estados
para p=20,1,2,... da forma:

e p=20
z(0+1) =2(1) = Az(0) + Bu(0) —» z(1) = B (3.3)
y(0) = Cz(0) + Du(0) = y(0) = D (3.4)

e p=1
z(l+1) =2(2) = Az(1) + Bu(l) — z(2) = BA (3.5)
y(1) = Cz(1) + Du(l) - y(1) = CB (3.6)

e p=2
r(2+1) =x(3) = Az(2) + Bu(2) = x(3) = BAA (3.7)

y(2) = Cz(2) + Du(2) — y(0) = CBA (3.8)
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Logo, observando a construcao das repostas com o tempo observados que ha uma
sequencia de matrizes que satisfazem a resposta ao impulso, esta sequéncia é chamada de
parametros de Markov, e elas podem ser expressas da forma:

Yo = D

Y1 = CB

Y2 = CAB

Yz = CA2B (39)
y,= CAP"'B

Entao dando continuidade a teoria de realizacao, observamos que as matrizes constan-
tes dos parametros de Markov, relacionam os vetores de entrada, reposta e a matriz de
estados, ou seja A, B,C, D, porém como y(0) = D, precisamos identificar apenas as ma-
trizes A, B, C' logo isso serd muito 1til na construcao do Algoritmo de realizacao minima.
Qualquer sistema tem um nimero infinito de realizagoes que preverao a resposta idéntica
para qualquer entrada em particular. Entao denotando os parametros de Markov pela
letra maitscula Y desta forma os parametros de Markov sao:

Yo=D,Y,=CB .Y, =CAB,... Y,=CA"'B (3.10)

Minima realizac¢ao significa um modulo com menores dimensoes de espaco de estados
entre todos os possiveis do sistema que possuem a mesma relagao de entrada e saida, ou
seja mesmo se reduzirmos os estados analisados a informacao contida serda a mesma. Toda
realizacao minima tem o mesmo conjunto de autovalores, que sao parametros modais do
proprio sistema.

Assuma entao que uma matriz A de ordem n tenha um conjunto completo de auto-
vetores linearmente independentes (11, 1y, ..., 1,) que correspondem as seus autovalores
(A1, A2, ..., A\y), dos quais nao s@o necessarios a distingdo. Se definirmos A como a ma-
triz que contenha em suas diagonais os autovalores e ¥ como a matriz que contenha tais
autovetores:

A= diag()\l,)\g,...,)\n) (311)

U= (w17w27"'7wn) (312)

A realizacao que contenha A, B, C pode ser transformada numa realizacdo que conte-
nha A, U~!B, C¥, sendo que ao obtermos a matriz diagonal que contenha os autovalores
A, ela contem informagodes sobre as taxas de amortecimento modais e as frequéncias na-
turais amortecidas do sistema. A matrizes U~ B definem as amplitudes inicias e a matriz
CVU contém os modos nos pontos de cada sensor que obterd a resposta.

As taxas de amortecimento modal desejado e as frequéncias naturais amortecidas sao
simplesmente a parte real e imagindria dos Autovalores de A. Assim o modelo em espaco
de estados podem nos dizer muito sobre os parametros fisicos de um sistema.

Com os parametros de Markov, pode-se montar entdao a matriz de Hankel, definida
como: (CHEN, 1999)
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Y, Yo oo Yo
Y, Y, . Y,
H(p—l) _ p.+1 p'+2 p.+ﬁ
Y;?Jrafl Y})Jra s %JraJrﬁ*Q

(3.13)

Para o caso de p = 1 notamos que a matriz de Hankel pode ser transformado em:

Yi Ya ... Y
Y Y3 ... Y

H(O) _ .2 .3 ' 1.—1—5
Ya }/1—&-(1 s Ya—i—ﬁ—l

(3.14)

Entao note que se substituir os parametros de Markov pelas suas definigoes de (3.19)
na matriz (3.14), obtém-se:

CB CAB ... CA"'B
CAB CA%B ... cA"B

H(0) = : : . : (3.15)
CA™'B CA™ ... CA»1VPB

Note primeiro que Yy = D nao é incluso em H(0), e se « > n e > n (a ordem do
sistema) a matriz H(p — 1) tem posto n. Pois se observando na matriz (3.15) em H(0)
podemos entender que a matriz de Hankel obedece as ordens do sistema visto que sao
compostas pelas triplete A, B, C', logo também se utilizarmos da multiplicacao da matriz
de controlabilidade (3.16) e observabilidade 3.17 e o termo AP, porém definindo que as
matrizes de controlabilidade e observabilidade podem ser denotadas:

Q,= [BAB ... A’ 'B] (3.16)

Onde § denota um integrador arbitrario que define o tamanho do vetor de controla-
bilidade, e entao também:

C
CA

P, = | CA? (3.17)

C Ao

Onde « é um integrador arbitrario que denota o tamanho do vetor de observabilidade.
E entao usando da multiplicagao matricial da forma:
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CAP-1B  CAPB CAPTA—2p
) CAPB  CAPHB cAPHATIP
Hp—1)=P,A7Q, = : : : (3.18)
C’AJ“'p’lB C’AO"H”2 C’Aﬁﬂ;‘*p’?’B
Porém como os parametros de Markov sao da forma:
Y,=CA""'B (3.19)

substituindo os termos por Y, e mantendo as proporc¢oes de o e 3 prova-se que:

Y, Yon Ypip-1
H(p-1) = Yorr  Ypro Yois
YZD-i-oz—l YZD-i—a Y-p+a+,3—2
CAP~'B CAPB CAPHA=2p
CAPB CAPTIB CAPHA-1pB
—p At = | | | (3.20)
C'A"’.p_lB C'A‘);“'p_Q C'Aﬁ‘”'o.“”'p_?’B

Com a matriz de Hankel que é composta pelos parametros de Markov contém as
propriedades de observabilidade e o controlabilidade do sistema. Logo a ordem do sistema
é n, se entao o minimo de dimensoes da matriz de estados é n xn. Se o sistema ¢é observavel
e controlavel, as matrizes P, e Q, tem posto n, assim sendo a matriz de Hankel também
terd posto n.

Em resumo, observamos que a teoria de realizacao engloba outras teorias sobre sistema,
e nos diz que um sinal de saida Y pode construir segundo Chen (CHEN, 1999), Ho e
Kalman (HO; KALMAN, 1966), Wiberg (WIBERG, 1971) e Kailath (KAILATH, 1980),
a matriz de Hankel, que é compostas pelos parametros de Markov provados para um
sistema excitado impulsivamente em seu tempo inicial, e isto nos retorna as matrizes que
descrevem um sistema tratado no espaco de estados. Assim a realizacdo também nos
diz que pode-se construir uma matriz que deve ser avaliada quanto a controlabilidade do
sistema tanto quanto sua observabilidade.

3.2 Decomposicao em valores singulares

Uma das técnicas que sera aplicada, a decomposi¢ao de valores singulares de uma
matriz. Dada uma matriz qualquer A ela pode ser decomposta da forma:

A= RxST (3.21)
A decomposicao em valores singulares, relatada por Eugenio Beltrami (1835-1899),
Camille Jordan (1838-1921), James Joseph Sylvester (1814-1897), Erhard Schmidt (1876-

1959) e Hermann Weyl (1885-1955), responsaveis por estabelecendo a existéncia da de-
composicao do valor singular e desenvolvendo tal teoria (STEWART, 2006) .
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A decomposicao no produto RXST, nos entrega uma matriz unitdria R, uma matriz
diagonal que contenha os valores singulares Y e outra matriz unitaria ST, onde 7" denota
sua transposicao. Uma das utilidade computacionais se deve ao fato que uma pequena
pertubacgao na matriz A corresponde a uma pequena pertubacao nos valores singulares
Y, também é observado que os valores singulares de ¥ dizem muito sobre o posto da
matriz fatorada, visto que os valores decrescem e podem indicar valores nulos, ou valores
muito proximos de zero, e isso demonstra a relagao de uma matriz por exemplo composta
por coordenadas correlacionados, e pode ser aplicada para verificar os reais estados que
afetam um sistema.

Entao construimos a matriz diagonal dos valores singulares:

01

02
Y= ) (3.22)

On

Com isso definimos os componentes da decomposi¢ao de valores singulares. Os concei-
tos sobre a utilizagdo computacional apresentados por Klema (KLEMA; LAUB, 1980) e
Golub (GOLUB; REINSCH, 1971) foram de importancia nitida na utilizagdo do mesmo na
interacao do método de decomposicao o singular na teoria de realizacao de sistemas bem
como utilizada na matriz de Hankel que sera discutido mais em breve. Como podemos
analisar os componentes RXST mantém a informacao sobre o sistema e apresentam in-
formagoes importantes de um sistema composto em forma matricial-vetorial. De exemplo
podemos tomar que os valores singulares podem apresentar um decréscimo significativo
o que demonstra que se uma matriz foi obtida através de um sistema linear, tais valores
apresentaram qual o nivel de interacao das coordenadas que cada valor deste representa,
de tal forma se valores forem nulos ou muito préximo de nulos isso representa que nes-
sas ordens o sistema pode nao apresentar informagcao 1til, entao podemos reduzir mais o
sistema.

3.3 Construcao do ERA

O algoritmo de realizacao minima é um algoritmo de entrada e saida multipla de dados
no dominio do tempo para construcao da ordem minima da realizagao de um sistema e
identificagdo modal (PAPPA; JUANG, 1988).

O algoritimo de realizagao minima visto como objetivo deste trabalho é um composto
das teorias de realizacoes, que foram desenvolvidas a partir das teorias de controle mo-
derno, e métodos matematicos aplicados a métodos computacionais. O algoritmo consiste
em duas maiores partes, a formulacao basica da ordem minima da estrutura analisada e a
identificacao dos parametros modais. Quando nos referimos a ordem minima, ou minima
realizacao, isso nos diz que podemos utilizar os dados e manipular os métodos matematicos
como de exemplo a matriz de Hankel, para que com o minimo de dados nos descreva o
comportamento dinamico da estrutura a partir da analise de seu parametros modais.

O ERA desenvolvido por Juang e Richard Pappa (JUANG, 1986), é um algoritimo que
analisa dados de vibracoes que sejam os mesmos uma resposta coletada ao um impulso
imposto & estrutura flexivel, que apresente decaimento do sinal devido ao seu amorteci-
mento, e entao com a coleta de dados pelos sensores que dispusemos a analise experimental
podemos comegar formando um bloco de dados na matriz de Hankel como descrito nas



95

teorias de realizacao, e de uma matriz generalizada de Hankel para todos os dados pode-
mos decidir seu tamanho reduzindo assim suas linhas e colunas, porém mantendo sempre
os primeiros blocos intactos.

Comecemos definindo que r é um numero de entradas e h um numero de saidas (ou
leituras). Salientado como s@o definidas a matrizes de entradas e saidas:

C1

Co

Ch
Onde o vetor coluna b; (i = 1,2,...,r) pode ser tanto a entrada de excitagdo, como
uma variavel de controle (quando utilizado métodos de controle juntamente ao Era) da
i-ésima entrada, e o vetor linha ¢; (j = 1,2,...,h) é a mensuracao da j-ésima sensor que

obtém a resposta. Logo os dados em forma vetorial sao subconjuntos das matrizes B e
C. Lembrando que essa matrizes sao relacionadas com o espaco de estados no tempo
discreto, ou seja, para um tempo discretizado em p:

z(p+1) = Az(p) + Bu(p) (3.24)
y(p) = Cxz(p) (3.25)

E como foi provado para os parametros de Markov e sua correlacao com as matrizes
das equacoes de estados, mostra a forma que o bloco de dados pode ser construido a partir
das informagcoes de entrada em y, seja agora uma forma discreta e matricial, considerando
y(p) = Y (p) para denotar um vetor de dados:

Y(p) = CAP'B (3.26)

O bloco de dados que deve-se construir com o ERA deve incluir apenas sinais bons ou
fortemente medidos, isso é 1til, pois alguns dados de medigao podem ser ruidosos do que
outros ou os sensores podem funcionar mal durante o teste. Uma escolha criteriosa dos
dados e uma boa disposicao dos messo na matriz de Hankel também podem ser usadas
para minimizar os requisitos computacionais do método. Este esforco poderia reduzir
substancial,ente a ordem da matriz para problemas grandes de quantidades muito altas
de dados, ou variedades de dados. Para dados de ruidos baixos a ordem pode ser a mesma
que a verdadeira matriz, ou seja, a ordem pode abranger todos os dados. Esses fatos nos
levam de volta a examinacao da controlabilidade e observabilidade das matrizes. Segundo
Juang (JUANG, 1986) (JUANG, 1994) (JUANG; PAPPA, 1984) para um sistema em seu
estado inicial podemos simplesmente reafirmar a forma da matriz de Hankel de H(p — 1)
para H(p), entdo observando a relagdo novamente:

H(p—1) =P, A"'Qy (3.27)

H(p) = PuAPQy (3.28)

Segundo Juang devemos assumir que existe uma matriz H' que satisfaz a seguinte
proposicao:

P.H"Qy =1, (3.29)
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Onde I, é uma matriz identidade de ordem n. Essa notagao junto a matriz definida
HT sao de maior importancia em demonstrar o algoritimo ERA a partir das equacoes de
estado e das formulagoes de realizagdo. Vamos observar primeiro que na equagao (3.28)
se consideramos o estado inicial ou seja p = 0, a equagao matricial torna-se H(0) = P,Qy,
visto que A° = 1, isso nos volta a teoria de controlabilidade e observabilidade que nos
informa que precisamos do estado inicial do sistema para informar suas controlabilidade
e observabilidade. Posto isso em evidencia e usando a equacao (3.29), vamos a seguinte
prova:

H(0)H H(0) = P,QyH ' P,Qy = PuQ, = H(0) (3.30)

Lembrando da definigdo (3.29) quando substituimos ela e multiplicamos os vetores
observabilidade e controlabilidade que sobraram pela identidade, obtemos eles mesmos o
que nos retorna a matriz H(0), isso é definido segunda a literatura (JUANG, 1994) que
a matriz H' ¢ a pseudo-inversa de H(0). Tal matriz é usada em campos de dinamica
estrutural para identificar o parametros modais e frequéncias de tais sistemas (IBRAHIM,;
MIKULCIK, 1977). Este é um caso especial que representa uma tunica entrada que nao
pode realizar um sistema que tenha autovalores repetidos ou um sistema sem ruido, a
menos que a ordem do sistema seja conhecida a priori. Deixaremos a agora tal definigao
em segundo plano.

O processo de obtencao do era comeca com o processo de decomposi¢ao da matriz de
Hankel em valores singulares (GOLUB; REINSCH, 1971) (KLEMA; LAUB, 1980), e se
para p = 1 usando da forma:

H(0) = RuST (3.31)

Onde as matrizes R e S sao matrizes isométricas, todas as colunas sao ortonormais, e a
matriz ¥ é tal matriz diagonal que contém os valores singulares [o1, 09, . . ., 0;], onde i é um
integrador qualquer que representa o tamanho original da matriz de Hankel decomposta,
ou seja as matrizes da decomposicao mantém a proporcao da matriz de Hankel.

A parte de decomposigao singular é de suma importancia no ERA, pois depois da
decomposi¢ao obtemos os valores singulares na matriz diagonal ¥ que ainda mantém o
tamanho do sistema definido pela matriz de Hankel como os iésimos valores singulares
do sistema, que sao monotonicamente nao crescente, ou seja os valores se comportam da
forma:

0'120'2>"'20'i20 (332)

Quando fizemos tal decomposicao, alguns valores singulares podem tornar-se pequenos
e insignificantes no sentindo que eles contém mais informagoes sobre o ruido do sinal que
foi construido na matriz de Hankel que informacoes do préprio sistema, como dito nas lite-
raturas, a decomposicao serve para observar também o posto do sistema e entender qual a
real ordem do mesmo. Em outras palavras, as dire¢oes determinadas pela decomposicao
de valores tém graus menos significativos de controlabilidade e observabilidade. Entao
com essa informacao podemos reduzir o sistema de acordo com valores singulares grandes
o suficiente, ou seja, a partir daqui reduzimos os valores singulares de [07, 09, ..., ;] para
[01,09,...,0,] sendo n > i, ou seja devemos reduzir as trés matrizes obtidas na decom-
posicao singular para uma ordem menor de acordo com a analise dos valores singulares
que consideramos grandes o suficiente para manter informagoes sobre o sistema. Fazendo
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uma reducao no tamanho da matriz, considerando pois que construirmos as matrizes de
Hankel e por consequente as matrizes de valores singulares de forma quadrada:

RYST = Reducio = R, %, ST (3.33)

Contudo agora temos as matrizes R e S contendo as n primeiras colunas e linhas.
Consequentemente a matriz H(0) e a pseuda-inversa tornam:

H(0) = R,%,SE (3.34)
Onde:
R'R,=1,=S'S, (3.35)
e também:
H' =S, >'RY (3.36)

Em comparagao com as equagoes (3.34) e (3.35) com a equagao (3.28) quando p =
0, ou seja se H(0) = P,Q, = R,X,SL, para relacionarmos as matrizes provindas da
decomposigao singular com as matrizes observabilidade e controlabilidade, de fato, uma
escolha possivel é se:

Po = R} (3.37)

Q) =%} Sr (3.38)

Esta escolha parece fazer com que P, e Q, sejam balanceados. A partir da (3.28) fica
claro que as primeiras r colunas formam a matriz de entrada B, enquanto as primeiras
linhas de h formam a matriz de saida C. Agora com p = 1 podemos obter da equagao
(3.28) a seguinte notagao:

H(1) = P.AQ, = R, S A2 ST (3.39)

Se isolarmos a matriz A a solucao do sistema é de tal forma que:

A=RIS,PH(1)S S, (3.40)

Embora a observacao acima seja de alguma forma valida, uma prova matematica
rigorosa é necessaria para suporta-la.

Comecemos definindo uma matriz O;, como uma matriz nula de ordem h, e I, uma
matriz identidade de ordem h, sendo entdo um vetor que contenha esses valores, Ef =
[In,On, ...,0O4] onde h além de ordenar o tamanho do sistema é o numero de saidas, pois
entdo hd um vetor EX = [I.,O,,...,0,] em que r é o numero de entradas, esses vetores
contendo tais matrizes nulas servem para a prova apenas como método de referencia as
matrizes C' e B. Agora usando todas defini¢oes postas até aqui, como das equagoes (3.27)
, (3.28), (3.29), (3.34),(3.35) e (3.36), comecemos:

Y, =E'H(p—1)E, Da equacio(3.27) (3.41)

= EI'P, A" 'QyE, Da equacio(3.27) e equacio(3.28) (3.42)
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Se multiplicarmos pela inidentidade a matriz nao perderd a informacao:

= B/ P IA ' IQYE, (3.43)

Porem da equagao (3.29) :
= By Po (P.H Q) A7 (PoH T Q) QE, (3.44)

Reorganizando os termos:
= By PuQyH P, A" QH P, QE, (3.45)

Observa-se que P,Qp = H(0) e que H'" = S, X" 1RT logo:

= ELH(0)S, X 'RIP, AP Q,8, X' REH(0)E, (3.46)
Usando a equagao (3.29) em H(0):
= ElR, %, SLS, Y 'RIP, AP QS " 'RI'R, Y, STE, (3.47)

Lembrando da defini¢io da equagio (3.35) e de que X7!'% =1

= Bl P, A" 1 Q,E, (3.48)

Das equagoes (3.37) e (3.38) onde definimos P, e Q, pra decomposicao singular:

1 1
=ELR, S APIN2STE, (3.49)

_1 _1
Agora abrindo o termo AP~!, porém considerando a definigao posta A = R1%, 2 H(1)X, 25,

1 _1 _1 p—1 1
= EI'R,%2 (RZ ¥, H(1)S, 25n> Y2 STE, (3.50)
Essa é a formulacao basica da realizacao obtida pelo ERA, a triplete de equacao que
definiremos como matrizes realizadas, sendo a matriz de estados realizada:

1

A=RTS,*H(1)T, 25, (3.51)

a matriz de entrada realizada:

A 1
B=%28TE, (3.52)

A matriz de repostas realizada:

¢ = E'R,: (3.53)

Essa triplete de equagoes matriciais que sao obtidas quando usamos a decomposicao
singular sobre a matriz de Hankel em H(0) e entao reduzimos a ordem da matrizes singu-
lares, é chamado de minima realizacao do sistema, ou seja, é de ordem n, sendo n definida
a partir dos valores singulares. A realizacao do modelo no tempo discreto é represen-
tado entao pelas matrizes /1, B , CeD= 0, que entao podem ser retornados ao modelo
continuo dependendo da linguagem de programacao tratada.
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Com essa formulagao posta e a sequencia que vem desde a construcao do modelo em
matriz de Hankel da qual ja reduziriamos o sinal, depois sua reducao quando avaliar-
mos os valores singulares, e entdao a obtencao da triplete, nos informa as frequéncias e
amortecimentos do sistema que podem entao ser calculadas a partir dos autovalores da
matriz estimada a partir das tripletes, porém é necessario que se faca o tratamento do
sistema discreto para o continuo, seja nas matrizes de estados, ou nos autovalores obtidos
da triplete discreta e entao tratada para o modelo continuo.

Algumas informacoes devem ser salientadas, visto que devido ao ruido de medicao, a
nao linearidade e o arredondamento pelo computador de um sinal real que sera digita-
lizado, ou até perca informacao devido a resolugao do sensor usado, a matriz do bloco
de dados H(p) sera geralmente de classificagdo completa, o que nao é, em geral, igual
a ordem real do sistema em teste. Nao deve ser o objetivo de obter uma realizacao do
sistema que reproduza exatamente a sequéncia de informagoes do sistema a partir dos
dados. Uma realizagao que produz uma versao suavizada da sequéncia de dados, e que
represente de perto a dinamica linear subjacente do sistema, é mais desejavel.

Agora que realizamos o sistema, ou seja, criamos seus espaco de estados a partir
do sinal de entrada, precisamos retirar suas informacoes modais que é o objetivo final
deste trabalho. Primeiro devemos levar em conta que as saidas sao consideradas matrizes
discretas no tempo, visto que discretizamos sempre o sistema para tratarmos com dados
reais.

Com o sistema agora realizado entao as equagoes de espaco de estados ficara:

z(p) = Ax(p) + Bu(p) (3.54)

y(p) = Cxz(p) (3.55)

Configurando assim a equagao de espago de estados, e rememorando pois o que é
definindo sobre composi¢ao da matriz de estados, onde tal apresenta a informacao sobre
o aspecto fisico do sistema, e tal aspecto é a parte necessaria para a partir do sinal
observarmos as propriedade modais como os modos de vibrar, as frequéncias naturais
amortecidas e os coeficientes de amortecimento. Entao primeiro vamos tirar os autovalores
da matriz de estado realizada /1, expondo:

M—A=0 (3.56)

Portanto obteremos segundo Juang e Richard S. Pappa (JUANG; PAPPA, 1984),
autovalores repetidos devido ao tratamento matematico e obtencao computacional. Assim
vamos retirar as n frequéncias de acordo com o tamanho do modelo reduzido da matriz
de estado realizada, ou seja os autovalores A = [A1, \a, ..., \,] e entdo os autovetores
também podem ser obtidos W = [1)1, 19, ..., ¥,].

Agora com os autovalores vamos extrair os parametros modais transformando os au-
tovalores do modelo discreto em autovalores no espago continuo (JUANG, 1994), se os
autovalores sao:

A=0+ jw (3.57)

Ou seja os autovalores se constituem um valor real e um valor imaginario, onde 9 é as
taxas de amortecimento modais estruturais e frequéncias naturais amortecidas w, porém
agora passando para o tempo continuo com a formulagao (JUANG, 1994) :
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In(\,)
Ae, = o (3.58)
Onde dt que denota a derivada temporal, em termos computacionais ou de um sinal
real é o intervalo de tempo entre um sinal e outro, ou time-step. Com os autovalores
continuos podemos retirar as frequéncia naturais da parte imaginaria dos autovalores

computados:

We, = imal,,| (3.59)

Isso j& nos informa a frequéncia natural do sistema em radianos por segundo Rad/s
para a conversao em hertz apenas precisamos da trivial divisao:
fo = Len (3.60)
27
Com isso chegamos a principal definicao do sistema, a frequéncia natural de resposta
ao impulso, agora também podemos obter o fator de amortecimento quando retiramos o
taxa de amortecimento d,, que corresponde a parte real do autovalor:

de, = real,,| (3.61)

E com isso vamos obter o fator de amortecimento modal (fracdo do amortecimento
critico):

Oc,

(= A (x100%) (3.62)
Dessarte obtemos os principais componentes que descrevem a resposta dinamica de
uma estrutura excitada ha um impulso, ou seja, f, que sao as frequeéncias naturais do
sistema realizado, e também os fatores de amortecimento ¢, dos n graus de liberdade de-
finidos na reducao do sistema pelos valores singulares, porém vale lembrar que de acordo
com a literatura vigente neste trabalho, sao sempre obtidos autovalores repetidos ou seja,
se definimos a redugdo como n obteremos na saida do algoritmo n/2 frequéncias naturais
e fatores de amortecimento, isso nos leva 4 um aspecto fisico e aplicado a reducao dos
valores singulares, que devemos usar a reducao de acordo com a quantidade de valores de

frequéncias naturais que esperamos do sistema.

Formalmente construimos o algoritimo de realizagao minima através do tratamento
matematico, tal algoritimo é usado para analise modal aplicada porém com embasamento
nas equagoes de teoria de controle como foi demonstrado. Toda forma matematica posta
até aqui ja serve para uma analise modal simplificada de um sistema controlado, essa forma
¢é explicita de forma que seja feita e explorada pelos diferentes métodos computacionais
bem como aberto hé programacao e construcao do proprio sistema de aquisi¢ao baseado
nas teorias de realizagao de sistema. O ERA apesar do tratamento matemético embasado
pode ser utilizado para uma simples analise modal sem a necessidade dos usos de forcas
harmonicas como é de uso em formas de analises baseadas em FRFE’s, visto que é necessario
apenas o impulso aplicado e a obtencao desse sinal em decaimento que sera extraido tanto
a frequéncia do sinal obtido quanto o amortecimento.



Capitulo 4

Conclusao

Para construir o algoritmo ERA e testar seu funcionamento antes de partirmos para
parte experimental é necessario testa-lo em algum modelo ja prefixado para comparar-
mos seu funcionamento. Utilizando-se do modelo ja presente neste trabalho utilizado
por Juang (JUANG, 1994) de dois graus de liberdade, poderemos verificar o processo
de identificagao de sistemas. Depois com a verificacao do funcionamento, passaremos
para a parte experimental, comecando para o teste em uma viga engastada, viga essa
que podemos verificar suas frequéncias naturais através de métodos de elementos finitos
(forma grafica) e verificar também através do método de Rayleg (numérica) (LALANNE;
BERTHIER; HAGOPITAN;, 1983) , assim temos um método de comparacao, porém dentro
do algoritmo que obteremos o sinal ha também embutido a FFT do sinal que nos dira
também as frequéncias, porém como estado do sinal em decaimento serda uma resposta do
tipo FRF, e assim podemos passar o sinal em decaimento através no algoritmo ERA e
comprar sua identificacao do modelo com a modelagem numérica e também com o sinal

da FRF.

Figura 4.1: Diagrama sobre a obtencao dos resultados.

Modelo matematico 2dof Sinal Impusivo Método elementos finitos e
retirado do artigo do Juang experimental Rayleg
[
Y
Construgdo das Matrizes de Estados em
Python e Scilab
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FRF do algortimo de E.RA dosinal Grafico em FFT Frequencias da
Sinal impusivo simulado em Python e obten¢ao il do MEF formula de Rayleg
Scilab
E.R.A em Python e Scilab Frequencias | = Frequencias |=— Frequencias | —| Frequencias
v v h Comparacéo ‘ Comparacgéo
Freq iae Freq iae Frequencia e
fator de fator de — fator de Faroes de
amortecimento | —_ | amortecimento [ — amortecimento amortecimento
em Python em Scilab Dados no artigo
Comparagéao

Fonte: Obtida pelo autor.
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4.1 Simulacao numérica para um sistema Massa-Mola-
Amortecedor

Assim utilizaremos o modelo da figura 4.2 e como j4 foi feito na secao 2.3 sobre espaco
de estados podemos simular ela como um resposta impulsiva e com o sinal proveniente
alimentar o ERA seja na programacao em Python ou em Scilab, ambas desenvolvidas
neste trabalho.

Logo utilizando o modelo ja simulado de dois graus de liberdade igual ao exemplo
da segao 2.3.2 da figura 2.6 e do modelo matemético da equacao (2.3.2), pode inferir o
seguinte sinal impulsivo simulado.

Figura 4.2: Exemplo do Sinal simulado em Python.
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Fonte: Obtida via simulacao em Python.

O sinal referente a figura 77 simulado em Python é o mesmo referente ao simulado
em Scilab no exemplo 2.3.2; a diferenca entre os sinais estd no numero de pontos visto
que em Python foi feito um vetor de de 1000 pontos espacados na razao de 0,1, isso é de
acordo com a literatura o que chamamos de ”dt”ou Time-step ou seja a razao de tempo
entre os sinais, esse é um ponto muito importante no tratamento do sinal no que se refere
a conversao do tempo discreto para o continuo, tanto em Python quanto em Scilab. Em
Scilab a razao entre os ponto é de 0,01.

Também ¢ necessario ponderar algumas questoes quanto as bibliotecas utilizadas. Em
Scilab como é um programador com uma IDE especifica para engenharia ele ja apresenta
algumas bibliotecas nativas como as fungoes hank que é a construcao da matriz de Han-
kel, svd que é a decomposicao em valores singulares, e para a simulacao do impulso e
construcao do modelo no espaco de estados a funcao syslin e funcao csim atrelada ao
"impulse’. Porém em Python como uma linguagem mais aberta é necessario a obtengao
de bibliotecas importadas que contenham tais funcoes, a biblioteca scipy.signal que uti-
liza as fungoes StateSpace para construir o modelo no estado de espacos e impulse para
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simular o impulso no mesmo. E para a construcao do ERA a biblioteca scipy.linalg da
qual contem a funcao hankel para construcao da matriz de Hankel e a funcao svd para a
decomposi¢ao em valores singulares.

Tabela 4.1: Resultados computacionais comparados com (JUANG, 1994)

Parametro | Juang | ERA Python | ERA Scilab
Frequéncia 1 Hz | 0.4594 0.4539 0.4594
Frequeéncia 2 Hz | 0.8714 0.8609 0.8714

Fator 1 | 1.443 1.4594 1.4434
Fator 2 | 2.739 2.7383 2.7386

Assim os primeiros resultados apresentados na tabela 4.1 sdo apenas para o teste do
funcionamento do ERA para um sinal de resposta impulsiva.

Ponderando-se as operagoes computacionais bem como a narrativa de ter que saber
o tempo entre os sinais o ERA em Scilab representa uma certa precisao, claro que com
pontos devidamente espagados, o que nao retira do Python tal precisao do método. Porém
devemos levar em conta que esses dados sao devidamente simulados sem qualquer indi-
cio de ruido ou tratamento de sinal necesséario, a precisao pode ser discutida devido a
simulagao e a o espacamento entre os dados ja posto na simulagao, o que nao acontece
na obtencao experimental visto que a obtencao de sinal pode ter fatores como o ruido
proveniente do préprio acelerometro, da rede elétrica ou até mesmo do impacto.
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4.2 Simulacao numérica via método dos Elementos
Finitos

Precedente aos resultados experimentais é necessario um método de comparacao, os
dois métodos utilizados sendo o MEF, método de elementos finitos, e a formulagao intro-
duzida pelos conceitos de Rayleigh onde chega na equacao da frequéncia para viga engasta,
ambas podem ser encontrada em literaturas elementos finitos e vibragoes mecanicas (LA-
LANNE; BERTHIER; HAGOPIAN, 1983), como nao fazem parte do escopo deste tra-
balho apenas passarei explicando rapidamente como foi utilizada ambas. Primeiro com o
método de elementos finitos descrito para a viga e com as entradas sendo os parametros
fisicos da mesma obtemos uma resposta grafica como segue na figura:

Figura 4.3: Trés primeiras frequéncias do Método de elementos Finitos.
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Fonte: Obtida via simulacao em Python.

E com a formulacdo dada em (LALANNE; BERTHIER; HAGOPIAN, 1983) para a
viga também obtemos as repostas de frequéncias.

2 /
n; El
;= —L - 4.1
v L? * pAr (4.1)

Como dita na (4.1) podemos obter as frequéncias sabendo as i-ésimas condigdes de
contorno. Para a viga engastada de um lado e livre do outro a literatura nos entrega 7,
que sao os parametros de condigoes iniciais, como segue na tabela a seguir:

Agora com ambos os métodos podemos por em evidencia as trés primeiras frequéncias
da viga esperada devido a simulacao e devida a equagao proposta na tabela 4.3.

Os resultados do Métodos dos elementos finitos FEM, foi obtido via autovalores da
matriz rigidez K, e da matriz rigidez M que foram construidas para a simulagao.
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Tabela 4.2: Coeficientes 7 .

Coeficiente

1

2

3 4

n | 1.8751

4.6941 | 10.9956 | 14.1371

Fonte:(LALANNE; BERTHIER; HAGOPIAN, 1983)

Tabela 4.3: Resultados computacionais da viga.

Frequéncias | FEM | Equagao da Frequéncia
Frequéencia 1 Hz | 14.304 13.895
Frequéncia 2 Hz | 87.655 87.079
Frequencia 3 Hz | 243.873 243.826

4.3 Indentificacao Experimental

Para o comeco dos testes experimentais foi utilizado uma viga devidamente engastada
com um mecanismo ja projetado para testes do tipo modal e de deformagao, assim a viga
de alumino apresenta um bom engaste, e também foi utilizado um bloco de concreto como
uma bancada inercial para o teste onde sera fixado o experimento.

Figura 4.4: Viga de aluminio engastada e fixada no bloco inercial.

Engaste

Fonte: Obtida e editada pelo autor.
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4.4 Materiais e Métodos

Para a utilizagao do experimento foi posto em evidencia uma viga que serd nosso
material de teste, tal viga esta fixada em um tipo de engaste projetado para que ela
fique fixa o mais firme possivel e todo esse conjunto estd fixo em uma bancada inercial.
O sistema de aquisigao fica por conta de um Raspberry-Pi 3 conectando em suas portas
GPIO um acelerometro do tipo MEMS, micro machinado, e com o algoritimo de obtencao
de sinal na linguagem Python com o mostrador do sinal do tempo e também na FFT, isso
serd de muita utilidade para comparacao com o ERA.

Figura 4.5: Sistema de aquisi¢ao com Raspberry-pi e micro Acelerometros
, L -

Fonte: Obtida e editada pelo autor.
Entao dos itens utilizados como materiais:

e Viga de alumino: largura 420mm, espessura 25mm e altura 3mm, com massa espe-
cifica segundo as literaturas 2700[kg/m?] e Mddulo de Young de 69[G Pal;

Figura 4.6: Mensuracoes fisicas da viga

Fonte: Obtida e editada pelo autor.

e Bloco inercial: 39¢m x 50cm x 50cm, peso estimado de 195K g;



Figura 4.7: Bancada inercial

_—

Fonte: Obtida e editada pelo autor.

Fonte: Obtida e editada pelo autor.

e Raspberry Pi 3 model B;

e Acelerometro Adxl345;

Figura 4.9: Acelerometro Adx1345

Fonte: Obtida e editada pelo autor.

e Martelo de impacto com cabeca de Nylon;

67
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Figura 4.10: Martelo de cabe¢a de nylon arredondado

-

Fonte: Obtida e editada pelo autor.

Dentre os Materiais citados o objeto de impulso utilizado é um martelo de porte
pequeno de cabeca de nylon, da forma que ele apresenta uma forma arredondada no local
de impacto torna mais pontual a localidade do impulso. Tal martelo é utilizado por
profissionais que reparam latarias de carro e por isso é indicado para materiais metalicos.

Dentre o método do experimento a viga foi divida como mostra na figura a seguir,
assim obtemos localidades espacadas chamando de ponto zero o comego da viga aonde
fica o engaste, e a partir dali numa razao de 105mm a partir do ponto zero foi tracado
pontos onde seriam fixados os acelerometros e aonde seria posto o impulso através do
martelo utilizado para tal. assim chamando de localizacao do acelerometro de 1,2,3 e
4, comecando da ponta da viga, desta forma comecando fixando o acelerometro em 1
obtendo trés sinais referentes ao impulso em 315mm, 210mm, 105mm e depois realocando
o acelerometro para o ponto 2 e aplicando o impulso em 420mm, 210mm, 105mm e assim
por diante até o ponto 4. Logo podemos obter uma variedade de sinais para posteriormente
serem analisados pelo ERA e comparados juntamente a FFT ja embutida no sistema de
aquisicao e ao modelos numéricos de elementos finitos e a equacao das frequéncias para
viga engasta.

Outra problematica sobre a aquisi¢ao de sinal é quanto a janela de obtencao de sinal,
uma das entradas do algoritmo é a o tempo de aquisicao, com isso é decidido em tela o
momento de comeco da obtencao do sinal, e entao quando impulsionamos a viga existe
um tempo entre a leitura do primeiro sinal devido ao impulso e o comeco da janela,
assim existe um nimero de sinais que sao apenas ruidos e que devem ser eliminados (ou
cortados) para que a entrada do algoritmo ERA comece de fato na entrada do impulso e
depois siga pelo decaimento do sinal.

Da forma que é mostrada na figura a seguir:

4.5 Resultados

Com todos os materiais pré-dispostos, foi utilizado daqui em diante tanto a pro-
gramagao do sistema de aquisi¢ao quanto o préprio ERA em linguagem Python, e entao
foi obtido uma variedade de sinais em variacao dos pontos de medi¢ao de acordo com os
posicionamentos do sensor e da aplicacao de forca, logo dentre os sinais seleciona-se os
que tem os melhores desempenhos quanto ao numero de frequéncia e a limpeza do ruido.
Dentre alguns sinais obtidos serao listado a seguir de acordo com a posi¢ao do sensor e
do local de impulso e mostrado as frequéncias obtidas pela FFT embutida no algoritimo
de aquisicao e comparado com o mesmo sinal quando tratado no algoritimo ERA. Todas
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Figura 4.11: Posicionamentos do impulso e das localizacoes do sensores

Fonte: Obtida e editada pelo autor.

Figura 4.12: Corte necessario ao sinal
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Fonte: Obtida via Python e editada pelo autor.

matrizes de Hankel foram fixadas em 3500 x 3500 pontos visto que as janelas de obtengao
foram fixadas em 10 segundos de aquisigao e geram em torno de 10000 pontos.A frequéncia
de obtencao fixada em 800 Hz visto que de acordo com a analise numérica iriamos obter
até a terceira frequéncia e esta é uma frequéncia que o acelerometro Adxl345 apresenta
uma boa resolucao de sinal. A reducao usada na decomposicao fico a cargo de quantos
frequéncias seriam possiveis visualizar, e isso depende de quantos pico de frequéncia a
FFT apresenta, assim se usarmos uma reducao em 8 obteremos 4 frequéncias, visto que
ja foi comentado o fato do método matemaético usado dar autovalores repetidos.
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4.5.1 Posicao do sensor em 1 e impulso em 105mm

Figura 4.13: Sinal no sensor localizado em 1 em impulso aplicado ha 105mm do engaste.
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Fonte: Obtida em experimento realizado pelo autor.

Tabela 4.4: Resultados do ERA e da FRF.

FRF do Sinal [Hz] | Frequéncia ERA [Hz] | Amortecimento ERA [%]
1 12.3645 none 0.6554
79.8205 78.75 1.3078
3 224.3597 221.44 0.5957

(\]
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4.5.2 Posicao do sensor em 2 e impulso em 105mm

Figura 4.14: Sinal no sensor localizado em 2 em impulso aplicado ha 105mm do engaste.
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Fonte: Obtida em experimento realizado pelo autor.
Tabela 4.5: Resultados do ERA e da FRF.
FRF do Sinal [Hz] | Frequéncia ERA [Hz] | Amortecimento ERA %
1 12.8029 12.6955 0.6554
2 82.7071 78.7446 1.3078
3 226.451 222.9997 0.5957
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4.5.3 Posicao do sensor em 2 e impulso em 210mm

Figura 4.15: Sinal no sensor localizado em 2 em impulso aplicado ha 210mm do engaste.
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Fonte: Obtida em experimento realizado pelo autor.
Tabela 4.6: Resultados do ERA e da FRF.
FRF do Sinal [Hz] | Frequéncia ERA [Hz] | Amortecimento ERA [%]

1 12.8033 12.6616 0.539

2 82.6212 81.4313 0.0739

3 none none none




4.5.4 Posicao do sensor em 4 e impulso em 420mm
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Figura 4.16: Sinal no sensor localizado em 4 em impulso aplicado ha 420mm do engaste.
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Fonte: Obtida em experimento realizado pelo autor.

Tabela 4.7: Resultados do ERA e da FRF.

I
400

FRF do Sinal [Hz] | Frequéncia ERA [Hz] | Amortecimento ERA [%]

1 13.1023 12.9686 0.4935
81.435 80.3972 0.1401
3 none none none

(\]
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4.5.5 Posicao do sensor em 4 e impulso em 210mm

Figura 4.17: Sinal no sensor localizado em 4 em impulso aplicado ha 210mm do engaste.
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Fonte: Obtida em experimento realizado pelo autor.

Tabela 4.8: Resultados do ERA e da FRF.

FRF do Sinal [Hz] | Frequéncia ERA [Hz] | Amortecimento ERA [%]
1 13.1039 12.9071 1.0648
81.8216 80.8283 0.2489
3 none none none

(\]
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4.5.6 Posicao do sensor em 1 e impulso em 210mm

Figura 4.18: Sinal no sensor localizado em 1 em impulso aplicado hd 210 mm do engaste.
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Fonte: Obtida em experimento realizado pelo autor.

Tabela 4.9: Resultados do ERA e da FRF.

FRF do Sinal [Hz] | Frequéncia ERA [Hz| | Amortecimento ERA [%)]
1 12.4024 12.2251 1.4143
79.2161 78.1992 0.1311
3 222.845 219.8308 0.0889

(\]
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4.5.7 Posicao do sensor em 1 e impulso em 315mm

Figura 4.19: Sinal no sensor localizado em 1 em impulso aplicado hé 315 mm do engaste.
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Fonte: Obtida em experimento realizado pelo autor.
Tabela 4.10: Resultados do ERA e da FRF.
FRF do Sinal [Hz] | Frequéncia ERA [Hz] | Amortecimento ERA [%]
1 12.4037 12.3465 1.6366
2 79.8222 78.8712 0.0821
3 225.162 223.2039 0.0926
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4.6 Consideracoes Finais

Os sinais apresentados foram devidamente selecionados apos a obtencao e alimenta-
dos no algoritmo ERA, entao os resultados provenientes foram comparados aos da FREF.
Também podemos observar que ha algumas diferencas entre os sinais, alguns apresen-
tam melhor a terceira frequéncia, e os mesmos quando alimentados no ERA apresentam
também a terceira frequéncia, isso evidencia ainda mais a certeza da identificacao. Pode-
mos discorrer também sobre os resultados da 4.4 onde apesar de apresentar na FRF do
sinal as trés primeiras frequéncias, nao foi identificada no E.R.A a primeira frequéncia,
mesmo que mudando os mudado o tamanho da reducao da qual fixei para obter 8 valores
singulares, logo 8 solugao por autovetores repetidos e entao 4 frequéncia, e disso para 6
valores singulares e depois para 10 , mas mesmo assim continuou fixo os valores entorno de
80 hz e 220 hz sem um valor que aproximasse da primeira frequéncia nos outros resultados
pedidos.

Para que seja posto as diferengas do modelo simulado e do modelo identificado, utili-
zarei dos resultados da tabela 4.12 4.9 e 4.5 pois apresentam as trés primeiras frequéncias
identificadas, e com a media aritmética dos resultados que abrangem as trés frequéncias
para que os dados fiquem dispostos igualmente:

Tabela 4.11: Média aritmética dos Resultados do ERA e da FRF.

FRF [Hz] | ERA [Hz]
1] 125363 | 124224
80.5818 | 78.6050
3| 224.8193 | 222.0115

\)

Entao podemos comparar agora com os outros dois métodos para uma aproximacao
dos resultados tedricos do modelo com os resultados identificados do modelo.

Tabela 4.12: Comparacao dos Resultados

FRF [Hz] | ERA [Hz| | Elementos Finitos [Hz| | Equacao da frequéncia [Hz]
1| 12.5363 12.4224 14.304 13.895
2| 80.5818 78.6050 87.655 87.079
3| 224.8193 | 222.0115 232.873 243.826

Com essa comparacao numérica dos resultados podemos observar algumas questoes,
primeiro que os dados do ERA se comparados a resposta grafica do FRF apresenta um
bom resultado do método experimental, segundo que apesar de em uma escala numérica
maior todos os resultados se mostram apresentaveis, o modelo simulado apresenta uma
certa distancia dos outros dois métodos experimentais, visto que as entradas deles sao
apenas os dados geométricos da viga, que foram fielmente medidos, e os dados de massa
especifica e modulo de Youg, dados esses que foram utilizados de literaturas, visto que nao
temos acesso a esses dados. Entao comprometo a dizer que o modelo matematico desta
viga apresenta a necessidade de modificacao em discrepancia aos resultados experimentais,
principalmente quanto a essas duas entradas (Massa especifica e médulo de Young).
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Outro juizo a cerca do ERA é quanto as identificagoes das matrizes de estados, A, B, C,
que claro sao parte do algoritimo e sao de uso em sistemas de controle moderno, e que sao
identificadas no modelo experimental em tempo discreto, e que deixo em aberto a talvez
utilizagao posterior em foco deste assunto.

Fechando mais a cerca do desenvolvimento matematico do ERA, foi posto em eviden-
cia as formulacoes matematicas e também as evidencias computacionais, e de fato o ERA
se mostra com menos operagoes matematicas arrojadas comparados a FF'T ou FRF, ape-
sar de especificas, para o tratamento dos sinais, e pondero que sua conclusao e talvez um
posterior refino se deve ao tratamento discreto-continuo, que deve ser mais aprofundado
se utilizado em funcao de teorias de controle. Ouve limitagoes quanto as programacoes
no que se refere a este fato, visto que as linguagens utilizadas nao apresentam bibliotecas
(conhecidas pelo autor) que abrangem esse tratamento se ndo as operagoes utilizadas para
retirar as frequéncias e fatores de amortecimento.

Por vias dos fatos, o Eigensystem Realization Algorithm ou ERA, ou ainda algoritimo
de realizacao de auto sistemas, mostrou-se de fato funcional na identificacao do modelo
da viga, ponderando-se que a simulacao numérica apresentou uma certa distancia da FRF
e do ERA, porém ambos se correlacionaram bem (ERA e FRF) o que nos indicam que a
teoriza de realizacao foi de fato concluida, visto que identificamos o modelo através do sinal
pelo ERA comparamos um de seus parametros, a frequéncia, & um tratamento ja disposto
a FRF, e demonstramos que o modelo simulado necessita de um certo ajuste, ou seja é
exatamente o ponto principal do trabalho, identificar o modelo através da experimentacao
e realizar os ajustes de modelo.
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