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Resumo

Este trabalho trata de aspectos relacionados com hipersuperficies quase ordinarias.
Dentre as principais contribuicoes, destacamos a apresentacao de um método que permite
encontrar um conjunto de geradores para a subalgebra gerada pelas componentes de uma
parametrizacao de uma hipersuperficie quase ordinaria.

Apresentamos um modo de obter uma hipersuperficie quase ordinaria em C" a partir
de uma hipersuperficie quase ordinaria de C®* com s < r e estudamos a relagao entre dados
topoldgicos e analiticos das mesmas.

Além disto, mostramos que os expoentes generalizados de Zariski, introduzidos em [20],
sao invariantes analiticos e utilizando tal invariante procedemos a classificacao analitica

de superficies quase ordinarias com género 1 que sao quase simples.

Palavras-chave: Hipersuperficies quase ordinarias, Invariantes topoldgicos, Invariantes

analiticos.
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Abstract

This work deals with related aspects of quasi-ordinary hypersurface. Among the main
contribuitions we present a method that allows to find a set of generators for the subalge-
bra generated by the components of a parameterization of a quasi-ordinary hypersurface.

We present a method of obtaining a quasi-ordinary hypersurface in C" by a quasi-
ordinary hypersurface of C* with s < r and we study the relations between topological
and analytical data of them.

Moreover, we show that the generalized Zariski exponents, introduced in [20], are
analytical invariants and using this invariant we proceed the analytical classification of

quasi-ordinary surfaces with genus 1 that are quasi simple.

Key words: Quasi-ordinary hypersurface, Topological invariants, Analytical invariants.
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Introducao

No estudo de singularidades, os objetos mais bésicos a serem considerados sao as curvas
planas. Para o passo seguinte temos varias direcoes naturais a serem tomadas, podemos
considerar curvas espaciais, hipersuperficies, etc.

Neste trabalho, abordamos uma categoria de hipersuperficies que possuem algumas
propriedades que sao generalizacoes das curvas planas: hipersuperficies quase ordindrias.

Seja (X,0) C (C™,0) um germe de uma hipersuperficie irredutivel dada por uma
equagdo f =0, isto é, o germe do conjunto {P € C"*!; f(P) = 0}. Dizemos que (X,0) C
(C™*1,0) é uma hipersuperficie quase ordindria se existem coordenadas locais nas quais
feC{Xy, -, X, }[Xrq1] é um polinémio de Weierstrass quase ordinario (veja Definigao
1.3).

Pelo Teorema de Abhyankar-Jung (veja [1]) uma hipersuperficie quase ordinéria ad-

mite uma parametrizacao da forma

H:(?7... Ak S(tl,--~,tr))

Y Vro

com S(ty,---,t,) € C{ty,--- ,t, }.

Lipman, em [17], introduz a nogdo de parametriza¢oes normalizadas para hipersu-
perficies quase ordindrias e garante que toda hipersuperficie quase ordinaria admite (a
menos de mudancas de coordenadas) uma parametrizagdo com propriedades particulares,
denominada parametrizacao normalizada. Em particular, uma parametrizacao norma-
lizada admite expoentes que se destacam e que sao conhecidos como expoentes carac-
teristicos generalizados. Tais expoentes sao de fato especiais, pois Lipman mostrou, em
[17] e [18], que ao tomarmos uma parametrizagdo normalizada teremos sempre os mesmos
expoentes caracteristicos generalizados e que tais expoentes determinam o tipo topoldgico
da hipersuperficie quase ordindria. A reciproca também é vélida, ou seja, o tipo topolégico
de uma hipersuperficie quase ordinédria permite recuperar os expoentes caracteristicos ge-
neralizados. Tal resultado foi provado por Gau em [5]. Estes aspectos, que também estao

presentes na teoria de curvas planas irredutiveis, ou seja, o tipo topolégico é completa-



mente determinado por certos expoentes presentes em uma parametrizagao particular.

Ainda para curvas planas, um outro objeto que caracteriza o tipo topolégico e que é
considerado por vérios autores é o chamado semigrupo de valores. Objeto similar foi intro-
duzido para uma hipersuperficie quase ordinaria. Tal objeto foi descrito simultaneamente
de formas distintas, porém equivalentes, por Popescu-Pampu e Gonzélez Pérez. Além
disto, esse semigrupo ¢ determinado e determina os expoentes caracteristicos e portanto,
é um invariante topolégico completo de uma hipersuperficie quase ordinéria.

Este trabalho apresenta contribuicoes para a Teoria das hipersuperficies quase or-
dindrias irredutiveis, dadas por meio de parametrizagoes normalizadas, focando principal-
mente as propriedades do ponto de vista analitico.

No Capitulo 1 apresentamos nosso principal objeto de estudo, as hipersuperficies quase
ordinarias. Relembramos de maneira sucinta alguns conceitos sobre séries de poténcias,
necessarios para definir as quase ordinarias, e destacamos os principais resultados rela-
cionados a tal objeto, como por exemplo, a nogao de expoente dominante V(h) de uma
série h, o conceito de semigrupo, semirraizes, expoentes generalizados de Zariski, etc. Nao
apresentamos demonstragoes, porém indicamos referéncias de onde podem ser encontra-
das.

O Capitulo 2, tem um apelo algébrico e introduz conceitos que podem ser futuramente
usados para o estudo de topicos mais gerais da Algebra Comutativa com perspectivas com-
putacionais. A principal contribuicao relacionada ao tema central deste trabalho pode ser
sintetizada como segue. Dada H = (t},--- ,t" S(t1,- - ,t,)) uma parametrizacao de uma
hipersuperficie quase ordindria, apresentamos um método que permite obter um conjunto
F, = {fi,---, fr+qy} de geradores para a subalgebra C{B} C C{ty,--- ,t,} gerada por
B ={t}, -+ ,t", S(t1,--- ,t.)}. Para tal conjunto temos que {V(f;);1 <i <r+ g} coin-
cide com o conjunto de geradores do semigrupo de I'y de H, ou seja, apresentamos um
modo alternativo para obtermos I'y e um sistema completo de semirraizes.

No Capitulo 3 apresentamos uma descricao de hipersuperficies quase ordindrias parti-
culares em C" a partir de uma hipersuperficie quase ordinaria de C* com s < r. Dizemos
que tais hipersuperficies assim obtidas estao associadas uma a outra. Abordamos algu-
mas relagoes entre seus invariantes, ou seja, como obter (parte dos) invariantes de uma
quase ordinaria em C” por meio dos invariantes de uma hipersuperficie de dimensao menor
associada a mesma.

Apresentamos um exemplo ilustrando que a propriedade de uma hipersuperficie quase
ordindria estar associada a outra hipersuperficie quase ordinaria ¢ sensivel por mudancas

de coordenadas. Tal situagao sugere, de maneira natural, a questao de identificar quais



mudangas preservam tal propriedade, ou seja, o fato de uma hipersuperficie quase or-
dindria estar associada a uma outra hipersuperficie quase ordinaria. Nesta direcao, apre-
sentamos condigoes suficientes para que as mudancas tenham tal propriedade. Varias
questoes relevantes sobre tal propriedade surgem, como por exemplo, hipersuperficies
quase ordindrias em C" associadas a outras hipersuperficies quase ordinarias equivalentes
C?, sao também equivalentes?

O Capitulo 4 tem como objetivo dar um primeiro passo na questao da equivaléncia
analitica de superficies quase ordinarias.

No caso de uma hipersuperficie quase ordinaria dada por f € C{Xy, -+, X, 11}, ex-
ceto para o caso em que r = 1, isto é, curva plana ou a hipersuperficie é normal, os

. . , . , . . C{X1, X , .
invariantes cldssicos como o nimero de Milnor p1y = dzm@m e o numero de Tju-
17 5 r

rina 7y = dz’m(c(f%{XlA sao [ty = Ty = 00, nao permitindo que possamos utilizé-los
fxy e fxna)

para estratificar o problema de classificacao analitica. Deste modo, invariantes analiticos

mais especificos se fazem necessarios para abordar o problema da classificacao analitica

de hipersuperficies quase ordinarias.

Nesta direcao, retomamos o conceito expoentes generalizados de Zariski, introduzi-
dos em [20], e mostramos que tais expoentes sdo invariantes analiticos. Utilizando tal
invariante apresentamos a classificacao de superficies quase ordindrias de género 1 e com
a propriedade de que em sua classe topolégica ha um ntmero enumerédvel de classes

analiticas distintas, propriedade que chamamos de quase simples.



Capitulo 1

Hipersuperficies Quase Ordinarias

Vamos introduzir, neste capitulo, nosso principal objeto de estudo: as hipersuperficies
quase ordinarias. Para isso, primeiro vamos relembrar de maneira sucinta alguns conceitos
sobre séries de poténcias necessarios para definir tal objeto.

Para os conceitos basicos sobre séries de poténcias indicamos [9] e para as provas dos
resultados sobre hipersuperficies quase ordindria indicamos [5], [7], [16] e [21].

Considere C{X} := C{X3,- -, X, } a C—4lgebra das séries de poténcias analiticas nas
indeterminadas Xi,--- , X, com coeficientes no corpo C dos nimeros complexos, o qual

¢ um dominio local de fatoracao unica.

Definicao 1.1. Seja f € C{X} \ {0} tal que f = Y72 Pj, em que cada P; é um
polinomio homogéneo de grau j e P, # 0. O inteiro n é chamado de multiplicidade de f

e serd denotado por mult(f). Se f =0, entdo convencionamos que mult(f) = oco.
Seguem as seguintes propriedades:
1. mult(u) = 0 se, e somente se, u € C{X} é uma unidade.
2. mult(fh) = mult(f) + mult(h).
3. mult(f+h) > min{mult(f), mult(h)} com igualdade sempre que mult(f) # mult(h).
4. mult(®(f)) = mult(f) para todo f € C{X} e ® um C-automorfismo de C{X}.

Muitas das informagoes envolvendo séries de poténcias se mantém inalteradas por
multiplicagao por unidade e por automorfismos. Por exemplo, segue das propriedades
acima, que multiplicidade de séries é uma destas.

O conceito abaixo é importante para o que serd introduzido.



Definigao 1.2. Um polinomio em C{X}[X, 1] da forma,
p(X17"' 7XT7X7"+1> :X;L+1 +a1(X)XT‘+1 + - +an<£)

com n > 1 é chamado um polinomio de Weierstrass, se mult(a;(X)) > i para todo

i=1,m.

Segue de [9], que dado f € C{X, X, 1} com mult(f) = n, existe uma unidade u e
um automorfismo ® de C{X, X, 1}, tais que u- ®(f) € C{X}[X,41] é um polinémio de
Weierstrass de grau n.

Vamos relembrar agora o conceito de resultante e discriminante de um polinomio.

Sejam A um dominio, p = agY" +a, Y"1+t ap 1Y +a, e q=bY" +b Y™ 4

o+ by1Y + by, € A[Y], com ag # 0 # by. O resultante (em Y') dos polinomios p e ¢ é
definido por Ry (p,q) = det(R) em que R é a matriz (n +m) x (n +m) dada por

apg a; . . Qp_1 Qp 0 . . 0

0 ay a; . . Ap—1 Gy 0

0O . 0 ) ) ) . n— n
R— Qo aq ap—1 @

b b1 . . . . b1 by, . 0 0

0 by by . . . . b—1 bm . 0

o o . . . 0 bo by . bp_1 by,

onde os coeficientes de p(Y) aparecem nas m primeiras linhas e os coeficientes de ¢(Y)
aparecem nas n ultimas linhas.
Se p,q € A[Y]\ A, entao também podemos calcular o resultante de p e ¢ da seguinte

maneira:

n m

Ry(p,q) = agby [[ ] (& — ) = ai [[ a(&) = (=155 Hp )
=1

i=1 j=1

em que §; e 7; sao raizes de p e ¢, respectivamente. Vale observar que o resultante ¢ zero
se, e somente se, p e ¢ tém ao menos uma raiz comum.
O discriminante de um polinomio p = agY" +a;Y" ' +---+a, 1Y +a, € AlY] com

ag # 0 en > 1 ¢é definido por

n(nfl)_ M_ n—
Ayp=(=1)"7 aoRy(p,py) = (-1)" 7 tad" ] (& -
i#]




com &, k=1,--- ,n, raizes de p e py é a derivada de p com respeito a Y.
Agora, com tais conceitos, podemos apresentar a definicao de polinomio de Weiers-
trass quase ordinario. Tal definicao permite uma caracterizagao algébrica de uma hiper-

superficie quase ordindria.

Definigao 1.3. Dizemos que um polinémio de Weierstrass [ € C{X}[X,11] € quase
ordindrio se
Ax,nf = XX XJru

em que u € C{X} € uma unidade e 6; € N parai=1,--- r.

No que segue (X,0) C (C™*1 0) denota um germe de uma hipersuperficie dada por
uma equacgio f = 0, isto é, o germe! do conjunto {P € C™*1; f(P) = 0}.

Dizemos que (X,0) C (C™1 0) é uma hipersuperficie quase ordindria, se existem
coordenadas locais (X1, -+, X,, X;11) de modo que (X,0), nestas coordenadas, é dada
por {(ay, -, 1) € C5 fla, -+, apyr) = 0} com f € C{X} [X, ;1] um polinomio de
Weierstrass e o conjunto dos zeros do discriminante da projecao pr : (X,0) — (C",0),
dada por (Xi, -+, X;, Xou1) — (X3, -+, X,), estando contido em Xj.--- . X, = 0.

A definicao anterior é equivalente a dizer que f é um polinomio de Weierstrass quase

ordindrio nas coordenadas mencionadas, veja [17], isto é:

Definicao 1.4. Dizemos que uma hipersuperficie dada por um polinomio de Weierstrass
= Xrn+1 + alX;:ll a1 X +an € C{K} [Xr‘+1]

¢ quase ordindria Se,
I 61 62 67‘
Ax  f=X"X3?- Xu

com u unidade em C{X} e d; € N parai=1,---r.

Deste ponto em diante, com intuito de simplificar a escrita, usaremos a abreviagao
h.q.0. para nos referirmos a uma hipersuperficie quase ordinaria. As vezes utilizamos o
termo quase ordindria para nos referir a uma h.q.o..

Se r = 1, entao obtemos o conjunto de exemplos mais simples de hipersuperficies quase
ordinarias, as curvas planas. De fato, dada uma curva plana definida por

[ € C{Xy, Xy}, por meio de mudangas de coordenadas (se necessério) e fazendo uso do

1Se 0 € A C C™*!, entdo o germe (A,0) de A (em 0) é a classe de equivaléncia determinada pela
relacio que identifica dois conjuntos A, B C C"*! se, e somente se, existem abertos U,V C C"*! contendo

a origem, tais que U NA =V N B.



Teorema da Preparacao de Weierstrass, podemos considerar, sem perda de generalidade,
que f = XP+>"" a;(X1)X5~" é um polinomio de Weierstrass. Note que a;(X;) € C{X;}
parai=1,--- n, deste modo temos que Ax, f = XPu(X;) com §; € N*, u(X;) é unidade
em C{X;} e, consequentemente, f é um polinomio de Weierstrass quase ordindrio.

O préoximo exemplo mostra que a propriedade de um polinomio de Weierstrass ser

quase ordinario pode ser afetada quando efetuamos mudancas de coordenadas.

Exemplo 1.5. Consideremos f(X,Y,Z) = Z? — XY? € C{X,Y}[Z] que determina
a hipersuperficie conhecida como Whitney Umbrella. Note que f € um polinomio de

Weierstrass quase ordindrio, uma vez que
Ay f=—4XY?2

Considerando a mudanca de coordenadas dada por X = X+Y,Y =Y e Z = Z, obtemos
g XY, Z2)=f(X+Y,Y,Z)=7*— (X +Y)Y? € C{X,Y} [Z] que ainda se trata de um

polinémio de Weierstrass mas ndo € quase ordindrio, uma vez que Az f = —4(X +Y)Y2

Na teoria de curva planas, o classico Teorema de Newton-Puiseux estabelece que todas
as raizes de um polinoémio de Weierstrass f € C{X; }[X;] de grau n, pertencem a C {Xll }
Para dimensoes maiores, Jung (para polinomios em C{X;, X5}[X3]) e posteriormente
Abhyankar (para o caso geral) mostraram que as raizes de um polinomio de Weierstrass
quase-ordinario f € C{X}[X,,| pertencem a C {X%, e ,XT%} para algum k € N*
ou seja, se f(Xy, -+, X&) = 0, entdo & € C{XI%,--- XT%} Cabe mencionar que
o inteiro k£ nao necessariamente coincide com n = degy,,,(f). Quando f é irredutivel
temos sempre que k divide n e como C {Xl’“,-- Xk} cC {Xl”,--- ,XT%}, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que k = n. O leitor podera consultar justificativas
dos fatos acima mencionados em [14].

Neste trabalho, vamos considerar h.q.o. definidas por f € C{X} [X, 1] irredutivel de

grau n > 1 e, deste modo, assumiremos que o inteiro £ mencionado acima é igual a n.

Exemplo 1.6. Considere
f=X5—4X3X3+203Xy — X5 — X1 X)) X2 — 4(X$ — XJ — X1 X)) X3+

+ X5 —2X9 + X350 —2X, X350 — 2X, Xt + XPXo2

Temos que o discriminante de f é:
4096 X233 (1 — 2X1 Xy + X2X2).
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5 1
Note que degx,(f) = 4, no entanto, uma raiz de f € dada por § = X3+ X3 — X2 X3 €
1
i

11 1
C {Xf,XQZ} cC {X1 ,X24}, ou seja, o inteiro k mencionado acima pode ser tomado

wqual a 2.

Denotamos por L o corpo de fragoes do anel C{X} e por L, o corpo de fragoes de
1 1
C{Xp, -, X"}

1

1 1
Definicao 1.7. Sejan € N* e £ € C {Xl", e ,Xr"}. Dizemos que & é um ramo quase
ordindrio se o polinomio minimal de & sobre L é um polinomio de Weierstrass quase

ordindrio.

Cabe aqui observar que um polindmio de Weierstrass cujas raizes pertencem ao anel
1

1 1
C {Xl’“, e ,Xr’“}, nao garante que o polinomio defina uma hipersuperficie quase or-

dinaria.
Exemplo 1.8. Consideremos
F(X0, X, X3) = Xy — 2(X7 4+ X3) X5 + (X7 — X3)%.

3 3 11
Notemos que f tem raizes { = £X7 £ X5 € C {Xf,XQ2 }, mas f nao € polinomio quase

ordindrio, uma vez que,
Ax, f = 256(X; — Xo)(X7 + X1 Xo + X3)° — 432(X; + Xo)* (X7 — X1 X0 + X5)*.

Duas relagoes de equivaléncias importantes e que abordaremos sao: a equivaléncia

topoldgica e analitica de h.q.o..

Definigao 1.9. Dadas duas h.q.o. (X,0) e (¥,0) em C™*, dizemos que elas sao topo-
logicamente equivalentes, se existem vizinhancas U e V' da origem e um homeomorfismo
o* : (C™1,0) — (C™,0) tais que (X NU) =Y NV. Caso ®* seja um isomorfismo

analitico, entao dizemos que (X,0) e (Y,0) sdo analiticamente equivalentes.

Um isomorfismo analitico ®* : (C"1 0) — (C"*! 0) sempre induz um automorfismo
¢ C{X, X, 11} = C{X,X,11}. Mais ainda, se f e g definem (X,0) e (¥,0), temos
que (X,0) e (¥,0) s@ao analiticamente equivalentes se, e somente se, u- ®(f) = g com
u € C{X, X,+1} uma unidade.



1.1 Expoentes caracteristicos generalizados

Seja f € C{X} [X,4+1] um polinémio moénico quase ordindrio de grau n, temos que

n(n—1)
AXr+lf: (_1) 2 H(Sz_gj) :XlefTUGC{X}
i#]
com u € C{X} uma unidade e &, k =0,--- ,n — 1 sao raizes de f. Uma vez que temos
a inclusao dos dominios C{X} c C {X %, e X %}, podemos assegurar que cada fator

do discriminante acima satisfaz

A1 (4,9) Ag(4,5) Ar(i,9)

1 1
onde u;; é unidade em (C{Xln, e ,Xr”} e N(i,7) € Nparal=1,---,r.

AMGd)  Ag(ig) Ar(i.4)
Definicao 1.10. Os monomios M;; = X; » X, » ---X, ™ destacados acima, sao

chamados de mondmios caracteristicos de f e as r-uplas (M(7,7), Aa(4,7), -, (2, 7)),
para todos 1 < i,j < n distintos, sao chamados de expoentes caracteristicos (generaliza-

dos) de f.

Vamos ilustrar o conceito anterior retomando a hipersuperficie quase ordinéaria deter-

minada pelo polinomio do Exemplo 1.6.
Exemplo 1.11. Para o polinomio f dado no Exemplo 1.6, temos que suas raizes sao:
5 1 5 1
f=xiextoxtxg e =xioxtoxlxg
5 1 5 1
E= X3+ X7 + XPX5  &=XT - X7+ XX

Assim, 0os monomios caracteristicos sao dados por:

So—& = 2X2g = My = ng
§o— & = —2X1%X§ = Mo :XEXS
&= 2X (1-XPX§) = My=X;
S —&= —2X23(1+X1%X2%) :>]\/[12=X2g
€ — by — X2 X3 = My = X2 X3
§o— &= 2X2% = Moz = X2%

e os expoentes caracteristicos generalizados sao (0,10) e (2,12).



No exemplo acima, apresentamos todas as raizes do polindmio de Weierstrass quase
ordinario. No entanto, bastaria obter uma raiz para determinar as demais com a ajuda
do grupo de Galois, que neste contexto tem uma descricao explicita.

Considerando um ramo quase ordinario ¢ e a inclusao dos dominios
C{X} c C{xyle c e { X7, X )
obtemos as seguintes inclusoes de seus respectivos corpos de fracoes
L C L&) C L.

E mostrado em [1] que a extensao de corpos L C L, é finita e galoisiana cujo grupo de
Galois G = gal(L,, : L) é é determlnado pela agao de r-uplas (1, - -+ ,n,) de raizes n-ésimas
da unidade dada por X" — 772X parai=1,--- ,r. Deste modo, se £ = &, é uma raiz

de f, entao o conjunto de todas as raizes de f é dado por

Z(f) =180, &, &1} = {6 = wil§); s € G}

Assim, temos que

&—& = @il€) — (&) = vio; i) — ¢;(E)
= @ilp;'ei€) — &) = ¢i(& — §),

com @ = @5 ;i € G e p(E) = &
Lembremos que & — §; = M;u;;. Considerando a agao de um elemento ¢; € G

determinado por (1, -, ;) em L, e denotando My, por M}, obtemos

A1 (k,0) Ar (k,0)
0;(My) = QOj(Xl o X >

A1 (k,0) Ar(k,0)
_ )\1(k,0) 1 n )‘T(kvo) n
= ;X © My X
A1 (k,0) Ar(k,0)
J— Al(k 0) )‘T(kvo) n n
= (nlj - Xl . X’r

= OéMk,
_(k0) >\ - (k,0)
onde o = 75 = # 0.
Concluimos, desta maneira, que os monomios caracteristicos, equivalentemente, os

expoentes caracteristicos generalizados, sao invariantes pela acao de elementos de G. Isto

mostra que M = M;; e, consequentemente,
{M;;;0<i,7<n—1}={M;1 <k <g}
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para algum g < n.
O inteiro g > 1 acima é chamado de género da h.q.o. dada por &.
O conjunto dos monomios caracteristicos possuem uma propriedade particular, como

notada por Lipman.

Lema 1.12. O conjunto {M}1<k<, dos mondmios caracteristicos de um polinémio de

Weierstrass quase ordindrio f € totalmente ordenado pela relagao de divisibilidade =<, isto
1 1

¢, M; X M; se, e somente se, M; divide M; em C {Xl”, e ,XT"}.

Demonstragao. Veja [17]. O

No que segue, denotaremos os expoentes caracteristicos de uma hipersuperficie quase
ordindria por \; = (Mg, -+, Ny) para ¢ = 1,---,g. Observe que os monémios
caracteristicos e os inteiros n, A\; com 1 < i < g se determinam mutuamente.

Doravante, vamos usar as seguintes notagoes para os elementos de R":

a = (ay,- - ,a,) cujas coordenadas nao sao necessariamente iguais,
a; = (a’ih"' 7air)-
Além disto, vamos adotar a notagao X2 para indicar X{" --- X" em que Y= W)

No caso dos expoentes caracterfsticos escrevemos X* para indicar X7 - - - Xr,
Dados a = (a1, ,a,), B = (B1,--+, B;) € Q, dizemos que

a>p <= o; > f paratodo i=1,---,r e a; > f; paraalgum j € {1,---,r}.
Q> B = existe je{l,---,7} tal que a; > f; e a; = f; paratodo i < j.

Seja f € C{X}[X,+1] um polinomio quase ordinario irredutivel. O préximo resultado

permite obtermos os expoentes caracteristicos de f sem explicitar todas as suas raizes.

Lema 1.13. Seja &é = > ;X2 € C {X1%7 e ,Xr%} nao unidade. Temos que & é um ramo
quase ordindrio se, e somente se, existem elementos \; € N", parat=1,--- g, tais que:
I M <X <o <Ay ec%%Opamlgigg.
2. Se cs #0, entao nd pertence ao subgrupo de Q" dado por nZ" + Z,\ij@ T);.
3. \j nao pertence ao subgrupo de Q" dado por nZ’" + Z,\H)\j ;.

Demonstragao. Ver Proposigao 1.3 em [5]. Note que na referéncia mencionada, o resultado

foi apresentado considerando os dados em %NT. O
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O lema anterior permite concluir que qualquer truncamento de um ramo quase or-
dinario, ainda é um ramo quase ordinario.

Lembremos que uma hipersuperficie quase ordinaria leva em consideracao projecoes
(quase ordindrias) que podem determinar polinomios de Weierstrass quase ordinarios dis-
tintos e consequentemente distintos ramos quase ordinarios e diferentes conjuntos de ex-
poentes caracteristicos de acordo com cada escolha da projegao. Por cerca de 20 anos,
isto foi obstaculo para o estudo de tal classe de hipersuperficie.

No entanto, a dificuldade acima foi superada. Para entender os aspectos de como se

livrar de tais inconvenientes, vamos apresentar alguns conceitos.

Definicao 1.14. Dizemos que um ramo quase ordindrio & tem varidveis bem ordenadas se
as g-uplas (A1;, -+ , Agi) das i-ésimas coordenadas dos expoentes caracteristicos Ay, -+ , A,

sao ordenadas lexicograficamente, mais precisamente, se, para 1 < i < j <r, temos que
A= (Alia e a)\gi) Zlea} ()\1j7 T a>\gj) =: M.

A representac@o abaixo pode ajudar a visualizar o conceito anterior.

)\1 - (Alla ) A1'5‘7 ) )\17‘)

)\2 = ()\21a ) >\2i7 ) >\27‘)

)\g - (/\gl) ) /\gi7 T >\gr)
! ) \J

)\1 zlex )\Z Zlez A"

Note que, dado um ramo quase ordinario, podemos sempre renomear as variaveis
Xy, ..., X, isto é, proceder uma mudanca de coordenadas, de modo a obtermos um ramo
com variaveis bem ordenadas. Desta forma, sem perda de generalidade, vamos sempre

considerar ramos quase ordinarios com tal propriedade.
Exemplo 1.15. No Ezemplo 1.11 vimos que os expoentes caracteristicos dos ramos de
f=X5—4X2X5 +2(3Xy — X5 — X1 X9) X3 — 4(X5 — XJ — X, X3) X5+
+X5 - 2X5 + X0 - 2X, X50 — 2X, X' + X7 X)2,

sao (0,10) e (2,12). Neste caso, (0,2) = A\ <j.p, A2 = (10,12), ou seja, as varidveis nao
estao bem ordenadas. No entanto, considerando a mudanca de coordenadas X, — Xa,
Xy = Xy e X3 — X3, obtemos

X3 —4XPX3 + 203X} — XP — X0Xp) X2 — 4(X? — X] — X7 Xo) X3+
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+X8—2XY) 4 X0 _ox[0x, —2X1 X, + X12X2,

5 1
que é um polinémio quase ordindrio que admite o ramo & = X? + X2 — X3X2 que
tem varidveis bem ordenadas. Note que, para o ramo anterior temos os expoentes carac-
teristicos A\; = (10,0) e Ay = (12,2), entao \' = (10, 12) > A2 = (0,2).

Dado um ramo quase ordindrio { com expoentes caracteristicos \; < --- < A, definido
por um polindmio de Weierstrass de grau n, associamos os grupos Qg = nZ" e @); =
Qi1+ ZN parai=1,--- ,g.

No que segue denotaremos ng = 1,n; = §(Q;/Q;—1) parai =1,--- ,g, eg = n,ej_1 =
n;---ngparaj =2 ..,gee; =1

E facil ver que os inteiros e; e n; sao os graus das extensoes de corpos

€ = [L<£) :L(M17"' 7Mj)] para j=1,---,g, (11)
n; = [L(My,---,M;): L(My,---,M,;_)] para j=2,---,g,
e ny = [L(M;) : L], onde M; é mondmio caracteristico para i =1,---,g e L(My,---, M;)

¢ o corpo de fragoes do anel C{Mj, -, M;}(Veja [17]).

Note que temos as extensoes de corpos
LG L(My) & L(My, My) & -+ G L(My, -+, My) = L(§),

com inclusodes estritas gracas ao Lema 1.13. Deste modo, como o polinomio minimal de &

¢ f € C{X}[X, 4] ¢ degxrsrf = n, segue que

no= [L(E): L]
= [L(My, -, My) 2 L]
= [L(My,-- M) L(My, -+, Mya)] -+ - [L(M) = L]

= ng-..nl.

Veja que, no caso em que n é um numero primo, temos apenas um monomio carac-
teristico generalizado, isto é, g = 1.
Na busca de uma padronizagao para ramos quase ordindrios, Lipman, em [17], introduz

a seguinte nocao:

1 1
Definigao 1.16. Um ramo quase ordindrio & = > c; X% € C {Xl", e ,Xr"} € normali-
zado se:

1

1. ¢s # 0 entao nd > A1, ou seja,gzcﬁX%u comuE(C{Xf,--- ,X,ﬁ} eu(0) =1;

[
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2. & tem varidveis bem ordenadas;
3. Se )\1 = ()\11,0, s ,O), entao )\11 >n.

Se traduzirmos a condi¢ao acima para o caso de curvas planas, entao afirmar que um
ramo seja normalizado significa que a multiplicidade da curva (na origem) é igual ao grau
do polindmio de Weierstrass quase ordinario que a define.

Segue que se uma h.q.o. definida por f € C{X}[X,,1] e com ramo normalizado &,
entao mult(f) = min{n,|\|} em que [A\;] = >"'_, Ay;. Chamamos mult(f) de multiplici-
dade da h.q.o. definida por €.

Vimos no Exemplo 1.15 que a condicao (2.) da definigao acima sempre pode ser obtida
por meio de convenientes mudangas de coordenadas. O exemplo abaixo ilustra que o

mesmo se pode conseguir no que diz respeito a condig¢ao (1.).

Exemplo 1.17. Seja £ = X7 + Xlg — XfXZ% que, como vimos no Fxemplo 1.15, tem
varidaveis bem ordenadas. Note no entanto, que tal ramo nao satisfaz a condi¢ao (1.) da
Definicao 1.16, ou seja, o ramo nao € normalizado.

Podemos obter um ramo normalizado, considerando as mudancas de coordenadas
X1 = X1, Xo = Xy e X3 — X3 — X2 De fato, tais mudangas nos dao o polinomio

quase ordindrio

(X1, X0, X3) = X3 — 2X7(1+ X1 X0) X5 + X{° — 2X1' Xs + X[° X3,
que admsite raiz X1g — XfXQ% = X:TO — X;IQXQ% que é um ramo normalizado.

Quanto a condicao (3.) da Definigao 1.16, nao é tao evidente que a consigamos obter.
Embora sempre possamos realizar mudancas de coordenadas de modo a satisfazé-la, tais
mudancas nao sao facilmente determinadas quanto aquelas para obter as condigdes (1.)
e (2.). O lema abaixo, demonstrado inicialmente por Lipman, garante, juntamente com
as consideragoes anteriores, que toda hipersuperficie quase ordinaria admite (a menos de

mudangas de coordenadas) um ramo quase ordinéario normalizado.

Lema 1.18. Seja (X,0) € (C™*10) uma hipersuperficie quase ordindria definida por

f € C{X} X, 1] e que possui uma raiz & = Xf%u(Xf%, e ,Xﬁ%) com u(0) # 0, entao

(X,0) também pode ser definida (a menos de mudangas analiticas de coordenadas) por

um polinémio quase ordindrio em C{ Xy, -+, X;, X, 41} X1] que possui uma raiz da forma
s1 1 1

1 —_ —_
_ & L,/ & S92 St
T = Xr+1u (Xr+17X2 sy T aX’f’ )

com u'(0) # 0.
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Demonstragao. Indicamos o Lema 2.3 de [16] ou o Apéndice de [5]. O

No caso de curvas planas, Zariski e outros, mostraram que o tipo topolégico é total-
mente determinado pelos expoentes caracteristicos. Na busca de um resultado analogo
para hipersuperficies quase ordinarias, a falta de uniformidade de tais dados ao conside-
rarmos projecoes distintas impediu tal feito.

Tal avango coube a Lipman, que em [17] e [18] mostrou que ao tomarmos um ramo
quase ordinario normalizado (cuja existéncia garantimos acima) teremos sempre os mes-
mos expoentes caracteristicos generalizados. Utilizando-se de resultados sobre saturacao
de anéis locais mostrados por Zariski (veja [17], [19] e [23]), Lipman mostrou que os ex-
poentes caracteristicos determinam o tipo topolégico de uma h.q.o.. Coube a um de seus
alunos, Gau (em [5]), provar que a reciproca também é valida, ou seja, o tipo topoldgico
de uma h.q.o0. permite recuperar os expoentes caracteristicos generalizados.

O comentario acima pode ser sintetizado no seguinte teorema:

Teorema 1.19 (Lipman-Gau). O tipo topoldgico de uma hipersuperficie quase ordindria

¢ totalmente caracterizado pelos inteiros n e \;, para i =1,--- ,q.

Demonstragao. Veja [5] e [18]. O

1.2 Semirraizes e semigrupo

Na teoria de curvas planas, um outro objeto que determina e é determinado pelo tipo

topoldgico é o semigrupo de valores que pode ser definido como

{Vi(h) = multy (h(T", (1)), h e C{LX, Y}/ ()}

em que (17", ¢(T)) é uma parametrizagao da curva definida por f € C{X,Y}. Observe
que V(h) é o expoente dominante de h(T™, o(T)) € C{T}.
Podemos obter algo analogo para o caso geral quase ordinario.
Seja
=Y exte C{Xﬁ,-.- ,Xﬁ}
.

um ramo quase ordindrio de um polinémio quase ordinario f € C{X}[X, 1] irredutivel
1

com degx,,, [ = n. Se denotarmos t; = X", ou seja, X; = i para i = 1,--- ,r, entao

de £ obtemos S(ty, -+ ,t.) = >, caty" -+ - 17" em que a = ny € N” e podemos definir um

homomorfismo sobrejetor de C-4lgebras
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C{Xy, -, Xpn} — CftY,-- 82, S, )} C Cft, - 10} = Cft}

»Uro

Xy, -, Xo1) = h(tT,--- 0, S(ty, -+ 1))

»Vro

cujo nucleo é o ideal (f), uma vez que f é o polinomio minimal de £. Deste modo, temos

que

C{X}[X, ] _C{Xy, -
o (f)

Seguindo as notacoes acima, denominaremos

T+1} ~ (C{t ) raS(tla 7t’r‘>}-

H=Hp= @}, - ", S, - ,t,))

Y Yr

de uma parametrizacao (quase ordinaria) de f ou de &.

Seja ¢ = >, catyt -+ -ty € C{t}. Recordamos que se ¢ = 3 tOru(ty, - ,t,) com
¢ € N e u uma unidade, dizemos que ¢ possui expoente dominante V() = 9.

Sejam h € C{Xy, -, X,11} e H=(t],--- ,t", S(t1,- -+ ,t,)) uma parametrizagao de

um ramo quase ordinario. Dizemos que h tem expoente dominante 0 com respeito a H, se

H*(h) :== h(t},--- ,t*, S(t1,--- ,t.)) tem expoente dominante ¢. Neste caso, denotamos

Vyu(h) =V(H*(h)) =4.
Além disto, se h(t},--- &7, S(t1,--- ,t,)) = 0, entdo convencionamos que Vg (h) = (0).

Y Vro

Exemplo 1.20. Consideremos a hipersuperficie quase ordindria definida pelo ramo nor-
5 1 10 12 2
malizado apresentado no Exemplo 1.17, ou seja, ¢ = X — X3X§ = X' — X" X}

Considerando t, = X1 ety = X4 obtemos a parametrizacdo quase ordindria
H = (11,15, 11" — t1°13).
Seja h = X2 — X7 + aX; € C{X;, Xy, X3}, temos que
H*(h) = =225 4 1145 + at3’

e assim, h ndo tem expoente dominante para a # 0. No caso em que a = 0, temos que h

tem expoente dominante igual a Vg (h) = (22,2).

Associados aos expoentes generalizados, podemos definir também os seguintes vetores

Y1y s Vg1 c N

Moo= A
vi = Ni_1%i-1+ XN — A1 paratodo i =2,---,9; (1.2)
Yor1 = (20).
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Além disto, por recorréncia, obtemos que

Ye+1 = Ng - -ng(nl — 1)/\1 + ng - - 'TLg(nQ — 1)/\2 + -+ (nk — 1)/\k + /\k+1

- (eo_el))\1+ (61_62) Mg oeo ot (u) e+ M.
ek ek €k

Elementos de C{X }[.X,+1] que admitem expoentes dominantes iguais a vy, -+, V441 €

N" recebem uma denominacao particular.

Defini¢ao 1.21. Sejam & € Z(f) e k € {0,--- ,g}. Chamamos um polinémio médnico
fr € C{X}[X,11] de uma k-semirraiz de f se degx,+1(fx) = noni---nk e fi possui
expoente dominante Vi (fr) = Yes1- Uma (g + 1)-upla (fo, -, f,) tal que, para todo

ke{0,---,g}, fx € uma k-semirraiz de f, é chamada um sistema completo de semirraizes

para f.

Veja que sempre podemos considerar f como a g-ésima semirraiz de si prépria.

As semirraizes de f nao dependem da escolha de £ € Z(f) e sempre existe um sis-
tema completo de semirraizes para f. Por exemplo, podemos obter um sistema completo
de semirraizes para uma h.q.o. determinando os polindbmios minimais de truncamentos
adequados de ¢ (Veja mais detalhes em [21]). No Capitulo 2, apresentaremos um novo

método para determinar semirraizes a partir de um ramo quase ordinério.

Exemplo 1.22. Sejam

f=X3—2X7(14+ X1 X0) X2 + X1° — 2X11 X, + X2 X3,

10 12 2
e =X" — X" Xy um ramo normalizado de f conforme considerado no Exemplo 1.17

cuja parametrizac¢io quase ordindria associada é H = (t1,t3, 10 — t1%t3) com expoentes
caracteristicos Ay = (10,0) e Ay = (12,2).

Como g =2 e 4 = n = ning, seque que ny = ny = 2. De (1.2), temos os vetores
=X = (10,0) e vo =n1y1 + A2 — Ap = (22,2).

Vamos exibir um sistema completo de semirraizes (fo, f1, f2) para f.

Como vimos, f pode ser considerada uma g-semirraiz de si propria, ou seja, fo = f.

Sabemos que fo € C{X1, Xo}[X3] deve ter grau degx,fo = no =1 e Vg (fo) = (10,0).
Deste modo, podemos tomar fy = Xs.

Uma vez que f; € C{X1, X2} X3] deve ter grau degx, fi = non1 = 2 com Vg(f1) =
e = (22,2), podemos considerar f; = h = X2 — X} dado no Exemplo 1.20.

O lema a seguir apresenta uma propriedade importante que sera utilizada no contexto

de um sistema completo de semirraizes.
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Lema 1.23. Sejam f € C{X}[X, 1] um polinémio quase ordindrio comn = degx, ., (f) e
fos fi,- - fg € C{X}[X,41] com deg(f;) = nony - - - n; para todo i € {0,--- ,g}. Qualquer
h € C{X}X,11] pode ser escrito de modo unico como wuma soma finita
ho= 3 Cigmiy fa2 - fo* com ¢y, € C{X}, onde as (g + 1)-uplas (ig, -+ ,i,) € N9t!

de h
verificam 0 < iy < ngy1, para todo k € {0,--- ,g—1} e i, < [gx’"T“()]
Demonstracao. Veja [6]. O
Definigao 1.24. Seja (fo, f1,- -, f;) wm sistema completo de semirraizes para f. A ex-
pansao apresentada no lema anterior h =) c;..., o fgig ¢ chamada expansao (fo,- -+ , f,)-

ddica de h. O conjunto finito {(io," - ,ig); Cigiy 7 0} € chamado o suporte (fo, -, fy)-
adico de h.

Um outro conceito associado a série de poténcias que utilizaremos é o de poliedro de
Newton. Para maior conveniéncia do leitor, apresentamos sucintamente sua definicao e

algumas propriedades.

Definicao 1.25. Sejan = > ¢yt -+t € C{t} e considere Supp(n) = {a € N";¢c, #
0}. O poliedro de Newton de n € o fecho convexo em R" do conjunto Supp(n) +R’., ou

seja, Supp(n) + R’y que denotaremos por N(n).
Indicaremos por Vy(n) := {9;9 € vértice de N (n)} o conjunto dos vértices de N'(n).

O lema a seguir relaciona propriedades de uma expansao (fo,--- , f;)-ddica de h e de

seu poliedro de Newton.

Lema 1.26. Seja (fo,- -, f,) um sistema completo de semirraizes para f. Se h =
> Cigiy f3 - fe0 € a expansio (fo,- - , fg)-ddica de h € C{X}[X,11], entdo para todo
§ € Z(f), os conjuntos dos vértices do poliedro de Newton N (c;y...;,(fo(§)) -+ (f4(£))™)

sao dois a dois disjuntos quando (ig,- - ,i4) varia no suporte (fo, -, f,)-ddico de h.
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada [7]. O

O conceito de vértices do poliedro de Newton também é 1til para introduzirmos o
objeto a seguir.
Consideremos H = (t},--- ,t", S(t1,- -+ ,t,)) uma parametrizacdo quase ordindria de

) Ur

f, definimos

In(f) ={y e N}y € Vv(h(Xy, -+, Xo, €)), para h € C{X}[X, ]\ ()}

A seguir apresentamos um resultado que garante que o conjunto I'xr(f) definido acima

¢ um semigrupo aditivo de N” e cuja demonstragao pode ser encontrada em [8].

18



Proposicao 1.27. Seja f € C{X}[X,11] um polinémio de Weierstrass quase ordindrio

irredutivel tal que degx,,,(f) = n. Temos a sequinte igualdade de conjuntos:
Car(f) =nN"+ Ny + -+ -+ Ny,
em que y; parai=1,--- g sio como em (1.2).

Baseando-se no caso de curvas planas, como comentamos no inicio desta secao, se
considerarmos agora somente as séries que possuem expoente dominante com respeito a

H, entao podemos definir:

Ip(f) = {Va(h);h € C{LX}Xr 1]\ (f) e BV (H"(h)) = 1}

Obviamente temos que I'p(f) C T'n(f) e I'p(f) também tem estrutura de semigrupo

de N". Mais ainda, Gonzalez Pérez apresenta o seguinte resultado:
Proposicao 1.28. Com as notagoes acima temos que Up(f) = T (f).
Demonstragao. Veja [7]. O

As proposicoes anteriores garantem que no caso de uma hipersuperficie quase ordinaria

definida por f € C{X}[X, ;1] podemos adotar a seguinte definigao:
Definicao 1.29. O semigrupo

P =Tu(f) =T(f) :=Tnx(f) = Tp(f)
¢ chamado de semigrupo de f ou da hipersuperficie definida por f.

Pelos resultados anteriores, segue que I'(f) ¢ finitamente gerado. Vamos denotar os

geradores do semigrupo I'(f) da seguinte maneira:

v; =nb;, parai=1,---,r (1.3)

Vryi = Y5 pa‘raj: 17 » 3,

em que {0; = (0,---,1,---,0), i=1,--- ,r} é a base canonica de R".
No decorrer do texto, vamos adotar as notacoes I'(f) = (1, -+ , Vp4g) C N eI'(f) (ou
simplesmente I';) o subsemigrupo de I'( f) gerado por (vy,--- ,v4;), para j =0,--- , g.

Muitas propriedades do semigrupo de curvas planas (veja [9] para algumas delas)
também sao validas para o semigrupo de hipersuperficies quase ordindrias em C™*!. Por
exemplo, pelas relagoes (1.2) e (1.3) temos que o semigrupo I'(f) e os expoentes carac-
teristicos generalizados juntamente com n se determinam mutuamente, ou seja, I'(f) é

um invariante completo para o tipo topolégico de uma h.q.o.. Além disto, temos:
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Proposicao 1.30. Com as notagoes anteriores temos:

1. O subgrupo de Z" gerado por vy,--- ,Vpy; € igual a Q; para 0 < j < g.

2. A ordem da classe de v,1j no grupo Qle ¢ igual a n; para j=1,---,g.
P

3. Temos que Vpyj = Nj_1Vpij_1 Para j =2,--- ,g.

4. Se um vetor u; € Q; possui coordenadas nao negativas, entdo u; + njv,4; € I';(f),

paraj=1,---,g.
5. O vetor njv,4; pertence ao semigrupo I';_1(f) para j=1,---,g.
Demonstracao. A demonstragao pode ser consultada em [7]. O

Exemplo 1.31. Consideremos

f=X5—2X7(14+ X1 Xo) X7+ X{° — 2X' Xy + X% X3,

10
4

122
apresentado no Exemplo 1.22 que admite um ramo normalizado § = X;* — X* X,

parametriza¢io quase ordindria H = (t1,t3, 119 — t1%t2) e expoentes caracteristicos \; =
(10,0) € Ao = (12,2).
Como vimos, v1 = A1 = (10,0) e v2 = nyy + Ao — A\ = (22,2). Assim,

[(f) = 4N? + (10, 0)N + (22,2)N
e os geradores de I'(f) sao vy = (4,0),15 = (0,4),v3 =y = (10,0) e vy = 9 = (22,2).

Seja H = (t7,--- ,t", S(t1,--- ,t,)) uma parametrizagdo de uma hipersuperficie quase

ordindria e 'y = (11, -+ ,Vp4y) = {Z::faiyi;ai € N} CNcomvy, j=1,---,r+g

como definidos em (1.3).

Teorema 1.32. Seja I'y = (1, -+, Vpyy) 0 semigrupo de uma hipersuperficie quase or-

dindria com parametrizacao H e defina

g T
W= Z(nk - 1)Vr+k - Z Vi
i=1

k=1

em que n; = §(Qr/Qx—_1). Entdo as sequintes propriedades sao validas:
(1) w ¢ Th;
(i1) Para todo v € Z" com v; > w;, i =1,--- 1, sev € @, entdov € I'y.
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Demonstragao. A demonstragao pode ser consultada em [2]. O

O vetor w, dado no teorema acima, é chamado wvetor de Frobenius de 'y, e sera

denotado por Fpy.

Se k €{0,---,g} e v € Q, entdo existem dnicos ay,- - , a4 € Z com 0 < a,4; < n;
ej=1,--- .k, tais que v = Z::f a;v;. Tal representacao de v é chamada representagao

. Y k , . N
padrao. Além disto, se v = Z:il a;v; € Q) é dado por uma representacao padrao, temos

que v € 'y = (v, -+, Vpyk) se, e somente se, a; > 0 para todo 1 <i <r (veja [2]).

Exemplo 1.33. O vetor de Frobenius do semigrupo U'(f) apresentado no Exemplo 1.31 é

Fu = (nmp—Duvs+ (ng— Dy — v — 1y
(2—1)(10,0) + (2 — 1)(22,2) — (4,0) — (0,4)
= (28,-2).

Deste modo, dado v = (vy,vq) € 4Z% + (10,0)Z + (22,2)Z com vy > 28 € vy > —2, temos
que v € T'(f). Em particular, todo vetor da forma 2(15 + a,b) com (a,b) € N? é um
elemento de T'(f).

1.3 A-equivaléncia e o conjunto A

Para os conceitos desta segao indicamos [12] e [20].

Sejam (X,0), (¥,0) C (C"*1,0) hipersuperficies quase ordinarias dadas por po-
linomios de Weierstrass f, g € C{X }[ X, 1], respectivamente. Como vimos, (X,0) e (),0)
sao analiticamente equivalentes, se existem vizinhancas U, V' da origem e um isomorfismo
analitico ®* : (C"1,0) — (C"*1,0) tais que ®*(XNU) = YNV. O isomorfismo analitico
®* induz um automorfismo ® : C{Xy, -, X, 1} — C{Xy, -, X, 11} tal que ®(f) = ug
com u(0) # 0, isto ¢, temos a igualdade de ideais (®(f)) = (g). Consequentemente, temos

um isomorfismo entre as dlgebras analiticas Oy e O, de (X,0) e (), 0) respectivamente,

ou seja,
0, = CXL - X} | CXG[X]
. o )
2
0, — C{X, - X} C{X}Xo]

(9) (9)

Note que considerando os germes de aplicacoes f,g : (C™™1,0) — (C,0), temos que

a equivaléncia analitica de (X,0) e (),0) corresponde a K-equivaléncia dos germes de
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aplicacoes f e g no sentido classico da Teoria de Singularidades, onde K é o grupo de
contato de Mather.
Por outro lado, uma parametrizagdo H = (¢7,--- , ¢, S(t1,--- ,t,)) da hipersuperficie

quase ordindria (X',0) dada por f € C{X}[X,+1] de grau n pode ser considerada como

germe de uma aplicagao

H: (C,0) —(C0)
(tl’...ir) ,_>(7117 Tk S(th"',tr))-

Y Vr

Dadas Hy, Hy : (C",0) — (C"*1)0), dizemos que H; e Hy sdo (R X L)-equivalentes,
se
H, :angopfl.

com o, p difeomorfismos tais que p € R = Dif f(C",0) e 0 € L = Dif f(C"*! 0). Neste
caso, denotamos A = L X R o produto direto de £, R e diremos que H; é A-equivalente
a Hs, indicando H; ~ H,.

Como vimos no inicio da Secao 1.2, temos que Oy ~ C{t},--- ,t", S(t1,--- ,t.)}. Deste
modo, a equivaléncia analitica de h.q.o. pode ser traduzida por meio de isomorfismos de
suas algebras analiticas ou, equivalentemente, na A-equivaléncia de suas parametrizagoes.

Vamos destacar algumas propriedades e resultados relacionados a A-equivaléncia de
h.q.o0.. Lembramos que as justificativas dos fatos apresentados encontram-se em [12] ou
20].

No que segue, M, = (t) e M,,; = (X, X,41) denotam os ideias maximais de C{t} e
C{X, X, 11}, respectivamente.

Definigao 1.34. Sejam H = (t},--- ,t", S(t1,--- ,t,)) a parametrizagcio de uma hipersu-
perficie quase ordindria em C™™' e {\,--- , \,} seus expoentes caracteristicos. Denotamos
por A o subgrupo de A formado pelos elementos (o, p) com p = (ty(c14+C1), -+, to(cr+G))

€ U(Ka X?“-l—l) = (Ol (Ka XT-‘rl)? T 70—7“-"-1(&7 XT-‘rl)) tais que
oi(X, Xot1) = Xi(ai+ &)+ Xop1 (b +mi)
O"I‘—‘rl(&’ XT+1) = XT+1 (ar—i-l + Er—l—l) + Xanr—l—la

b € C, ¢;,a;,a,41 € C*, GG € M, m, €, 6,41 € Moy, by + 1, = 0 se n > \y;, para todo
i=1,,r, 1 EC{X, X, 1} ea= ([%17 ’ [%1)

O subgrupo A C A é o grupo cuja a agao sobre uma parametrizagao normalizada nos
fornece outra parametrizacao ainda com os mesmos expoentes caracteristicos e mesma

multiplicidade.
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Em [20], Panek caracterizou o subgrupo G de A, cuja a agao sobre uma parametrizagao
normalizada nos fornece ainda outra parametrizacao normalizada. Tal subgrupo serda
muito usado no Capitulo 3, onde apresentamos um método para se estudar uma h.q.o. a

partir de outra h.q.o..

Teorema 1.35. Seja H = (t},--- ,t7, S(t1,- -+ ,t,)) uma parametrizagao normalizada de

»Vro

uma h.q.o.. O subgrupo G C A, cuja agao sobre H ainda nos dd wma parametriza¢ao

normalizada, € caracterizado pelos elementos (o, p) € A tais que
p: C —C"

t — (p1(£), 7@"(2))

3=

com p;j = t; (1 + Pjt(nH)> » By = X5+ Xoga (b +15), €15 € Mrga, b €C e

J

o Cr—‘rl — CrJrl

(X7 XTJFl) — (01 (K? XT‘+1>7 T 50T+1(Xa Xr+1>)

como; = X;+ P, para todoi=1,--- 1, 0pp1 = Xp 1 + Py, Pryr = X600 + X041,
€ry1 € Mr-i—l; Mr+1 € C{X, Xr’-i-l} ea = ((%—Ia T V\#—I)

Demonstragao. A demonstragao é apresentada no Teorema 2.1 de [20]. O

Utilizando tais mudancas de coordenadas, Panek em [20], apresenta algumas formas
normais para h.q.o. levando em conta uma condi¢ao sobre o vetor de Frobenius e \; e

que reapresentamos abaixo.

Exemplo 1.36. Seja H = (t},--- ,t", S(t1, -+ ,t,)) uma parametriza¢ao quase ordindria

com vetor de Frobenius Fy. Se Fg < A1, entao

e para n = 2, temos H o (£3,- - 24010ty

Y Ur

e para n = 3, temos H o (3, 3, 431 tNr) com Ay € {0,1,2);

e paran >4, H 3 (th, -t e ) com Ay € {0,1},

»Ery

Com o intuito de poder simplificar parametrizagoes de h.q.o. vamos apresentar um
resultado de Hernandes e Panek, (ver [12]). Para tanto, consideramos o subgrupo H C A
das homotetias com o objetivo de normalizar alguns coeficientes de termos presentes na

parametrizacao, ou seja, torna-los monicos. Mais especificamente, temos:

Y = (07 p) € A;U(Xl? e 7XT+1> = (CL1X1, e 7GT+1XT+1)7
p(th e 7t7“) - (Clt17 e 7CTt7">7a/i ;é 0 ;é C;
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Proposicao 1.37. Seja H = (t?, co T atM + ZQ/\I a£t§> uma parametrizagcao nor-
malizada de uma hipersuperficie quase ordindria. Se P C {¢ — Ay; ac # 0} € um conjunto
linearmente independente de R", entdo existe uma homotetia (o,p) € H que normaliza

simultaneamente todos os termos com expoente ¢ de P e o coeficiente associado a A;.
Demonstragao. Ver Proposigao 2.5 em [12]. O

Ainda em [12] e [20] é abordado o médulo das r-formas de Kéahler associado & para-
metrizacao de uma h.q.o. e conjuntos numéricos vinculados a tal modulo.

Para encerrar esta secao, apresentaremos de maneira breve tais conjuntos.

Considere O = Oy e Qf, 0 O-mddulo de diferenciais de Kéhler, ou seja, o O-mddulo
gerado por dXi,---,dX,;1 sujeito a relagao Z:;l fx,dX; = 0. No que segue vamos

considerar o O-médulo €f, das r-formas de Kahler, isto é,

r

ro__ 1

o=\
i=1

Note que, se w € Q,, entao

r+1

W= hdXy A NAX A AdX
=1

Consideremos 2., 0 C{t}-médulo das r-formas diferenciais
Qtpy ={gdti A--- ANdt,, g € C{t}} (= C{t})

que é, em particular, um C{t},--- t" S(t1,--- ,t,)}-médulo. Deste modo, considerando

Y Vro

0 monomorfismo

H*:0 — C{t}
h +— h(H)
temos
H*(O>:C{t?,7t:},8(t17,tr)}

e portanto €. (1 tem estrutura de O-médulo via H*.
O monomorfismo de C-algebras H* : O — C{t}, apresentado acima, nos dé assim o

homomorfismo de O-mddulos

r+1 r+1
w o= Y H'(h) [\ dH*(X;)
i=1 J=1j#i
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em que w = Z:ill hidX N+ A CT)Z A -+ ANdX,y 1. Algumas vezes, também denotaremos

Yy (w) por H*(w).
Considerando o homomorfismo de @O-mddulos dado em (1.4) e dado w € Qf,, denota-

mos
C s : Vi (w)
Vi (w) := < 9; 0 é vértice do poliedro de Newton de ——————— 5.
wiw) {_’_ ' P v dty A - A dt,
Claramente, se % admite expoente dominante 0 = (d,-- - ,d,), entao o poliedro

de Newton correspondente tem um unico vértice que é justamente §. Este fato serd
usado ao longo do texto evidenciado pela notacao §Vy(w) = 1. Além disto, indicaremos
VH (dt;ﬁ/\}{.(.b/u\ztr) - é + (l)

Similarmente ao caso do semigrupo de uma hipersuperficie quase ordinéria, definimos

os conjuntos Ay e Ap, respectivamente, por
Av(H) = Ay ={0+ (1);9 € Vi(w) para todo w € Qp, \ ker(vy)}

e

Ap(H) = Ap = {Z; = Va ( V(W)

m) e fVy(w) =1 paraw € Qp \ ker(wH)} :

No caso do semigrupo de uma hipersuperficie quase ordinaria H, Gonzalez-Pérez (em
[8]) e Popescu-Pampu (em [21]) introduzem os conjuntos I'yr e I'p e mostram que I'yy = I'p
(veja Proposicao 1.28). No caso dos conjuntos Ay e Ap é ébvio que Ap C Ay No entanto,
em [12], Hernandes e Panek ilustram através de um exemplo que esta inclusdo pode ser
estrita.

Uma importante propriedade do conjunto Ap(H ), que tem estrutura de I" ;-monomadulo,
isto é, 'y + Ap(H) C Ap(H), é que tal conjunto permite identificarmos termos em uma
parametrizacao quase ordindria que sao passiveis de eliminacao por meio de mudancas de

coordenadas como dadas na Definicao 1.34. Mais especificamente destacamos:

Proposigio 1.38. Seja w = >4 (1) ' PdX, A -+ A AX; A+ AdX,41 € Qb com
P; como descrito no Teorema 1.35, v = Vg (%) € Ap(H) e~; > n para todo i =
1,---,7. Podemos eliminar o termo t2~® em S(t) por meio de mudangas de coordenadas

como dadas no Teorema 1.35, sem alterar os termos de S(t) da forma t2 com 5] < |y|—nr.

Demonstracao. Veja o Colorério 3.6 de [12]. O

No caso de curvas planas temos sempre que I' \ {0} € A. No entanto, o mesmo
nao ocorre com uma h.q.o. em geral. O teorema a seguir, apresentado por Panek em
[20], identifica o subconjunto Ty de I'y que sempre estd contido em Ap(H), bem como

caracteriza sob que condigdes temos Yy = Ap(H).
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Teorema 1.39. Dada H = (t7,--- 17, )" - - - tMru) uma parametrizacio normalizada de

»Vro

uma h.q.o., entio Yy C Ap(H), onde

Ty :={6= (01, --,0,) € Ty \ {0}; ewiste b; #0, comd — (n) +v; € 'y} C y.

Mais ainda, Yy = Ap(H) se, e somente se, H € A-equivalente & uma h.q.o. quase
homogénea, isto é, H ~ (7, 17 )1 . 21,

A
Demonstracao. Ver Teorema 3.19 em [20]. O
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Capitulo 2

Base Standard e o semigrupo de

uma hipersuperficie quase ordinaria

Seja H = (t7,--- ,t", S(t1,--- ,t,)) uma parametrizagdo de uma hipersuperficie quase
ordindria dada por um polinémio f € C{X}[X, 1] e denotemos por C{ B} a subalgebra ge-
radapor B = {t},--- ,t!, S(t1, -+ ,t.)} C M,,istoé, C{B} = C{t},--- ,t, S(t,--- ,t.)}.

Neste capitulo, apresentaremos um método que permite obter um conjunto F, =
{fi, -+, frag} de geradores para C{B} tal que {V(f;);1 < i < r + g} coincide com o
conjunto de geradores do semigrupo de I'y de H. Em particular, vamos apresentar um

modo alternativo para obter um sistema completo de semirraizes para f.

2.1 Base Standard para subalgebras

Em [10] é apresentado o conceito de Base Standard para subalgebras de K[[t]], em que
K é um corpo, com respeito a uma ordem monomial que permite, no contexto de curvas,
obter os geradores para seu semigrupo. Tal método esta baseado na nogao de reducao de
um elemento de K[[t]] por um conjunto finito F' C K[[t]] com respeito a ordem monomial
fixada. Embora no capitulo anterior tenhamos apresentado conceitos e resultados no con-
texto analitico, neste capitulo vamos no concentrar no aspecto formal, ou seja, trataremos
de subalgebras de K[[t]].

Vamos estender as nogoes de [10] para as ordens ndo necessariamente monomiais (to-
tais), o que permite abordar a situagao de h.q.o. e, eventualmente, outras situagoes na
Teoria de Singularidades e Algebra Comutativa.

Como antes, um monoémio ¢{* - - - t& serd denotado por t* onde a = (g, -+ , ) € N,
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O conjunto de todos os monoémios de K[[t]] serd denotado por II. Note que (II,-) é
um semigrupo com elemento neutro 1 = t?-.-t% e isomorfo ao semigrupo (N",+) via a

aplicacao

II — N~

¢ — a.
Uma relagao de ordem = sobre Il é compativel com o produto se:
e 1 < m para todo m € II;
e my =X my, implica que mm, < mmsy para todos m, my, mo € II.

Note que, se my | mo, entdo m; < ms.

Uma ordem sobre II compativel com o produto é chamada monomzal se ela é total.

No que segue vamos considerar a ordem sobre II induzida pela ordem produto em N”,
ou seja,

R tfl---th — «; < f;paratodol <i<r.

Temos que < é uma ordem compativel com o produto, mas nao é uma ordem monomial
para r > 1.

A ordem < também serd denominada de ordem produto sobre II.

Dado f = > oy aat® € K[[t]] \ {0}, denotaremos II(f) = {t*;a € Supp(f)} o
conjunto dos monémios que efetivamente ocorrem em f, onde Supp(f) é o suporte de f
como da Definicao 1.25.

Note que, os vértices do poliedro de Newton de f correspondem a monomios que
pertencem ao conjunto Min<II(f) dos elementos minimais de II(f) com respeito a ordem

produto, ou seja,
{t%a € Vi(f)} C MinII(f).

Seja F'={f1, -, fm} € M, e considere 0 homomorfismo substituigao

Srt K[y yyml] — K[[t]]
g '—>g<f17 >fm)

Um F-produto de poténcias é um elemento da forma
F* = Sp (HZ/?) = Hff;
i=1 i=1
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onde o = (g, , ) € N™.

Indicamos por K[[F]] a K-subdlgebra de K[[t]] dada pela imagem de Sp, ou seja,

K[[F]] = Sp (K{lys, -, yml])

em que a=aF’=al[", € K.
No que segue vamos nos ater a conjuntos finitos /' C M, em que todos seus elementos
tenham expoentes dominantes.

Dado f € K[[t]], dizemos que f se reduz a g médulo F', escrevendo
/ -9
se existem um F-produto de poténcias F'“ e a € K, tais que
g = f - aFa7

com g =0 ou N(g) C N(f).

Como elementos de F' admitem expoente dominante, entao o mesmo ocorre com qual-
quer F-produto. Deste modo, a inclusao estrita N'(g) C N (f) indica que existe ao menos
um vértice do poliedro de Newton de f que nao pertence ao poliedro de Newton de g, ou
seja, {V(F*)} = Vi (F) C Vi (f). Portanto, um elemento f € K[[t]] pode ser reduzido
por F'={f,---, fu} se, e somente se, existe v € Vyr(f) tal que v € (V(f1), -, V(fm))-

Note que, tais conceitos e propriedades generalizam os respectivos objetos quando a
ordem ¢é monomial, conforme podemos constatar em [10].

Escreveremos

fF—+>g

quando existir uma cadeia, eventualmente infinita, de reducoes médulo F', iniciando em
f e finalizando em g, isto é, g nao se reduz médulo F'. Diremos, neste caso, que g é uma
reducao final de f mddulo F. Note que se f F—+> g, entdao f — g € K[[F]].

Uma reducao final g de f, por um conjunto finito F, como acima, serd chamada de

redu¢ao completa, se para todo m € II(g), m nao se reduz médulo F.

Exemplo 2.1. A reducdo de um elemento por um conjunto F' pode nao ser iunica.

Por exemplo, considere f = t1t5° + 13ty e F = {fi = t183, fo = 635+ ¢1t5}. Temos que,

glzf—ff:tsftz
g2 = [ — f3 =15ty + 5157 + 21942
g3 = f — fLfo = tity + 15137
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sao redugoes de f por F.
Por este motivo, algumas vezes indicaremos o F'-produto pelo qual realizamos a redugao

escrevendo

f—a [f—9 f—09.
1 f3 tf2

O conceito de Base Standard, que tem suas origens na teoria de Bases de Groebner
para ideais polinomiais, foi estendido para outras estruturas algébricas. Neste capitulo,

abordaremos na situagao descrita a seguir:

Definigao 2.2. Dizemos que B ={f1, - , fm} C M, € uma Base Standard de subdlgebras,

com respeito a ordem produto =, se todo elemento f; € B admite expoente dominante e,
para todo f € K[[B]]\ {0}, temos

V(B®) € V()

para algum o € N™. Uma Base Standard para uma subdlgebra A C K][t]] é uma Base
Standard de dlgebras B, tal que A = K[[B]].

Exemplo 2.3. 1. Sejam dy,--- ,ds € N" e B = {t%,-.. 14} Temos que B ¢ Base
Standard para K|[[B]]. De fato, se f € K[[B]]\ {0}, entdo § € Vi (f) C Supp(f) C

(di,--- ,ds) e, deste modo, podemos expressar

6= di; =V(B")
i=1
com o = (aq,- - ,a,) € N5,

2. O conjunto B={f1 =13, fo = t2, f3 = t3 + t{ta} ndo é Base Standard para K|[[B]].
De fato,
f=1— =2t +tit; € K[[B]]
mas nao eziste um B-produto tal que V(B®) € Vy(f). Basta observar que Vi (f) =
{(7,1)} e, como
V(BY) = a1(2,0) + as(0,2) + a3(3,0),

nao podemos ter 2aq + 3az =7 e 2a9 = 1.

O conceito de Base Standard, acima introduzido, pode ser caracterizado por meio da

nocao de reducao.

Proposicao 2.4. Seja B ={f1, -, fm} C M, com f; admitindo expoente dominante e
A = K|[[B]]. Sao equivalentes:
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1. B € Base Standard para A.
2. Todo f € A\ {0} admite uma reducgdo final nula médulo B.

Demonstragao. (1) = (2). Seja g uma reducao final de f médulo B, entdao g € A. Se
g # 0, como B é Base Standard para A existe um B-produto tal que V(B®) € Vi (g),
ou seja, existe um vértice v do poliedro de Newton de g tal que v € (V(f1), -+, V(fm))-
Mas, deste modo, g pode ser reduzido por B, contrariando o fato de que g é reducao final.
Portanto, devemos ter g = 0.

Para a implicagao (2) = (1) tome f € A\ {0}. Como f admite uma redugao final nula
médulo B, temos que Vi (f) N (V(f1),- -+, V(fm)) # D, ou seja, existe V(B*) € Viy(f) e,

por definicao, B é uma Base Standard para A. O]

Note que, se B ={f1, -, fm} é uma Base Standard e

—

entdo By = B\ {f;} é ainda uma Base Standard.

De fato, um elemento f pode ser reduzido por B se, e somente se, existe a € N tal

que
{(V(BY)} = Va(B*) C Vin(f).

Mas, por (2.1), temos que existe o = (af, -+ ,al,---,al) € N™ 1 tal que V(f;) =

V(BY) = V(fih - f5 . fom), ou seja,

V(BY) = V(" fam)

—

o V( 1041+o/1ai . fféri-a;&i . f%era;nai)

= V(Bytee),

Assim, f pode ser reduzido por B;. Além disto, (2.1) indica que podemos reduzir f; por

By, isto é, existe By-produto e a € K tal que
9= fi—aB € K[[B]

com g =0 ou N(g9) € N(f;). Como B é Base Standard podemos continuar o processo e

obter uma redugao final nula de f;, ou seja,

fiB—+>0'
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Como toda reducao por B possibilita uma reducao por B;, temos que

4 (B1)+

e portanto f; € K[[B]]. Logo, K[[B] = K]|[Bi]] e By é Base Standard para a mesma
subalgebra gerada por B.

Isto motiva a seguinte definicao similar ao caso em que se considera ordens monomiais.

Defini¢ao 2.5. Uma Base Standard B = {f1, -+, fm} € minima se para todo f; € B

temos que

—

V(i) & V), V() V()

Segue do exposto anteriormente que, de uma Base Standard, sempre podemos obter
uma Base Standard minima.

O conceito a seguir é uma adaptacao para o contexto de ordem produto que estamos
adotando. Tal conceito, no caso em que se tem uma ordem monomial, possibilita a

obtencao de um processo para obter uma Base Standard.

Definigao 2.6. Seja B C M, um subconjunto finito de elementos com expoente domi-

nante. Um S-processo de B é uma expressao
aB* — bB’
coma,be K, a,3 € N*B tais que
N(aB* —bB") C N(B*) = N(B")
sempre que aB® — bB” # 0.

Na Proposicao 2.4 vimos que podemos caracterizar uma Base Standard B por meio
da reducao final nula de todos os elementos de K[[B]]. O teorema a seguir refina tal

resultado.

Teorema 2.7. Seja B C M, finito, em que todos os seus elementos tenham expoente
dominante. Temos que B é uma Base Standard para K|[[B]] se, e somente se, todo S-

processo de B admite reducao nula modulo B.

Demonstragao. (=) Seja S um S-processo de B. Uma vez que S € K|[[B]] e como B é

Base Standard para K[[B]], segue que S admite reducao nula médulo B.
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(<) Seja f € K[[B]] \ {0}, ou seja, podemos escrever

f= ) a.B" (2.2)
aeNtB
Denote por P(3_ aaB*) o fecho convexo em R’ de ,enis.q, 20 (V(B*) + R7,) e por
V(> anB%) os vértices das faces compactas de P(>_ a,B®). Note que,

Vi) SN € P (D auB”)

para qualquer representagao como em (2.2). Além disto, veja que podemos ter Vy(B*) =
Vi (B?) para parcelas a, B e agB®, com a,, # 0 # ag, em representagoes como em (2.2).
Dado um vértice v € V(> a,B%), chamamos amplitude de v em ) a,B®* o nimero

de B-produtos em ) a,B* com a, # 0 tais que V(B®) = v e denotamos

amp, (Z aaBo‘> =t{B% a, #0e V(B*) =v} € N\ {0}.

Dentre todas as representagoes de f como em (2.2), tomemos aquelas minimais com

respeito a inclusao

N(HCP (Z aaBa> (2.3)

e, dentre estas, escolha uma tal que k = }_ (s, ey ampy(D_ aaB®) seja o menor
possivel.

Se existe a € N*B e V(B?) € Yy (f) entdo, por definicdio B é uma Base Standard.

Suponha por absurdo que, na representacao escolhida com as propriedades acima,
temos V(B?®) ¢ Vn(f) para todo a € N*¥ com a, # 0. Em particular, devemos ter que
ampy, (D> anB*) > 1 para todo v € V(> a,B%).

Tome v € V(D). anB%), entdao existem aj,ay € N5 com a4, # 0 # Go, € V' =

V(B*) = V(B*?). Deste modo, existe (um tnico) b € K \ {0} tal que
S = aq, B — ba,, B**

é um S-processo.

Por hipdtese, S admite reducgao final nula médulo B, ou seja, podemos escrever

S =0, B* — bao,B** = Y byB”
BENtB

co1m

N(Y 03B”) S N(B™) =V(B™) + R, =o' + R, (2.4)

BENHB
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ou seja, v ¢ V(3 senen s BY).
Como

(o, B + 00, B2 = S + (b+ 1)ag, B* = (b+ 1)aa, B> + Y bsB’,
BENtB
podemos reescrever a representacao de f, isto é, obter uma outra expressao de f da forma
f= auB*=(b+1)an,B*+ > 0B+ > a,B"
aEeNEB BENEB a€NEB | as#£ata;

Se b # —1 ou ampy (> a,B*) > 2, entdo a nova representagao satisfaz

P (b+1)aa,B* + Y bB’+ > aoB | =P ( > aaBo‘)

BeNEB a€NEB  as#a#ta aEeNEB

ou seja, é minimal com respeito a inclusao (2.3). Mas, nesta representagao, a amplitude de
v’ é menor que sua amplitude na representacao original e a amplitude dos demais vértices
se mantém. Isto contraria a minimalidade do inteiro k.

Por outro lado, se b = —1 e amp,y(>_ a,B*) = 2, entao

NHCP Y 0B+ Y B gN(ZaaBa>

BENtB a€NIB | as#a#a

o que contraria a minimalidade de ) a,B® em (2.3).
Portanto, B é Base Standard para K|[[B]]. O

Vejamos mais de perto como sao determinados os S-processos de um conjunto finito
B={f1,--+, fm} em que cada f; tenha expoente dominante V(f;) = (a;1,- - ,a;) € N".
Um S-processo S = aB® — bB?, a menos de constantes, é determinado pelos vetores

o, € N™ e as solugoes do sistema homogéneo de equacoes lineares diofantinas:
m m
> aan = Y Biap
j=1 j=1

Y ajap = Y Biag (2.5)
j=1 j=1

m m
E g, = E Biajn-
j=1 j=1
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O conjunto de todas as solugoes de (2.5) é um semigrupo aditivo de N*™ gerado pelo
conjunto Mg de todas as solugoes nao nulas de (2.5) que sdo minimas com respeito a

ordem parcial
(OZ,B) = (’7,6) — Q; S’yj, Bj < 5]’ paraj =1,---,m.

Temos que toda solucao de (2.5) é obtida como soma de elementos de Mg, isto segue
do Lema de Dickson (veja Corolario 1.3.6 de [15]) e, consequentemente, todo S-processo
de B ¢ determinado se conhecermos o conjunto Mg. H4 varios métodos para determinar
tal conjunto, veja por exemplo [4].

Um S-processo de B obtido por meio de um elemento de Mg serd chamado S-processo
minimo.

O Teorema 2.7 apresenta uma caracterizacao de Base Standard por meio de uma
propriedade de todos os S-processos de um conjunto B, que sao em quantidade infinita.

O lema a seguir possibilita reescrever tal caracterizacao considerando os S-processos

minimos de B, que sao em numero finito.

Lema 2.8. Seja B C M, um conjunto finito de elementos com expoente dominante.
Se todo S-processo minimo de B admite reducao nula modulo B, entdo todo S-processo

S = aB® — bB¢ admite uma representacdo da forma ZWGNﬁB a,B" tal que

N> a,B"| CN(B) =N(B).
~ENHB
Demonstracao. Seja S; um S-processo minimo de B, que, sem perda de generalidade,
podemos supor S; = B* — q;B% com a; € K univocamente determinado. Por hipétese,
Si B—+> 0, entdo podemos expressar B% — a;B% = Z%eNﬁB a~, B, equivalentemente,
B — aiBﬂi + Z

ieneE Gy BT com

NS aB) SN (B =N(BY).
YiENEB
Dado um S-processo que se expressa, a menos de constante, da forma S = B? — aB°.

Temos que,

B — H(Bai)ni e B¢ = H(Bﬁl)nl

i€l el

onde I C N é um conjunto finito e n; € N.
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Deste modo,

5 = [Jey =[l@s*+ Y ap0

iel iel ~; ENEB

= [J@B*)" + > B’

iel fcNiB
feNtB
com N (ZGENﬁB bng) CN(B)ed = Hie[ a;t.
Como S é um S-processo, devemos ter N'(B°) = N(B¢). Assim,

N(B —dB) =N ( > b939> C N(B%) = N(B°).
HeNIB
Como a constante a € K é univocamente determinada, temos que a = a’ e obtemos

uma representacio S = Y, s bpB? como desejado. O

Como consequéencia do lema anterior temos um teorema analogo ao Teorema 2.3 de
[10] para o caso da ordem produto que estamos considerando e com os conceitos que

apresentamos anteriormente.

Teorema 2.9. Seja B C M, finito e cujos elementos tenham expoente dominante. Temos
que B é uma Base Standard para K|[[B]| se, e somente se, todo S-processo minimo de B

admite reducao nula.

Demonstracao. A demonstracao é analoga a do Teorema 2.7, usando o lema anterior para

garantir a condigao (2.4). O

2.2 Base Standard para o anel local de uma h.q.o.

Seja H = (t},--- ,t" S(t1,--- ,t,)) uma parametrizagdo de uma hipersuperficie quase

ordindria definida por f € C{Xy, -, X1} irredutivel. Como vimos, a sequéncia de
C-algebras
0— (f) —>(C{X17 7XT+1} ?C{B} — {O}

em que H*(h) = h(t}y,--- ,t*, S(ty, -+ ,t.) e C{B} = C{t},--- ,t", S(ty,--- ,t,)} é

Y Ero

exata, ou seja, temos o isomorfismo de C-algebras

CC{Xy, -
B (f)
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Como B = {t},--- ,t", S(t1,--- ,t,)} € M, é um conjunto finito de elementos com
expoente dominante, podemos aplicar o método descrito na secao anterior a fim de obter
uma Base Standard para C{B} com respeito a ordem parcial considerada.

O Teorema 2.9, embora permita verificar se um conjunto finito é uma Base Standard
para C{B}, nos faz verificar que reducoes finais de todos os S-processos minimos de B
sao nulas. Podemos combinar os conceitos de semirraizes e Base Standard de modo que
possamos determinar um conjunto de semirraizes que, unido com B, nos da uma Base

Standard minima por meio de redugoes de S-processos privilegiados.

Para descrever mais precisamente nossa estratégia, usaremos o seguinte lema:

Lema 2.10. Com as notagoes anteriores, temos que se (fo,- - , fy) € um sistema completo
de semirraizes para f, entdo By = {hy = t¢,--- ,hy = 17, hyy1,- -+ , hyyy} € uma Base

Standard minima para C{B}, onde h,; = H*(fi_1) parai=1,--- g.

Demonstracao. Inicialmente note que todos os elementos de By tém expoente dominante.
Dado h € C{B} \ {0}, temos que Vy(h) C I'y = (11, -+ ,Vp44). Deste modo, cada
vértice v € Viy(h) é da forma

r+g

v = Z a;v; = V(BY)
i=1

para algum « € N'19 e por definigdo By é Base Standard para C{B}.

Além disto, como v; & (4, -+ , i, - - - Vpyy) Segue que By é Base Standard minima para
C{B}. O
Lembremos que se Ay < Ay < --- < A4 sao os expoentes caracteristicos generalizados

de H,entao podemos escrever (veja Lema 1.13)
S(t) = S(ty, -+ ,t,) = tMuy + t*2uy + - + 9w,

com u; € C{t} é uma unidade para todoi=1,---,g.

No método descrito na segao anterior fizemos uso de poténcias de elementos de C{B},
S-processos e redugoes, entao vamos apresentar alguns lemas técnicos envolvendo tais
conceitos no contexto de h.q.o..

Comecemos por um lema técnico que nos auxiliard nas proximas andlises.

No que segue, se «, f € N sao tais que a < 3, entao diremos que 3 supera ou € igual

a Q.
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Lema 2.11. Sejam h; =3 573 TV tXieiXiy, € C{t}, onde 1 <i < g e uy € C{t} sio
unidades. Os expoentes em que A contribui no produto hi™* - - - h?j, comj+1<k<ge
a; # 0, superam ou sao ou iguais a

V(I b)) + A — )\—Zal DR

Demonstragao. Para todo ¢ = 1,--- , ¢ temos h; com expoente dominante V(h;) e pela
expressao de h;, um termo em que A\ contribui como expoente em h{* - - - h?j tem expoente
que supera ou ¢ igual ao expoente que obtemos ao considerar o produto do termo com
expoente dominante de h$* - - - th‘F1 e h?j e o termo em h; com expoente V(h;) + A\, — Ay,
para algum 1 <[ < j tal que oy # 0.

Tal produto nos da o expoente V(hi* - - - h?j)%—)\k—)\l. Comol<j, A\ <X <--- <A
e a; # 0, o expoente acima serd minimo ao considerar [ = j. Portanto, expoentes de

Aot .. hjo,‘ﬂ' que envolvem A, com j+ 1 < k < g superam ou sao ou iguais a

Zal +)\k—)\

Em particular, temos que

. al % ar % ).
h?l o h;,)‘f — V(A thy )Uj + V(b )X A]Uj+1 et tV( h T)+2g=A v,

com vy, - -+ ,v, unidades em C{t}. O

Observacao 2.12. Note que, se hg® = tlanann entgo o Lema 2.11 continua vdlido ao

COnSide? armos
Qo 1,1 aj
ho hl R h]

com a; # 0, ou seja, 0s expoentes para os quais N\, contribuem para j+1 < k < g no

produto anterior, superam ou sao iquais a V(hg® - - - h?j) + A — Ay

Nossa estratégia para obter uma Base Standard para C{B} serd exibir um conjunto
F, O B de elementos com expoente dominante que contém semirraizes e satisfaz o Lema

2.10. Para tanto, construiremos uma cadeia
B:F1CF2C"‘CF9

agregando redugoes de S-processos privilegiados e obtidos por meio das propriedades dos

expoentes caracteristicos dadas no Lema 1.13.
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Denote hy = t},---  h, = t' h,p1 = S(t) e F = B. Note que h; = H*(X;) para
i=1,---,r+1.

Temos que v,11 := V(hy11) = Ay e como Ay & Qg e n1 Ay € Qp segue que h,"}; pode ser
reduzido mod Fi, isto é, reduzido por F;. Usando o Lema 2.11 para expressar a poténcia

ni
h;'\,, temos o S-processo

1

ol 1 _ _
S, = h:}il — RS h?r _ tn1>\1u/1 + $m 1))\1+/\2u/2 I Hm 1)>\1+>\gulg _ phe

tnlAl (u/1 _ 1) + t(nl—l)/\1+)\2u/2 + . + t(nl—l))\l-i-)\gulg

com na' = ny A\ = V(!

11) e u; — 1 ndo unidade.
Vamos mostrar que todos os termos de t"1* (u} — 1) podem ser reduzidos mod F;. De
fato, segue do Lema 1.13 que todos os expoentes de ¢"1*1(u} — 1) pertencem a Q,. Por

2], temos que o vetor de Frobenuis F; do semigrupo I'y = (v, -+ , v, V1) €
Fi=(m — e — (n) =nmid — A — (n) < ngy.

Como todos os expoentes de t™1 (u} — 1) superam n;)\; e portanto, superam JF;, segue
(Teorema 1.32) que tais expoentes pertencem a I';. Logo, os termos respectivos podem

ser reduzidos mod Fj. Os Fj-produtos utilizados em tal reducao sao da forma

1 1
hfl e hfg hfj:ll — t"ﬁl (tﬁiﬁ-l)‘lu/{ + t(ﬁi+1_1))‘1+)‘2u/2/ 44 t(5;+1_1))‘1+>‘9u;/)‘

onde B}, pode ser considerado 0 < B!, < n; usando a representa¢io padrao de um
elemento de I';.
Defina,
al 1 Bl 1. Bl
heo = Wiy = B3 B = ey g i B
1 1
a reducao final de b}, — h?l -+ hy" mod F; com @l 8L, € C.

1 1 gL
Note que os expoentes em hf N hf_fil nos quais A; contribui, em virtude do Lema

2.11, superam ou sao iguais a
Brg =DM+ X+n8 =8 A +n8 + N = A =nmh + A — A= (g — DA+ N

1 1 1
pois B} A1 + np = V(hll31 By hfff) > n1A; e no S-processo Sp, os fatores da forma
ht.. thhffll eliminam termos de ™ (u} — 1).

Segue assim, que

hr+2 = t(”l_l))‘1+)‘202 4+ 4 t("l—l)/\l'i‘)\gvg — tVr+2,U2 + tVr+2—)\2+/\3U3 + tur+2—)\2+)\gvg
com Vypyg = V(h,q.g) = (77,1 — 1))\1 + )\2.
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Como Vpyo & T'1 € Vpyo = A1 = nivypyq, temos que h,,o serd acrescentado a Fj.

Obtemos entao,
F2 = {hla U 7h7’7 hT’-‘rl? hT"'FQ}'

e por construcao temos que h,yo = H*(f1) com f; € C{X}[X,;1] monico e degx, ., (f1) =

ny.
Pelo Lema 1.13 e Proposicao 1.30, temos nov,4 o € I'y €, portanto, podemos considerar
a2 a?
o S-processo Sy = h,'3, — aghy' -~ kT, que, pelo Lema 2.11, se expressa como
5'2 — tnzVH'Q’U; +t(nz—l)l/r+2+w+2—)\2+/\3vé 4. _|_t(n2_1)Vr+2+Vr+2_)\2+)\gU;

_tng2 (ta3+1)\1u/1// + t(a§+1—1))\1+>\2u12/1 4ot t(a3+1—1))\1+)\gulgﬁ>

com na? + a2 A\ = navpin = V(R'2,).

Note que, para todo ¢ = 2,--- | g, temos
na’ + (a2 — DM+ N =na’+ ol A+ N — M =natpa+ A — M= ot + A — Ao

pois A\g = A\;. Portanto,

2
il gnovy / Ao—A1, M novy Ao+A3 1 novy A2+
r+2 (Zah "'hr—qin-l A +2(U2— — 27 My, )+t2 +2—A2 3’U—|— +t2 +2—A2 gv
com vh—u!' —t** =Myl nao unidade e com todos os expoentes de t"2/7+2 (vl —ul! —t*2 Ayl
em QQ.
Calculando o vetor de Frobenius F, de I'y = (14, -+, Vp, Vpy1, Vpio), Obtemos

Fo=(n1 — D1 + (2 — D)o — 0= Nalpio — Ao — 1 < Nolypga.

Assim, todos os expoentes de t"2+2(vh — u}’ — t*27Myf)’) superam Fp. Portanto, tais

expoentes pertencem a I's e os termos com tais expoentes podem ser reduzidos mod Fs.

Tais redugoes sao feitas através de Fy-produtos do tipo

2 2 2 2 _ 2
hfl . h/’l’rf:iil hrf:; = t”ﬁ(t5r+1/\1u/l’” + B 1))‘1"‘)\2“’2’” 4o B 1)/\1"‘)\9“;”’)

2 2
. (t6r+2yT+2vg/ + t(5r+2—1)'/r+2+w+2—)\2+/\3vé” N

_Hf(ﬁf_ﬂ —Dvppotvrra—Aa+Ag U;”)

com expoente dominante n5* + 52, |\ + 87, oV42 > Nalyia, Pois cancela com termos de
treveez (vl — ' — trem Mgl

Novamente, pela representacao padrao de um elemento de I's, podemos assumir que
0 < B2 1 < ng. Além disto, pelo Lema 2.11, para qualquer 3 < ¢ < g, os termos de

hfl hf_f’ll h’ﬁQ nos quais \; contribui, tem expoentes que superam ou sao iguais a

nﬁ_z + 53+1)\1 + 53+2Vr+2 — A2+ A
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Oé2
Logo, definindo a reducao final de '3, — aah(ﬁ -+ h, 4" mod F, por

a2 a% ﬁQ 67%
B = W%y — ki B0 =3 e i
com Cig2 .. g2 ) € C, segue que

r+2—A2+A r42—A2+A r+2—A2+A
hr+3:tn2y +2—A2+ 3w3—{—tn2y +2—A2+ 4w4+”,+tn21/ +2— A2+ gwg

onde vy 3 = V(hy13) = novypie — Ay + A3. Note que, V43 > navyyo. Como v, 3 ¢ Ty, hyis

serd acrescentado a Fy no préximo passo e consideramos

F3 = {h1’ e 7h/7’7 h,,,,_;'_l, hr+2, hr+3}.

Novamente, a construcao realizada nos dé que h,,3 = H*(fy) com fo € C{X}X,.1]
monico e com degyx,,,(f2) = no-degx, ., (f1) = nins.

De modo andlogo, como nsv,..3 € I's podemos considerar um S-processo da forma
hyds — aah?iﬂ e hﬁ?, com a, € C\ {0}. A redugao final do S-processo obtido mod F3,

fornece h, 4 tal que V(h,14) ¢ I's e, portanto, serd acrescentada a F3 obtendo

Fy = {hla T 7hr+37 hr+4}-

em que h,.3 = H*(f3) e f3 cumpre as condigdes de uma semirraiz.

Prosseguindo desta forma até h,, 1, encontramos no (g — 1)-ésimo passo
Fg = {hh o Ry Ry, >hr+g}
tal que para todo j =1, -+, g tem-se
Vg = V(heig) = njavegjn = Aja + A
com Vpij & Qj1, Vryj € Qs Vpgj = Mj1Vpyj1, Nivesy €L e
Boyj =t + t”’“*j_’\jH‘”lujHJ N tl’”j_)‘ﬁkgug’j.

com h,; = H*(f;) e f; uma semirraiz para f.

Sejamos mais rigorosos, vamos mostrar que ao reduzimos o S-processo

ns « - . .
hyy — aohyt - R - BT mod Fj, obtemos Ay jq, como descrito acima. De fato,
como nvyy; € Ijoy = (v1, -+ ,Vp, Vpg1, - -+, Vrgj_1), temos, pelo Lema 2.11, que
ng o ar o pOrti—l L miVpgga, NiVpgi—Aj+XNj41,, . . . NiVpgj—Aj+A . 4na
hylj = aahy hplfy = AW A U TR g e R T g —

Sty | 4 t(ar+1*1)’/r+1+>\2u%1 e t(ar+1*1)1/r+1+>\gug71)
(torsavrszyy p o b oy, o g ety )

e (tar+j—1Vr+j—1uj717j71 + tar+j—1Vr+j—1—/\j—1+)\juj7j71 4o

Oyt i 1Vpti—1—Ai—1+A
_Hf r+j—1Vr4+j—1 j—1 gug,j—l)
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com expoente dominante na + 25;11 QpqiVpyi = NjVpyj € com 0 < apqy < n; para @ =
1,---,j—1.
Novamente, pelo Lema 2.11, temos que para k = j,---,¢g, todo expoente de uma
parcela na qual A\ contribui, supera
j—1
Q1 Vpg1 T+ Qi Vg + 00— Ny + A, = Z QpyiVpyi + N0+ A — A
i=1
= MNjVryj + >\k — )\j,1

- NV + /\k - )\j
pois A; > A;_1. Entao, podemos escrever

o I N I e 1 LTV I, o,V B D
hytj — aaly hel 3750 = 9 (= o — 0T )

MgV =Xt Xkl e A T A

+i Ujyry + i Ug.j

s 1 — N TN g 5 i iVrtd (s s — Us 1 5 1 —
com ujj — u;j_1j—1 — t™ N1y, ;1 ndo unidade e os expoentes de "V (u; ; — Uj_1,j-1

thi—Xi-1y; ) pertencentes a Q;. Por [2], o vetor Frobenius F; do semigrupo
Lj=(vi, U, Vpy1, -+, Vpyj) € dado por
Fi = (m—Dvep 44y — Dy —n

= NVt + (MVrg1 = Vpga) + o+ (RGo1Vesjo1 — Vpg) — Vrpt — 0= Nl

pois, pelo que vimos, n;_1Vp1;1 < Vpyy, paral = 2,--- j — 1. Assim, todos os expoentes
de "+ (u; ; — wj_q j—1 — Y N1u; ;1) superam JF; e, portanto, seus termos podem ser
reduzidos mod Fj.

Os Fj-produtos utilizados em tais redugoes podem ser tomados da forma

hfl - hﬁrﬂ' — tnﬁ(tﬁr+1w+1u/1/

(Bre1—D)vrp1+X2, 1 . (Bra1=D)vrg14+Xg, 1
r4j + t U271 + ‘I’ t gugvl)

1

Brt2Vrt2,,/ Bryovry2—Aa+A3, 1 . Qry2Vrt2—A2+Xg, 1\ .
(t Ugo + 1t Ugg+ 41 gugﬂ)

(t5r+j’/r+ju;’7j + tﬁ”j””j*)‘ﬁ)‘j“u;;l,j I t5T+er+j*)‘j+/\gu;/’j)

com 0 < f.4; <n;, parai=1,---,7, e com expoente nj + 25;11 BrtiVryi = NjVpyj, POIS
cancelam expoentes presentes nos termos de "7+ (u; ; —u;_1 1 — ¥ %=1y, ; ;). Outra
vez, pelo Lema 2.11, temos que para k = j+ 1,--- , g, todo expoente de uma parcela do

Fj-produto em que A; contribui, supera

J
ﬁrJerrJrj - )‘j + )\k =+ 6r+1l/r+1 + e+ 5r+jflyr+jfl =+ nﬁ = Zﬁr+il/r+i + né + )\k - )\j
=1

= MUy + A — A
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Considerando a reducao final de b} ; — aghf" -+ k5 mod Fj

Y a1 por+i—1 E B1 Brj
hT+j+1 - hr-i—j aahl r+1 C "16r+j)h1 h’l‘—‘r] ’

segue que

— Vi AT 1 + t"jl’rﬂ—)‘j"")\sfug

hrsjsr Ujt1,j+1 + J+L

onde vrijr1 = V(hrijar) = njve; — Aj + A1 € Qi \ Q5 € Ny, pyy € Ty

Deste modo, obtemos
Fg = {hh ey By, 7hr+g}
de modo que, para todo j =1,--- , g, tem-se
V(hryj) = nj1Vppjo1 — Ajo1 + Aj = Vg
com Vyyj € Q5 \ Qj—1, njvpy; € g e
Ppyy =t + t”T“_’\ﬁA]’“uﬁLj S t”’“”_)‘ﬁ)‘gug’j

tal que h,y; = H*(f;—1) e fj—1 uma semirraiz para f com j =1,--- ,g.

Note que no processo acima, fomos direcionados por S-processos privilegiados a fim
de obter semirraizes para f, que, por sua vez, em virtude do Lema 2.10, nos da uma Base
Standard minima para C{B}.

O enfoque que abordamos aqui para relacionar Base Standard e semirraizes pode
possibilitar aplicacoes em outros ramos da Algebra Comutativa e Teoria de Singularidades
que fazem parte de projetos futuros.

[lustremos o processo acima com um exemplo:

3 3 o7 1515 11
Exemplo 2.13. Considere § = X2 X7 + X[ X5 + X ® X8 € C{X}, XS}, que em virtude
do Lema 1.13 é um ramo quase ordindrio de f comn =8, \; = (12,12), Ao = (14,14) ¢
A3 = (15,15). Entao g = 3 e para ny, ny, ng temos:

ny = 1(Q1/Qo) = min{k; k(12,12) € Qo = 8Z*}, o que implican, = 2,

ng = 1(Q2/Q1) = min{k; k(14,14) € Q, = 8Z* + Z(12,12)}, o que implica ny = 2

e, como 8 = ningng = 2-2-ng, seque que ng = 2.

A parametrizacao quase ordindria associada € dada por

H

(63, 85, 41757 + 't + 41°t)0) .
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De (1.2) temos que os geradores do semigrupo de H sao v; = (12,12), v = (26,26) e

Vamos determinar uma Base Standard para B = {t§,15, 112112 + 141 +- t15¢15} C M.

Seguindo as notagoes desta segdo, temos hy = t$, hy = 13, hy = 112632 + t}434 + 11°¢1°
e Iy = B. Note que h; = H*(X;) parai=1,2,3, v :=V(h3) = 71 = (12,12).

Como ni\y = 2(12,12) = 3(8,8) € Qo temos o S-processo

Sy = h;—hih}
= 279630 + 277457 + 7050 + 27085 + 130830

com Vy(S1) = (26,26) ¢ T'y = ((8,0),(0,8), (12,12)) e, portanto, Sy coincide com sua
redu¢ao final mod Fi.

Assim, seque que hy = Sy e vy = V(hy) = 72 = (26,26). Como vy ¢ 'y e (26,26) =

vy = navg = (24,24), temos que hy serd acrescentado a Fy. Obtemos entdo,
Fy = {hy, hy, hz, ha}

e por construgdo temos que hy = H*(f1) com f1 = X3 — X3 X3 € C{X}[X3] monico e
degx,(f1) =ni = 2.

Como navy = 2-(26,26) = (52,52) = 5(8,8) + (12, 12) € I'y, podemos considerar agora
um S-processo Sy dado por

= StP3 ATt + 83757 + 13450450 + 87T + 6753457 + 43757 + 00450,

com Vi (S2) = (53,53) ¢ T'ys = ((8,0),(0,8),(12,12),(26,26)) e, portanto, Sy coincide
com sua redu¢ao final mod F,.

Assim, hs = Sy e vs = V(hs) = v3 = (53,53). Como vs ¢ 'y € (53,53) = v5 = novy =

(52,52), temos que hy serd acrescentado a Fy. Obtemos entao,
Fj = {hl, ha, hs, ha, h5}
e, por construcao, temos que hs = H*(f3) com
o= (X5 = X7X5)? —4XPX7 X5 = X3 — 2X7 X5 X5 — X7 X)X + X7 X3 € C{X}[X3]

ménico e degx,(f2) = no-degx,(f1) = 4.
Portanto, em virtude do Lema 2.10, seque que Fy é uma Base Standard para C{B},
fo = X3, f1, fo sao semirraizes da série que define a h.q.o. e o semigrupo associado €

I = ((8,0),(0,8),(12,12), (26, 26), (53, 53)).
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Capitulo 3
H.q.0. associadas a outras h.q.o.

No Exemplo 2.13, abordamos um ramo quase ordinario que possui uma propriedade par-
ticular, todos os expoentes de £ = X_?XZ% + X%XQ% + )(1%5)(2%5 pertencem a diagonal de
Q?. Tal fato sugere a investigacao de quais propriedades de & sdao obtidas dos ramos da
curva plana originada ao trocarmos X; X, por X, isto é, ' = X5+ X7+ Xl?s, cuja para-
metrizacao associada é (T°,T'? 4+ T + T1%). Mais precisamente, o exemplo mencionado
sugere um modo de obtermos uma h.q.o. de uma dimensao por meio de uma h.q.o. de
dimensao menor.

Neste capitulo abordamos um modo de obter h.q.o. em C" a partir de uma h.q.o0. em
C? com s < r. O objetivo de tal construcao é obter uma h.q.o. de modo que seus inva-
riantes possam ser obtidos por meio dos invariantes de uma hipersuperficie de dimensao
menor. Ainda neste capitulo, exploramos mudancas de coordenadas que preservam tal

propriedade, ou seja, o fato de uma h.q.o. estar associada a uma outra h.q.o..

Seja H, uma hipersuperficie quase ordinaria em C° dada por uma parametrizacao
Hg = (uf, -+ ul, S(uy, - ,uy)).

) S

Tomer € Ncomr > se
P={{ar+1,a0+2,-- a1}, {aa + 1,1 +2,- -+ ;an}, -+ {aso1 + Las1 +2,--+ st}

com 0 =ap < ay < -+ < ag=r uma partigao de {1,2,--- ,r}.

Dada uma particao P de {1,---,r} como acima, definimos o homomorfismo injetor
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de C-algebras

Tpic{ul,“' ,Us} — C{h,"' ;tr}
Uy — tl"'tal =:1

Uy > ta1+1 s ta2 =1

Us = tag 410 la, =

- Lag

e consideremos a hipersuperficie H, = (t7,--- ,t2,Tp(S) = S(t,,, - ,t..))-

—~Q1? ) Z0s

Definicao 3.1. Dada uma hipersuperficie quase ordindria Hy em C*°, a hipersuperficie
H, em C" obtida como acima, a partir de Hy e da particao P de {1,--- ,r}, serd dita

associada a H, e, neste caso, denotaremos Hy, ~~ H,.
P

Pelo modo como obtemos H,., segue que, se ¢ é expoente de um termo de S(uy,- - , us),
entdo 0p = (01, ,01,09,-+ ,09,-++ , 0y, ,0,) é expoente de Tp(S), onde cada J; se
repete a; — ;1 vezes com ¢ = 1,--- 7.

Dada uma particdo P de {1,---,r} como dada anteriormente, associamos a ela a

matriz s X r dada por

0 --- 0
0

MP:<mij)1gigs,1§jgr: o --- 00 --- 0 --- 0 --- 0
0 00 - 0 1 1

onde

Isea; 1+1<j<q
mij =
0, caso contrario.

Note que, §p =9 - Mp.

Vamos mostrar que H, com H ~ H, ¢é de fato uma parametrizagao de uma h.q.o..

Proposicao 3.2. Se H, é uma parametrizacao de uma hipersuperficie quase ordindria,
P é uma parti¢ao de {1,--- ,r} dada como anteriormente e H, € tal que H, > H,, entao

H, ¢é também quase ordindria.

Demonstracao. Basta verificar que H, satisfaz as condigoes do Lema 1.13 adaptado para

parametrizacoes. Sejam \;, ¢ = 1,--- , g, os expoentes caracteristicos de Hj.
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i) Como \; < \; para i < j, segue imediatamente que \;, < A, para i < j.
J J g P Jp

(ii) Por construgao, se S(u) = > aéufl -~ ufs | entdo

S(t) =Tp(S(w) =Y agtih -t

Se ag # 0, como Hy é h.q.o., entdo 3 € nZ® + ), L3 Z\:.
Note que, 8- Mp := B, e nZ®-Mp+3_, <5 ZAi-Mp Cn'+3 ., <5 ZXi,. Temos
— — i 2 ip2Pp

assim que,

BenZ + ) Z\ = B-Mpe€ (nZ°+ Y Z\)-Mp
AiZB Ai=p

= B,€nZ - Mp+ Y Z\ Mp

iz

= B,EnZ’ + > Lk

Aip=2Bp

(ili) E imediato, pelo modo como foram obtidos os expoentes Aip, que

NGEL A+ D LN =N, L+ Y L,

>\j'<)\i )\]'P-</\ip

Deste modo, todas as condicoes do Lema 1.13 sao satisfeitas e H, é parametrizacao

de uma h.q.o.. |

Observacao 3.3. Seque imediatamente da Proposicao 3.2 que, se \; € expoente carac-
teristico de Hg, entao N\;, = \; - M, é expoente caracteristico de H,.

A

2
Qi1’
, A e Al = AJ- Mp, os expoentes caracteristicos associados a H, e H;, respec-

Denotemos @)} e ()7 os subgrupos definidos na pagina 12 do Capitulo 1, n] = {
Q7
Qi1
tivamente. Note que,

ni =4

Qi =nZ°’ = Qi - Mp=nZ’-Mp CnZ" = Qy;
QI =Qy+2Z)N = Qi -Mp=Qy - Mp+7Z\ CQy+Z\N =Qf;
Qy=Q; 1 +ZX, = Q- Mp=Q; - Mp+Z\, CQy,+7ZN\N=Q.
Como n;\; € QQ_,, temos que N\, = ni\) - Mp € Q;_, - Mp C Q}_,. Assim, n] < n;.

Por outro lado, como A{ - Mp = A], segue que n}\; - Mp =n[\] € Q;_,. Entao, podemos
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escrever n;A; - Mp = m; 1 Aj_| + m;_o\]_o + -+ +muA] +nm”, com m; € Z para todo

j=1,---,1—1em” € Z". Deste modo, temos

n:)\f . Mp = (mi_l)\‘?_l + mi_2>\?_2 + -+ m1)\i) : Mp + nm”

(2

e assim m"” = m?® - Mp para algum m® € Z°. Portanto,
NiA; = Mia Ay + M Ai g + - A+ m® € Q7

e n; <n]. Logo, devemos ter n] =n; =:n; paratodot=1,---,g.
Segue das relagoes demonstradas acima e da definicao dos geradores do semigrupo
(veja (1.2)) de uma h.q.o. que, se ¢ e 4/ denotam tais geradores, entdo v/ = ¢ - Mp,

para todoi=1,---,g. De fato,
"= AL = A Mp =75 Mp.
Agora, para 1 < i < g, segue por indugao que:

Vi = Mo T AT A
= niY 1 Mp+ X -Mp—X\_,-Mp
Ry + A = AlLy)- Mp
i Mp.

Lembremos que o vetor de Frobenius do semigrupo de H, é dado por

B

Fu

s

(e = 1) — ().

i

1

Note que,

Fu, -

s

(e — 1)y - Mp — (n) - Mp

=
I
1)

£
Il
—

M

(nx — Dy, — (n)p = Fa,.

B
Il
—

Dessa forma, temos a relacao
Fu, = Fu, - Mp,

na qual Fp, denota o vetor de Frobenius do semigrupo associado a H,.
Continuemos analisando como estao relacionados os invariantes das hipersuperficies

determinadas por Hy e H,.
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Sejam H, e H, como acima, isto é, H, > H,.. Como vimos na Proposicao 3.2, temos
que tais hipersuperficies tém o mesmo género g.

Se mult(H) denota a multiplicidade de uma h.q.o. definida por um ramo quase or-
dindrio normalizado, entao temos que mult(H;) = min{n, |\]|} e mult(H,) = min{n, ||}
Como A] = Aj- Mp, entdo ||| > |A\j] e assim, mult(H) < mult(H,), com igualdade sem-
pre que mult(H) = n.

Denote I's e I'. os semigrupos de H,; e H,, respectivamente. ~Uma vez que
[y = (nb,75;1 <i<sel < j<yg), entao segue que I' = (nd},7j;1 <i<rel <
J < g) onde, 7] =5 - Mp, 0 e 0] denotam os elementos da base canonica de Q° e Q",
respectivamente. Deste modo, denotando por (5, - - ,7;> - Mp o conjunto de todos os

vetores do semigrupo (77, -+ ,7,) multiplicado pela matriz Mp, temos

L= nN"+ (3], ;) - Mp
= nN"+naN° - Mp+ (], -+ ,7,) - Mp
= nN"+ (nN°+ (77, -+ ,7y)) - Mp
= nN' +1T,-Mp.

Note que, da relagao acima segue que, se § € I'y, entao 0 - Mp € I',.. Por outro lado,
se 0 € I',, ndo necessariamente temos d € I'y - Mp, ou seja, nem sempre existe &' € Iy
tal que ¢ = ¢’ - Mp. Por exemplo, v; = n#; = (n,0,---,0) € I, é tal que nf] ¢ I'y - Mp
para qualquer que seja a matriz Mp associada a uma particao de {1,--- ,r} como estamos
considerando, com «aq > 1. Neste sentido, o que podemos afirmar é resultado da seguinte

proposicao.
Proposicao 3.4. Se § € N° ¢ tal que § - Mp € I',., entao § € T';.

Demonstracao. Temos,

g g
Dy =nN"+) Nyfe I, =nN+Y Ny Mp.
J=1 j=1
Como ¢ - Mp € TI', podemos tomar sua representagao padrao (veja péagina 20 do
Capitulo 1) dada por
g
0-Mp :nQ‘I'ij’Y]S"MP
j=1

coma = (ar, -+ ,a,) € N'e 0 < b; <nj =nj=njparatodoj=1,---,g. Considerando
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as coordenadas do vetor acima obtemos o seguinte sistema

g
(51 = nai+2bj7;-1, 1:&0+1§i§041
j=1
g
0y = naﬂrzbﬂ;g, apt+1<i<a
j=1
g
63 = ’I’LCLZ—FZb]’Y;S, Oés_1+]_S’L.SO[S:T
j=1
o que implica a1 = -+ = Qqy, Qoy+1 = *** = Qay, "5 Ao, 1+1 = " = Qq,. Portanto,

existe a, € N° tal que a = a, - Mp e podemos escrever

g g

j=1 j=1
Consequentemente, § = na, + Z?zl bjvi, com as € N*e 0 < b; <mnjparaj=1,---,g.
Logo, 6 € T,. n

No Teorema 1.39, o subconjunto T C I foi introduzido e se destaca por possibilitar que
identifiquemos termos em uma parametrizacao de uma h.q.o. que podem ser eliminados
por meio de mudangas de coordenadas.

Sejam Y, T, os conjuntos como acima mencionados e associados a H, e H,, respec-

tivamente, com H v H,. Vamos explorar algumas relagoes entre tais conjuntos.
Proposicao 3.5. Se § € N* € tal que § - Mp € Y., entao d € V.

Demonstracao. Como 0 - Mp € T, entao temos ¢ - Mp € I',. e, se existe 1 <17 < r tal que
(0-Mp); # 0 entao d - Mp — (n), +nb} €T,.

Podemos supor sem perda de generalidade que i = 1, isto é, (J - Mp); # 0 com
- Mp — (n), +nb; € T'.. Segue da Proposi¢ao 3.4 que § € I'y. Além disto, usando a

notacao da referida proposicao, consideremos a representacao padrao

g
5-Mp— (n), +nb; =na+> by Mp

=1

coma = (ay, - ,a,) € N e0 <b; <njparatodoj=1,---,g. Novamente, considerando
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as coordenadas do vetor anterior, obtemos o sistema

g
0n = na1+2bﬂj1

j=1
g
(51—71 = TLGZ‘—FZbJ"Y;I, 1<i<om
j=1
g
0y —m = nai+Zbﬂj2, ar+1<i<ay
j=1
g
b—n = nai+) b, e tl<i<a,
j=1
o que implica a1 — 1 = as = -+ = Qqay, Qo411 = *** = Gay, ", Qay 141 = *** = Qq,-
Tomando as = (a1, Aa,, - ,0a,) € N®, segue que 6 — (n) + nb# € N* é tal que

g
§ — (n) +nb; = nas+ Y b}

Jj=1

Portanto, temos 0 — (n) + nd; € 'y e consequentemente ¢ € Y. O

Enquanto, I's- Mp C I', o mesmo nao pode se dizer de Y, ou seja, nao podemos
garantir que Y, Mp C T,.. De fato, tomando uma parti¢cao de {1,--- ,r} com a; > 1 e
0= XA+ (n) —nb; € T, temos que § € T, pois §; #0e d — (n) +nbi = \; € T',. Mas,
0-Mp ¢ Y,, uma vez que (0- Mp); =y #Oparal < j<age(d-Mp)j=A;+n#0
para a; < j < ;1 e 2 < i <r. Segue que §- Mp — (n), +nbj, ¢ I'" para todo 1 < k <.

No entanto, podemos afirmar:

Proposicao 3.6. Sed € T, € tal que o, #0 e d — (n)s + nbf € T'y, entao
(6 +nb;)- Mp —nbj €7,
para todo a; 1 < j<a; et =1,---,s.
Demonstragao. Note que, se § € 'y, entao 0 - Mp € I',. Além disto, se §, # 0, temos
(0-Mp); =6, # 0 para todo ;1 < j < . Segue que
Note também que ((8 + nb;) - Mp — n@?)j =(0-Mp)j=06,#0¢e
(8 +nb;) - Mp —nb;) — (n)y +nb; = ((&+nb;)- Mp) — (n),
= ((@+nb) - Mp) —(n)s - Mp
- M

= (0—(n)s+nb) - Mpel,
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uma vez que § — (n)s +nbf € T'y.

Portanto, (0 +nb;) - Mp —nb} € I, é tal que ((8+nb;) - Mp — n@}f)j =9, # 0, com
((64 nb;) - Mp —nb%) — (n), + nb} € T,. Logo, (0 4 nb}) - Mp — nb € T, para todo
a1 < J < . [

E facil concluir, a partir da definicdo de T, que I' + T C Y. Assim, em particular,
temos que se (0 +nb;) - Mp —nfj € T, entdo (0 + (n)s) - Mp € T,. Destaquemos tal

resultado:
Corolario 3.7. Temos que Ys- Mp + (n), C T,.

Demonstragao. Dado § € Ty, existe i tal que §;, # 0 e d — (n)s+nb; € ['s. Pela Proposicao
3.6, temos que
(04 nb;) - Mp —nbj € T,

para todo ;1 < j < q.
Como nb%, > i s 10 Mp € Ty, segue que

((6+nb;) - Mp —nb}) +nb; + > nby-Mp = 5-Mp+ Y nby Mp
k=1,k#i k=1
= 4 Mp—i‘(ﬂ) Mp
= 0-Mp+(n) €7,

Como vimos na Proposigao 1.38, o conjunto Ap = Ap(H) desempenha papel impor-
tante para a eliminacao de termos de uma h.q.o.. Assim, é relevante, em nosso contexto,

relacionar os conjuntos A7, e A, associados a Hy e H,, respectivamente.

Proposicao 3.8. Sejam A} e A}, como acima. Temos
Ay - Mp+ (n), — > v, C AL
i=1

onde ;1 < fB; <oy parai=1,--- 5.

Demonstragao. Se 0 € A7, entao existe w, € 2%, em que €2° denota o médulo das s-formas

de Kahler associadas a Hy, tal que

Hi(wy) = ws(u?, - u”, S(u) = w2~ - v(w)duy A - - A dug, com v(0) # 0.

) S
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Temos,

ws(ta,,-

1) 7a7

Tp(S)) = o 12t 2=t y(Tp(u))d(t,,) A Adlt,,)

E a1 g

= 127~ Wry(Tp(u /\ i: ﬁ trdt;

J=a;—1+1 k=a;_1+1
k]

S

— tép—(l)TU(TP(g)) Z H b cdtg, A - Adig,

(1, 8y i=1 tg, -
QG — 1<B] [e%)

Como, wy—s = N\i_; dXa, (1 A+ A cﬁ(z A ANdX,, € Q7% éuma (r — s)-forma e

S

S
H*(w,—y) = [ tet o ti bt Ndta i Ao Adtg Ao At
i=1 =

podemos considerar a r-forma wg, ... g,) dada por wg, ... g,) = wWr—s A w,, de modo que

S

s
H:(w(,@h-",,@s)) N Htgl 11Jr1 tgz_l e tzi—l . /\ dtai_l—&—l A A dtﬂz A A dtai
=1 =1

/\ (tép—(l)T co(Tp(u)) - Htmiﬁl .. t/ﬁ\ oty - dtg Ao A dtm)

= +pofem Wi ﬂzv(Tp( ))dts A -+ A dt,.

Logo,

S
—) vp € AR,
=1
O

Observe que, na demonstracao do resultado anterior, se escolhermos dois f3; e 3; em
um mesmo intervalo da particao, a r-forma produzida seria nula e nao encontrariamos
nenhuma informagao relevante.

Vale destacar aqui que a inclusao garantida na proposicao acima é prépria. De fato, a
r-forma dX; A --- A dX, nos fornece o elemento (n), € A, que claramente ndo pertence
ao conjunto A, - Mp +n, — >, | vs qualquer que seja a parti¢ao considerada.

Além disto, como I' + Ap C Ap, segue que:

Corolario 3.9. Temos que Ay Mp +n, C Al
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Demonstragdo. Dado § € A3, pela Proposicao 3.8, temos que dp + (n), — Y i, vs € A}

para o;_1 < f3; < . Assim, como Y ;_, vg, € ', temos que

éP+ (E)T - Zl//ﬁi +Zyﬁi :éP+ (ﬂ)r € ATD
=1 =1

3.1 Mudancas que mantém a propriedade H; ~~ H,

A propriedade de uma h.q.o. estar associada a outra h.q.o. é sensivel por mudancas de
coordenadas, ou seja, pode nao ser mantida por mudancas de coordenadas.

Por exemplo, consideremos H; = (u? u®) que é uma curva plana e, portanto, uma
h.q.0. em C?. Considerando 7 = 2 a tnica particao de {1,2} formada por um conjunto é

P = {{1,2}}, temos que o homomorfismo

Tp: (C{u} — (C{tl,tg}

u = tit

nos dd a h.q.o. Hy = (2,3, t5t3).

Se considerarmos a mudanga de coordenadas o (X7, X, X3) = (X1, Xo, X5 + X?%) ob-
temos uma h.q.o. dada por H) = cHy = (3,13, t3t3 + t1) e é imediato que t3t3 + 1] #
Te(> au;) = > a;tith, qualquer que seja Y a;u’ € C{u}, ou seja, H) nao estd associada
a uma curva.

Claramente tal situacao também se verifica em dimensoes maiores.

Surge, de maneira natural, a questao de caracterizar as mudancas de coordenadas e
parametros (o, p) € G tais que, se H, v H,, entao existe H de modo que H/, v (o,p)oH,.

Antes de abordar o caso geral, que envolve muitos parametros, procedemos ao estudo
do caso em que s = 1, ou seja, em que usamos uma curva plana para obter uma h.q.o. em
C" com r > 1. Neste caso, note que a tnica partigao a ser considerada é P = {{1,--- ,r}}
e, por este motivo, omitiremos sua mencao em nossas analises.

Dada uma curva ¢ = (u", S(u)), associamos a ela uma parametriza¢ao quase ordinaria
dada por H = (t},--- ,t", Sy = S(t1---t,)). Sem perda de generalidade, podemos assu-
mir que ¢ esta normalizada, ou seja, satisfaz as condigoes da Defini¢ao 1.16. Deste modo,
temos que H também é normalizada.

No que segue, o grupo de todas as permutagoes do conjunto {1, -- ,r} serda denotado

por Sim(r). O préximo lema é natural e intuitivo, mesmo assim vamos destaca-lo.
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Lema 3.10. Sejam H = (t},--- ,tﬁ,zéaété) uma hipersuperficie quase ordindria nor-
malizada e p = (u", S(u)) uma curva. Temos que,

@~ H < Vr e Sim(r), temos w(t]" - o) := tfrl(l) . -ti’(r) =30

Demonstracdo. Se H éobtidade p = (u™, )" aqu®), entdo H = (t7,--- , 17, > aqts - - t2).

Temos,
Tty ty) =150yt =8
qualquer que seja m € Sim(r).
Por outro lado, seja H = (¢}, -+ 7, > sast®) tal que, para todo m € Sim(r), temos
7(t?) = t2. Tomando 7 com 7(i) =i + 1, pa;a todoi=1,---,r—1em(r) =1, temos as

equivaléncias

e R = R L AR L

r

(1) =10 < tf;(l) o ~tf;“(r)

Portanto, §; = dy = -+ = 4,. Logo, H é obtida da curva ¢ = (u",> sasu’), ou seja,

o~ H. O

Queremos caracterizar as mudancas que preservam a propriedade descrita no Lema
3.10. Seja (o, p) € G uma mudanga que mantém uma parametriza¢ao normalizada como

no Teorema 1.35, isto é, dada por

p: C —C"

t —(pi(t),- . pr(1)
1
com p; = tj <1 + @)ny P] = Xjej +Xr+1(bj +77j)7 €5, € Mr—i—h bj €Ce

o Cr+1 N Cr-l-l

(X7 Xr+1) — (01<Xa Xr+1>7 s ;WH(K; Xr+1>>

com 0; = X;+FP;, paratodoi = 1,--- 7, 0,41 = Xp 1 + Pry1, Py = Xoqi640 + X044,
i1 €My, €C{X, Xo it ea= (P#L R f%})
Vamos supor que p(u", S(u)) seja uma curva plana e H = (t7,--- ,t7, S(t1 - - - t,)) seja

uma h.q.o. tal que ¢ ~» H.

Aplicando uma mudanca como acima em H, obtemos

oHp™ ' (t) = o((p™)i(t), . (P~ )7(®), S((p™ )1+ (7))
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Uma vez que

(t, - ta) = pop '(ti,-- ., t)=(prop (), - ,prop (),

temos
ti = pi((p™ D (07 = (p7) (1 + BU{{O;)) -
(P )i
ou seja,
(p~)P () + P(Hp™)(t) = ¢
Portanto, para todo 7 =1,--- ,r temos

oi(Hp™')(t) = (p™)i'(t) + P(Hp™")(t) =t}
Para a coordenada r 4+ 1 temos,

o1 (Hp ' )(t) = Su(p™ (1) + Pra(Hp ™' (1)).

Pelo lema anterior, para que o Hp~! também esteja associada a uma curva, devemos
garantir que todos os monémios de o Hp~! sejam invariantes por permutagoes de Sim(r).

Seja (t; - - - t,)° um monémio de S(t; ---t,). Se todos os monomios de (p~1);---(p~1),
forem invariantes por 7 € Sim(r), entdo todos os monomios Sy (p~!) também o serdo.

Vejamos condicoes para que isso ocorra.

Note que,
1
- Pi(H)\"
pl"'pT:tl"'tT ]_+ tn
i=1 i
e temos
P, (H tre,(H)+ Sy - (b; + ni(H Sg - (b; +n,(H
() _ el 4 Su- ) _ oy, Su- Gt nD)

Consideremos o monomorfismo de C-algebras

T: (C{va} — C{Xla 7X7“+1}
X XX,

Y — Xr+1

Como Sy tem todos os monoémios invariantes por 7, se tomarmos €;,6; € Im(T),
bi=0emn = X;0;, paratodoi =1,--- ,r, segue que
pi(H)
ti

— &;(H) + Sy - 0,(H) (3.1)
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tem apenas monomios invariantes por w. Portanto, nessas condicoes,
r 1
pro-opr =t [[(L+ e(H) + Sy - 0:(H))»
i=1

possui todos os monomios invariantes por 7.

Em resumo, se €;,0; € Im(T), b; =0 e n; = X;0;, para todoi = 1,--- ,r, entdo

3=

onde

6i(H) = T(h)(H) = he (b 1) St 1,)) = hey 0 oty -+ - 1,),
0,(H) = T(ha,)(H) = ho,((tr - £,)", S(t1 - 1,)) = hg, 0 o(t1---1,)

com he, € (X,Y) e hy, € C{X,Y}.
Denotando, g; = he, + Yhy, € (X,Y), obtemos

qlty-ty) = ti---t, (H(1+gios0(t1-~-tr))>n

i=1
= tl"'tr(1+gocp(t1---tr))%, comg € (X,Y).
Portanto,
a(u) = u(1+go pu))", com g € (X,Y). (32)

Agora procedemos uma a andlise similar para [[i_, (p™1);.

Denotando .

¢ty ) = H(p_l)i = Z aété,
i=1 BeNT
segue que q’(pll, cupe) = 1T— (0 Yilp1, -+, pr) = t1 -+ - t,. Por outro lado, como p; =

t; (1 + %) ;, temos pelos calculos acima, que
J

T [31
tite=q(p1, -, pr) = Z agtfl N H(1 +giop(ti-t))m.
BeNT =1
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Comparando as duas igualdades acima, constatamos que deve existir § = (1) com

a) = 1 e assim

T ﬁl
tot, = tl"'trH<1+giOSO<tl"'tr))% + Z agtEH(l‘i‘giO@(tr“tr))?
i=1 B#(1) =1

bt (_Z (1) opttn- m)f) (Z (1)t optts- 'W) +
N =N
+Zaﬁtﬂ(Z(;)@lw(tl---tr))ﬁ)---(Z(;)@Tow(tl...tr»i)

BA(Q) i>0 >0

= b1+ Ag) + Y agt?(1 4 Ap), (3.3)
B#()

onde Ag representa os termos com expoente na diagonal A de N" oriundos da parcela
associada ao [ do somatorio.

Segue de (3.3) que

—t ot Agy = Y agt?(1+ Ap). (3.4)
B#(1)

Note que o lado esquerdo de (3.4) possui somente expoentes na diagonal A de N”.
Deste modo, todos os 8 devem pertencer também a A, pois, caso contrério, nao terfamos

a igualdade acima. Logo, como todo 8 € A, temos que

(D (p e = aglti-t,)" =g/t 1)

BeN

Consequentemente, Sy (p~') tem apenas mondémios com expoentes em A C N”, isto é
) b )

SH(P_I) = deN a&(tl o 'tr)g-
Como

or(Hp™)(t) = Su(p™") + Pa(Hp™)

= Su(p™) + Su(p™ e (Hp™ @) + (01~ (07 )e) mea (Hp™ ' (1))
segue que, para termos todos os expoentes dos monomios de o,41(Hp™1)(t) pertencen-
tes a diagonal A ou, equivalentemente, serem invariantes por permutacoes de Sim(r), é

suficiente que €,41,m,.41 € Im(T).

Temos assim a seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 3.11. Com as notagoes anteriores, considere ¢ ~ H e (o, p) € G mudangas
de parametros e coordenadas que mantém as h.q.o. normalizadas como no Teorema 1.35.
Se

Nrt1, €41, €5, 05 € Im(T),n; = X;6,,b; =0, para todoj =1,--- ,r,

entdo existe uma curva o, tal que @1 ~ cHp™ !,

Denotamos por A’ o subconjunto de G formado pelas mudancas que satisfazem as
condigoes da Proposicao 3.11. Note que tal conjunto nao é subgrupo de G, uma vez que
as mudancas de parametros p;, j = 1,--- ,r, dependem fortemente da h.q.o. em questao.
Dito de outro modo, ndo podemos compor quaisquer (o1, p1), (02, p2) € A’ e garantir que
o elemento resultante ainda pertenca a A’.

A proposigao anterior nos levanta questoes naturais: curvas (analiticamente) equiva-
lentes originam h.q.o. (analiticamente) equivalentes? Se ¢ ~» H, entao podemos deter-
minar ¢, tal que @1 ~ ocHp~!, com (o, p) € A'? Neste caso, qual a relagao entre ¢ e ¢;7?
Tais perguntas irao direcionar nossos estudos no que segue.

A resposta para a primeira pergunta acima é nao! Vamos ilustrar através de um
exemplo que curvas equivalentes nao necessariamente produzirao hipersuperficies quase
ordindarias equivalentes.

Dadas as curvas planas ¢y = (u®,u) e ¢; = (u3,u* + u’), temos que ¢, %o (veja
[11]) e sejam Hy, H; hipersuperficies quase ordindrias tais que ¢ ~» Hy e @1 ~ Hy, isto
é,

Ho = (11,13, 11t) e Hy = (1], 83, tity + 1713).
Se H, 3 Hy, uma vez que Hy e H; s@o h.q.o. normalizadas, existem mudangas (o, p),

como no Teorema 1.35, tais que crHlp*l(tl, ty) = Hp. Lembremos que

(X1, Xo, X3) = (01(X1, Xo, X3), 02(X1, Xo, X3), 03(X1, Xo, X3))

p(tl, tg) = (p1(t1, t2>’ pQ(tl’ tQ))

1
com o; = Xz —FPZ, 1= 1,2,3, pPi = tj <1 + Pj(Hl)) 3, P] = Xjéj —I—Xg(b] ‘I—nj), €5, 1 S M3,

t3

bj € (C, j = 1,2 e p3 = X363 +X12X22773, €3 € ./\/lg ens e C{Xl,Xg,Xg}.
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Agindo tal mudanca em H; obtemos

2

Pi(H
osHip 't ) = tity+ 15t =) %S& + P3(Hy) +©
i=1 (
4 5 4
= ity + 785 — gﬁltgﬁl(ﬂl) — gt‘;’t‘;’ﬁl(Hl) - g(t?tg + 19t3)(by + mi (Hy))

5 4 5
—g(t?tg + t1t5°) (b + mi(Hy)) — gt%tELEz(Hl) - gt‘;’tg@(Hl)

4 5)
—g(t%fg + 1715) (by + m2(Hy)) — g(t?tg + 6°t5) (ba + n2(Hy))
(15 + 1315 es(Hy) + t9t5n3(H1) + ©

onde ® indica termos com expoentes em UZ_; (\; — v; + V(P;) + N?) U (V(Ps) + N?). Note
que, €1, €2, €3 € M3 e, assim, nao conseguimos eliminar o termo #3t5 da parametrizagao.
Portanto, H; nao pode ser G-equivalente a Hy.

Analisaremos agora a segunda questao levantada: Se ¢ ~» Hj e (0, p) é como descrito
na Proposicao 3.11, entdo existe uma curva @, tal que ¢y ~» oHp~!. Conseguimos
descobrir a curva ¢, que originou a nova parametrizacao quase ordinaria?

Para tanto, seja Hy = (t7,--- ", Sy, = > sas(t;---t.)°) a h.q.o. que foi obtida de
o1 = (u", S1(u)) com Sy(u) = Y 5asu’. Consideremos Hy = cHyp™t = (7, , 1", Sm,),
com Sg, = S, p~t + Py (Hip™t) e (0,p) € A. Pela Proposicao 3.11, temos que Hy ¢

associada a uma curva, digamos s, ou seja:

o1~ Hy
1} (0,p)
2~ Hy
1
Como (o, p) € A’ temos p; = t; (1 + %) " com P; = X;(ej+ X,1105), €, € Myy1 N

Im(T), 8; € Im(T), paratodo j=1,---,r,eo; = X;+ P, paratodoi =1,--- ,r + 1,
Py = Xe1601+ X011, €041 € MyaNIm(T), 0,1 € Im(T). Aqui estamos denotando
Nr+1 = 0,41 para unificar a notagao.

Note que €11 € Im(T)) implica que existe he,,, = 3, yeny X “Y" € C{X, Y} tal que
€11 =T (e, 1) = D 4 pen Can( X1 - - X, )*X?,, e temos

T

Er-i—l(Hlp_l) = €r41 <(P_1)7f, T (p_l)?> Z aé((p_l)l T (p_l)r)(S) .
1
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Usando que (p™")1 -+ (p™"), = ¢'(t1---t,), com ¢'(u) = Y 4y apu’ € C{u}, obtemos
erri(Hip™) = ) canld (b 1,)"Si(q/ (b1 - t,))"
hepir (¢ (1 -+ 1:)" S1(q (B -+ 1))
= h’er_g.l cp10 q,(tl o tr)

De modo andlogo, para 6,.; € Im(T), temos que existe hy,,, € C{X,Y} tal que
Orsr(Hip™h) = ho,py 0 p10q (b1 ).

Deste modo, tomando ¢y = (u", Sa(u)) com

r+1

Sy(u) = S1(q'(u)) + S1(q'(w))he, ., (g1 0 ¢ (u) + ¢ (u)"ho, ., (g1 0 ¢'(u))

temos que @ é a curva que origina Hs, ou seja, wg ~> Ho.
Resta verificar se as curvas ¢; e (g possuem alguma relagao. Denote p, ' = ¢'(u),

entao podemos escrever

P2 = (un’ Sl(pgl) + Sl(pgl)h6r+1 (901 © pgl> + (pgl)nah9r+1 (901 © pgl)) .

Definindo 0.(X,Y) = (X + P.1,Y + P») onde Py = Xg € (X,Y)?, Py = Yh,,, +

X%hg,,, € (X,Y)? com g como em (3.2) e aplicando a mudanca (o, p.) em 1, obtemos

oeprp,t = oe((p."), Si(p.h))
= (o))" + Palprp ) S1(p2h) + Si(pz D he, s (g1 0 p21)
+(p2 )" ho, 1 (010 p21))
= (u", Sa(u)).

De fato, que Sy(u) = Si(p; 1) +S1(0z Ve, 1 (010021) + (0 ) " ho, 11 (P10p; ") segue di-
reto da definigdo de ¢y. Para a primeira coordenada, lembrando que p; - - - p, = q(t1 - - - t;.),

temos

pi((p (D) =t = (o p)((p s, (07 ) =ty
= q((p - (p ) =ty
= Q(q/(tl"'tr)) =t -1,
= q(d(u) =u
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e portanto, ¢ = ¢~'. Assim, de (3.2) obtemos

Agora, elevando ambos os lados da equacao a n-ésima poténcia obtemos a igualdade
u = (p; )" + Pa(e1(pst)). Deste modo, temos que as curvas dadas por ¢; e @y Sao

analiticamente equivalentes, ou seja, ~pe temos o diagrama

Y1~ Hy
(0cpe) 4 1 (o, p)
@y~ Hy.

Temos assim, o seguinte resultado:

Proposicao 3.12. Seja ¢ ~» Hy. Se (0,p) € A’ como na Proposi¢io 3.11, entdo eziste

uma curva ©y tal que oy ~ oHyp~t. Além disto, temos que @, ez

Como j& observamos anteriormente, a composta de duas mudancas quaisquer de A’
nem sempre é possivel. Nesse sentido, se p; ~» H; e (o, p) € A" é uma mudanga associada
a Hy que produz Hs, entdo apenas podemos compor com mudangas (7,p) € A" que

mantém H; com a propriedade de que existe @9 tal que oy ~> H.

Definicao 3.13. Dada uma h.q.o. H tal que existe ¢ com @ ~~ H, definimos
' =A(o,p) € A'; existe uma curva ) com i ~~ (o,p) o H}.

Sejam Hy, Hy parametrizagoes quase ordindrias tais que 1 ~» Hy, @9 ~» Hs, (0,p) €

W, € (0,p) € Ay, com Hy = 6Hp~" e Hy = oHyp~', conforme representado no

diagrama
cr — cr — Cr
p P
Hy | Hy | H; |
crtt — ctt — Ccr+,
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Vamos considerar a composta (o, p)o(d,p) = (c0d, pop) e mostrar que (o, p)o(d,p) €

lfll'
Temos, para todoi=1,--- ,r+1ej=1,---,r, que
&1:X’i+pi7 Ul:X+P’L7
1 1
P:(H P;(Hy)\ "
ﬁJ:tj(l‘i‘ ( 1>> epj:tj(l—i- j( 2)) .
¢y t7
Assim,
(000)i(X, Xo41) = oi(Xi+ Py X1+ ]Sr+1)
= Xi+ P+ P(Xi+ P, Xoj1 + Pry)
= X;+ P+ P(5) (3.5)
e
(pop)i(t) = pi(pr,---,pr)
_ ( Hzﬂ )
1
" P;(H.
= (1 | BilHe0) 2p))
(A"
Pj(Hap)+(p;)™ P; (H1)+P; (H1) P (H2p) g
(p])n
= : 3.6
7 (3.6)
Note que,
£ P (Hop) + (5;)" Pi(HL) + By(H)Py(Hap) P(H) + (t + Py(H))Py(Hap)

(p)"
= Pj(Hi)+ P;(Hap)

pois (] + P;(Hy)) = (p;)". Como Hy = GH,p~", entdo Hop = 6 H, e segue que
(P + Pi(0))(Hy) = B(Hy) + Fi(6H,) = P(Hy) + Fi(Hzp).

Portanto, de (3.5) e (3.6), concluimos da Proposicao 3.11 que (o, p) o (7,p) € A},

3.2 Mudancas que mantém a propriedade H, ~ H,

Na secao anterior, analisamos propriedades que mudangas de coordenadas devem possuir
para que uma h.q.o. obtida a partir de uma curva mantenha tal propriedade apds tais

mudancas.

63



Nesta se¢ao, a exemplo do fizemos para o caso de curvas, vamos estudar algumas
condicoes que as mudangas de coordenadas devem satisfazer para que mantenham quase
ordinéarias obtidas de outras quase ordinarias com essa propriedade.

Os métodos e ideias sao similares aos da secao anterior. Poderiamos ter nos restringido
apenas a esta secao, mas, para acostumar o leitor as notagoes, decidimos abordar o caso
H, ~ H, antes.

No que segue, manteremos as notagoes do inicio deste capitulo.

Consideremos uma parti¢ao P de {1,--- ,r} da forma
{{()éo+1 = 1727”' 7051}7{051 +17051 +27 7a2}7”' 7{04871 + 1705371 +27 y Qg :T}}
(3.7)
e denotemos por ZP o subgrupo de Sim(r) que permuta apenas os elementos de cada

subconjunto da particao.

Iniciemos com uma caracterizagao da propriedade Hg ~~ H,.
P

Proposicao 3.14. Sejam P wuma particio de {1,---,r} como acima, Hs e
H, = (&7, - ,tf,zéaété) parametrizacoes quase ordindrias normalizadas com s < r.
Entao,

P
5y _ 5.
Hs«;HT — 7(t%) t,pamtodowez :

Demonstracao. Se temos H, v H, com Hy = (uf,--- ,ug,zéaﬁuﬁ), entdo segue que

H, =t ,t?,zﬁagtﬁp)- Temos, 0 =, e

_ B B Bs B
ﬂ'(tép) = w(t]-- 'tgllta21+1 .. toﬁé SR STEE 't§s>
— B B 4B P2 4Bs .. 4Ds
- t7r(1) tw(al)tﬂ(a1+1) tﬂ'(ag) tﬂ'(a571+1) tTr(aS)
B s s
— tfl"'tgllta21+1"'t§22"'ti,lﬂ"'tgs

— téP

qualquer que seja 7w € ZP, uma vez que 7 s6 difere, eventualmente, da identidade quando
aplicado a valores de um subconjunto da particao. Como os expoentes sao iguais para
as variaveis indexadas por um mesmo subconjunto da particao, reordenando as varidveis,
obtemos a igualdade.

Por outro lado, seja H, = (t7,--- ,tf,zéaété) tal que, para todo elemento m €

S°F . temos 7(t2) = 2. Tomando 7 € 327 com

() =741, parac; 1 +1<j<q

(o) = ;-1 + 1, paratodoi=1,--- s,
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temos

1 Or 40 O\ __ 40 Or 40 Oy 0 da or
tlh et =t =) = t7r1(1) .. 'tn(r) =ty -1 ltalf; RN et
Portanto, 1 = -+ - = 04y, Oay41 = "+ = Oagy * " Oay_141 = -+ = Oq,. Assim, todo J é da

forma § = - Mp, para algum § € N* e H, v H, com Hs = (uf, - ,uy,> 4 agul). O

Vamos agora generalizarar andlises feitas para o caso Hy ~» H,.
P
Apresentaremos condigoes que mudangas de coordenadas devem satisfazer para que
mantenham hipersuperficies quase ordindrias originadas de outras hipersuperficies com

esta propriedade.

Dada uma hipersuperficie quase ordindria H, = (uf,--- ,uZ, S(u) = Y agu?) em C**!
e uma particao de {1,--- 7} com s < r, como em (3.7), associamos a ela uma outra
hipersuperficie H, = (t{,--- ,t7, S, = S(ty,, -+ .ty )) em C*' r > s como descrito no

inicio do capitulo, ou seja,
H, ~ H,.
P

Queremos identificar as mudancas que satisfazem a Proposicao 3.14.
Seja (0, p) € G uma mudanca de coordenadas que mantém que normalizada a para-

metrizagao de uma h.q.o., tal como considerada no Teorema 1.35, dada por

p: C —C
to=(p(d), ()

£

1
com p; =t; <1 + Lﬁ“)”, P, = X,e; + Xy41(bj + 1), €5,mj € M1, b, € Ce

o Cr+t — Crtt

(&7 XT+1) — (Ul(ia Xr-‘,—l)a e 70-r+1(i7 Xr-i-l))

como; = X;+ P, paratodoi =1,--- ,r, 0,01 = Xps1+ Pri1, Pro1 = Xo16001 + X001,

€ry1 € M?”-‘rla Mr+1 € C{Xa X?“-‘rl} e o= (’V%—‘a T [%—D
Aplicando tal mudanca de coordenadas em H, obtemos

UHrpil(ﬁ) = O-((pil)?@)u T (/071)17}@)7 ST<<:071>17 T (p71>7“))'

Os célculos realizados na secao anterior e o fato de as mudangas de coordenadas

manterem h.q.o. normalizadas nos dao que, para todo:=1,--- ,r,

oi(H,(p™))(t) = (p~ )} (1) + Pi(H:(p™1))(t) = 17"
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Analisemos a coordenada de indice r 4 1, ou seja,

ori1(Hr(p™))(8) = Se(p™ ' (1) + Pra (H,(p7) (1))

Gostariamos que tal expressao tivesse todos os monodmios invariantes por permutagoes

de S°F.

Seja 5 ---t% um monomio de S(tp) = S.(t), onde, t2 = H]oiai,lﬂt]@i para todo
j=1,--,se0=qay<a; - < as=r determina a particio P como em (3.7).

Se (p_l)il1 ce (p‘l)i‘: tiver todos os monomios invariantes por 7 € 37, entdo S,(p~!)

também ter4.

Tomando
Al PH)\ * i PH)\ ™
B (p)\Bs — B 4Bs AN ) )
@al @as tal éas H <1 + t;’b ) ) H (1 + t;l )
=1 i=ag—1+1
temos
P)i H’I‘ t? 7 H’/‘ S’/‘ : bz i Hr ST : bz i Hr
() _ fe(H) + S (btn() S ()
e 24 t
Considere o monomorfismo de C—algebras
T: C{Xla 7Xs+1} _>(C{}/17 7Y7"+1}
Xi HXOHZYC”_I_H"'Y%,izl,"',S
Xst1 = Yo

Como S, tem todos os mondmios invariantes por 7, se tomarmos €;,6; € Im(T), b; =0
en; =Y0;, paratodoi=1,---  r segue que
P(H,)

m = Ei(HT) + ST‘ : HZ(HT)

tem apenas mondmios invariantes por 7 € S, Portanto, nessas condicoes, (p)i R (p)i °
—Q] s

possui todos os monoémios invariantes por elementos de > ", ou seja, se €;,0; € Im(T),

b =0emn; =Y;0;, paratodoi=1,---,r, entao

Pl"'Pr:Zalﬁp

b
ondezENselpzlJ\/[p.
Chamando pr-Pr = q(tala T 7£ar> com Q(ulv T uuS) = ZWENS algl S (C{ul T 7u8}7

temos,

a

¢(Tp(w) =ty - to, [ [+ e(H,) + S, - 6:(H,))

i=1 i=ag—1+1

3=
—
YamS
—
+
D
S
=
N—
+
1%
S
—
=
N~—
N—
S
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onde

Ei(Hr) = T<hel>(Hr) = hq@gl; e atgsa S’f‘) = hei o Hs(talv T 71_5(13)
QZ(HT) - T(hel)(HT) - hgi(tgla e 72_(:237 ST’) = h@j o HS(Ealv T 7§as)

com he, € Mgyq e hg, € C{X1, -+, X,11}. Tomando, g; = he, + Xs11hg, € M1 obtemos

3=

Q(T(U)) = toq"'éozs (ﬂ(1+giOHS(T(u)))> . ]j (1+gioHs(T(u)))

S|=

R <H<1+gioHS<T<u>>>> — byt (L+ g o H(T(u))" |

=1

com g € Mgy;.

Portanto,
1
Q(ub T ,Us) =Up--- U's(l + go HS(ulv e 7“5))g7 g e MS-‘rl' (38)

Denotando

segue que ¢'(p1,-,pr) = [11—y(pi ) (p1,- -, pr) = t1 -+ t,. Por outro lado

T

Bi
¢ (pr,- o) = Z aﬁt? o 'tfr H(l +gi0 HS(Ealv T 72%)) i
BENT i=1
Comparando as duas igualdades acima, concluimos que deve existir § = (1) com
ag) = 1 e assim,
T r Bi
ty--t, = t1---t, H(l +gio Hs(tala U ’Zar)>% + Z tEH(l + gi © Hs(tala to 720&))7
i=1 pAL)  i=1
= -t (1+AD) + ) agt?(1+ Af)
B#(1)

onde Ag representa os termos com expoente em N* - Mp oriundos da parcela de 8 do

somatdrio.
Com argumento inteiramente analogo ao que foi usado para o caso de curvas obtemos
que 3 € N°- Mp, ou seja,
(01 (p e =Y apt?r.

BeNSs
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Consequentemente, S, tem apenas monomios com expoentes em N° - Mp e, portanto,
. . P
invariantes por elementos de > .

Como

i (Hep ™)) = Si(p™) + Pra(Hep ™)
= 5 (p ) + 5, ( )Er—i-l(Hrp_l(t)) + ((p_l)l . <p_1)r)a7]r+1(Hrp_l(t)),

segue que para todos os expoentes dos mondmios de o, 1 (H,.p~')(t) serem invariantes por

elementos de ZP é suficiente que €,,1,m,41 € Im(T). Logo, se
Nrt1, €41, €5, 05 € Im(T'),n; = Y;0;,b; =0, paratodo j =1,---,r, (3.9)

entao existe H. tal que H. " oH,.p~!
Como no caso da se¢ao anterior, também denotaremos por A’ o subconjunto de G das
mudangas que satisfazem as condigoes (3.9).

Os argumentos acima justificam o seguinte resultado, que generaliza a Proposicao 3.11.

Proposicao 3.15. Considere Hy v H, e (o,p) € A" como em (3.9), entao existe H.,
h.q.o. tal que H. v oH,p™!

Dadas parametrizagoes quase ordindrias H} ~ H}, tome (0,p) € A" e seja H? =
oH!p~t. Como vimos acima, H? est4 associada a uma outra parametrizagio quase or-
dindria, digamos HZ, de dimensao s.

Vamos estudar H? e verificar se, como no caso abordado na segiao anterior, temos
H! 5 H?2, ou seja, se podemos completar o diagrama

H! ~ H}!
7] 1 (o,p)
H? ~ H?

T

H! = (u},---, us,Ssl = > sene apt?), ou seja, H; ~ Hy. Considere H? = ocH}!p™! =
(tr, - 1,82 = Slp=t + Py (HYp™), com (o0,p) € A, e H? tal que H? g~ H?.

Seja H! = (17, , 17,8} = Y sens aﬁz_féP) a h.q.o. associada & hipersuperficie

1
Como (o, p) € A’ temos p; =t; (1 + 4 (H )> com P; =Yj(e; + Y, 110)), ¢ € M, N
Im(T), 6; € Im(T), para todo j =1,--- ,r, eo; =Y;+ P, paratodoi =1,--- ,r+1,
temos P11 = Y1601+ Y01, 6,41 € Myyy N Im(T), 6,41 € Im(T). Aqui novamente

estamos denotando 7,1 = #,,1 para simplificar a redacao.
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Mostraremos agora que cada (p~!); tem expressdo similar & de p;.

Dado (o, p) € A, temos (0, p)~' € A e para o~ podemos escrever
(U);I(KJ }/T-‘rl) - }/;(1 + 6;) + )/;‘4-1((); + 77;)7 b; S (C7 777/» 6; S MT+17Vi = 17 e, T
Indicando H? = (o, p) o H}, com H? = (t},--- ,t", S%(t)), segue que

Y Ur

H' = (0,p)"'oH]
= o 'Hp
= Uil(p?a o 7p77}7 SE(E))

Deste modo, para todo 2 =1,--- ,r, obtemos

tr = (o ilpl, -, 0, SE(p) = pit- (1 + €,(HZp)) + S2p) (b + ni(Hp))

e, consequentemente,

+ S2(p) (¥, + nl(H? o
ti:pi'(l—FpZ «(H7p) p()(l i rp))

Uma vez que (p~');(p(t)) = t; e p é difeomorfismo, temos

<1 ) + S0+ n;<H3>> :

7

(p™1)ilt) =

1

Assim, temos que (p~1); = t; (1 - Pi/gf’%)> " com P; = Xiel + X1 (b, + n}) satisfazendo

as condigoes apresentada no Teorema 1.35.

Considerando €, 0, € Im(T), b, = 0 e i, = Y;0., para todo i = 1,--- ,r, de modo

2]

analogo ao feito anteriormente, temos

52( ))_h'OHSQ(a;U“'?taS)
52( )) = hg/ OHsz( ar 72045)

h ( a1 ) a )
h ( arr —a )
com hy € Mgy1 e hy € C{X1, -+, Xs11}. Tomando g; = he + Yspihg € My, existe
G; =€+ X, 10, € Im(T) tal que G; = T(g;). Temos

3=

H(P_l)z‘ =t to <H(1+Gz‘(H3))>

=1

=ty oty (L4 Gy (H2))"
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com G, € Im(T), isto é, G,, = T(ga,) para algum g,, € C{X, X;11}. Segue que
Go,(H}) = T(ga,)(H?) e assim,

Goq(t?v"' t) STQ‘(E)) - ga1(£217"'7§25753@))

= goa(égla'“72257‘53(2@17'“72@5))
= ngHSQ(Zal?"' t )

) Lovg

Deste modo,
ay

1
H(pil)i = Lxl (1 + Ga; © Hf@ap U 72045)) "
i=1
Portanto, podemos considerar a série q; € C{uy,--- ,us} dada por

1

qi = (1+9a10H52(u17"' >u3))n

tal que [T2, (07)i = au(ta, - La,)-
Tal construgao pode ser facilmente estendida para todos os subconjuntos da partigao

P e assim, obtemos que, para todo i =1,--- s, existe q; € C{uy,--- ,us} dada por

3=

qdi = Uy (1+gaioH§<u1"' 7u8))

com

a;

H (pil)i = tai (1 + Ga; © Hsz(éoqv e 72045))

t=a;—1+1

:qi(toal?"' 72045)' (31())

Pelo fato de p; e (p~!); serem dadas de maneira similar e possuirem as mesma pro-
priedades, de modo inteiramente analogo ao que foi feito acima, temos que, para todo

i=1,---,s, existem q; € C{uy, - ,us} e g, € C{X, X,y1} tais que

S|=

o = u; (1+ ga, o Hy(ur -+ uy))

com

; N
H Pi = tcxi (1 +g(/)éL © Hsl(tala e 71_5113))71 = qg@al? T ’éas)' (311)

i=a;—1+1

Como €41 € Im(T), existe h,,, = deNS,beN cngEX;’Jrl tal que €41 = T'(he,,,) =

deNs,beN CngQPYTZD e assim
raa(HEp™) = e | (0705 (072 Y ag(o)or
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De (3'1())7 temos (p_l)&iﬂJrl e (:0_1)%' = Qz(ﬁal, U 72045) € Segue que
et (Hip™) = D cap((p7)F (7)™ - (07, (07D (81071,

- Z CapQ1(tp)"™ -+ qs(tp)™ (Ssl(%(ﬁp)a T vQS(EP)))b

€r+1(ql<tP)n’ e >qS(£P>n’ Ssl(ql(tP>7 o ’qS@P)))
€rt1 o Hsl © (q17 e 7q$)(§P)-
De modo andlogo, para 6,1 € Im(T), temos que existe hg

que 0,1 (Hip™') = hg,,, o HY o (q1, -+ ,qs)(tp).

€ C{Xy, , Xyp1) tal

r+1

Tomando Hy = (uf,--- ,u”, S%*(u)) com
Siw) = Sillar, - a)(w)+
+Se((aus -+ qs) (@) e, (HY ((aqu, -+ ) (w)) +

(u
+((a()"ho, ., (Hy ((ar, -+, as) (@),
temos que
Si(Tp(w) = o Hyp~' = SH(t) = S3(Tp(w)),
ou seja, temos que H? é a hipersuperficie quase ordinaria tal que H?> ~ H? através do
homomorfismo de C-algebras Tp : C{uy, - ,us} — C{t1, - ,t,} dado por Tr(u;) =
toi_y41° " ta; =1, paratodoi=1,---,s.
Resta verificar a relagao entre H! e H?.

Denotando

pli=a=(q, - ,q)(w):C—C° e ¢ =(df, . q)(u) : CC— C’,

podemos escrever
H? = (uf, - ul, Sy(py ") + SHps Vhe, o (HE (o3 M) + (051) " ho, o (H (p 1)) -

Defina 0,(X, Xop1) = (Xy + Py, X+ PY, Xopn + P9 onde PP = Xopihe,,, +

S

X%y, ., € M2, e P! = X;g/, € M?,,, g, como em (3.11).
Finalmente, com tal mudanca (o, ps), temos
O-SHslpgl = ((ps ) T 7(ps )s?Sl(ps ))

= (0D + PL(Hph), -+ (ps e + PI(Hpdh),

S5 (1) + S5 (ps ey (H (p31) + X" (05 o,y (Hy (p51)))
= (uf,---uy, 53 (w)
= HZ
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De fato, a conclusao sobre a tltima coordenada segue direto da definicao de H2. Para

as s primeiras coordenadas temos

pi((p D (o)) =t = (Pag a1 Pa) (071 (P7)0) = tas 41 o
= q((p),) =t
= qi(ai(tp), -, astp)) = Ly,
= q;(q(w)) = u;.

Deste modo,

q oq(uy, -+, us)

e portanto q' = q~!. Assim,

(w1, us)

a(pst),
(i

(oo

Comparando as coordenadas e elevando

N (el

(ay oq(u),---,q, o q(u))

(ula"' 7us)

,as(ps 1)
(L4 g0 (Hy (o)™ )

<1+ (P )i gh, (Hi(p 1))
(ph)7
"+ PU(H(ps')" -

1
n

.

)*,...)

ambos os lados de cada equacao a n-ésima

).

poténcia, obtemos u?’ = (p;') + P{(H!p;!) para todo i = 1,---,s. Logo, H} o H?

e temos o diagrama

Hl

S

(05, ps) 4
H2

Temos assim, o seguinte resultado:

Teorema 3.16. Seja H; b H, como na

> Hi
P
1 (o,p)
s Hf.
P

Definigcao 3.1. Se (o,p) € A" como em (3.9),

entao existe H. h.q.o. tal que H. ~ oH,p~'. Além disto, temos que H, 3 H!.

A construcao abordada neste capitulo nos dd um modo de descrever uma h.q.o. H, em

C"*! por meio de uma h.q.o. Hy em C**! com s < r. Vimos que os invariantes topoldgicos
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de H, sao totalmente determinados pelos invariantes topoldgicos de H,. Esperamos, em
)
projetos futuros, explorar ainda mais tal construgao na direcao de compreender aspectos

geométricos e analiticos de H, por meio das informagoes de Hj.
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Capitulo 4

Sobre a classificacao analitica de

uma h.q.o.

A classificacao analitica de singularidades, mesmo no caso isolado, ndao é um problema
facil. O caso mais natural a ser considerado, curvas planas, foi resolvido recentemente
(veja [13]). Os passos seguintes: curvas espaciais, superficies, etc; ainda apresentam
obstaculos a serem superados.

O caso de singularidades nao isoladas revela desafios ainda maiores pois os invariantes
sao pouco conhecidos e, aqueles que o sao, em geral nao fornecem muita informacao
relevante.

No caso de uma h.q.o. dada por f € C{Xy,- -, X,11}, exceto para o caso em que
r = 1, isto é, curva plana, ou r = 2 e a superficie é normal®, os invariantes classicos como o
ntimero de Milnor py = dimC% e o numero de Tjurina 7, = dimcm
sao py = T§ = 00, nao permitindo que possamos utiliza-los para estratificar o problema
da classificagao analitica.

Este capitulo tem como objetivo dar um primeiro passo na questao da equivaléncia
analitica de superficies quase ordindarias. Assim como Lipman procedeu ao estudo to-
poldgico inicialmente para superficies (ver [17]) e generalizou o método, juntamente com
Gau (ver [5] e [18]), esperamos que, em projetos futuros, possamos estender nosso estudo
para hipersuperficies em C™*1.

Para tanto, retomamos o conceito de expoentes generalizados de Zariski, introduzido
em [20], e mostramos que tais expoentes sdo invariantes analiticos. Utilizando tal inva-

riante, procedemos a classificagao analitica de superficies quase ordinarias com género 1

1Se uma, superficie quase ordindria é normal, entdo ela é analiticamente equivalente a uma h.q.o. dada

por uma parametrizagdo da forma (7,5, t1t2), veja [18].
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que sao quase simples. O termo quase simples aqui nao é sinonimo de facil, mas sim no
sentido de que, para uma classe topoldgica fixa, ha uma quantidade enumeravel de classes
analiticas distintas. Uma abordagem desta natureza foi realizada por Bruce e Gaffney em
[3] para o caso de curvas planas, em que curvas simples foram caracterizadas, isto é, casos
em que para uma classe topoldgica fixa ha apenas um nimero finito de classes analiticas

distintas.

4.1 Expoentes generalizados de Zariski

Como mencionamos na introducao deste capitulo, descrever invariantes analiticos
numeéricos para h.q.o. nao é uma tarefa facil. O principal objetivo desta se¢ao é apresentar
um tal invariante.

Iniciemos identificando alguns termos de uma parametrizacao de h.q.o. que podem
ser eliminados por mudancas de coordenadas.

Seja H = (t1,---,t7,5(t)) uma h.q.o. normalizada com S(t) = tM + 375 | bst°.

Temos que a derivada de S com respeito a ¢; ¢ dada por
Stj = )\Ut)\ligj + Z 5jbété70j e Sj = thtj == )\Ut)\l + Z 5jbété
81 =1
com 0; = (0,---,0,1,0,---,0). Assim, se A\;; # 0, entao S; e S;; admitem expoente
dominante. Por comodidade denotemos também S, = S.

Proposicao 4.1. Dada H como acima e 6 € N" tal que § = ;. Se

r

sel U C+Vs) | C+2n—w), (4.1)

i=1 =1, A >n
onde I'* = T'\ {0}, entdo podemos eliminar de H o termo com expoente ¢ alterando e,

eventualmente, ter t*fl o-thr de H com 8= 9.

Demonstragao. Considere uma mudanga de coordenadas (o, p) € G que mantém H nor-

malizada, ou seja,
p: C —C"

t — (/)1@7 7pT(t))

3=

com p; = tj <1 + PjtélH)) , f)] = XjEj +XT+1<bj +7]j), €5,M; € MT+17 bj cCe
o (Cr—‘rl SN (CrJrl

(X’ XT‘H) — (01 (X? XT‘-H)? T 70—7“-&-1(&7 Xr+1))
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como; = X;+ P, paratodoi=1,--- ,r+1, Pyy = X, 16,010 + X001, 6,01 € Mg,
M1 € C{X, X}, bi+m = 0se Ay <nea=([22],--, [2])(veja Teorema 1.35).
Note que temos |a| > 2, o que implica P4y € M? ;. Mais ainda, todo elemento de M2,

cujo expoente dominante supere A\; pode ser considerado como parte de P, ;.

1. Pi(H)
n t?

Expandindo pj’l, obtemos p;l(ﬁ) = t; (1 - + - > e, deste modo, agindo a

mudanca (o, p) em H temos

o(Hp )(t) =1, 1 <i<r
a0 = 50 - Y- )

i=1

i
_l’_
~
I

=
_I_
=
S

+
3
[y
N

Note que

n—1 ~tj — n = n J
! nt" !
nt] ] ey

Lembrando que S; = Ayt™ + >0\ 0ibst? e S,y = S, temos de (4.2) que, se S
tem expoente dominante V(.S;), entdo podemos, escolhendo P; = 0 para todo i # j e P;

conveniente, eliminar o termo de expoente
VIP)+ V() = vy, G =L

Se P, =0 para todo i = 1,--- ,r, como P, € M2, teremos V(P,;1) € V(MZ, ).

Agora, para 1 <1 < r, temos
1. Se A\j; <mn,entao b;+n;, =0e V(P) € v; + V(M,1).

2. Se A\i; > n, entao, além de V(P;) € v; + V(M,1), podemos ter V(P;) = A,
escolhendo ¢; = 0,b; # 0, e V(P;) € Ay + V(M,,1), escolhendo ¢; = b; = 0.

Uma vez que V(M,,1) =T* =T\ {0}, temos que, para 1 < i < r, podemos eliminar

termos com expoente em
V(F) +V(S) —vi=vi + V(M) + V(i) — v = V(M) + V(S;) =T + V()
e, se A\;; > n, também podemos eliminar termos com expoentes em
M +V(S) —v) UM+ V(M) +V(S) —vi) =M +T+V(S) —vi =T +2)\ —y;

uma vez que se A\j; > n > 0, entdo temos V(95;) = ;.
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Como P41 € M2, |, isto é, V(P,11) € V(MZ,,), podemos eliminar elementos em

r

VM) @ +V(S))

=1

e, se A\;; > n, podemos, além da uniao acima, também eliminar elementos em
F + 2/\1 — V.

Uma vez que estamos considerando termos em H com expoentes que superam A, e
tais expoentes correspondem a elementos de I' que pertencem a V(M2 ), podemos trocar
V(M2,,) por ', jd que T\ V(M2 ) = {0,014, , U, ry1 = M} O

Observagao 4.2. Se V(S;) nao existir, isto €, S; nao tiver expoente dominante, ndo

consideraremos tal contribuicao na uniao apresentada na proposicao acima.

Seja. H = (t},---,t" S(t)) uma parametrizagdo normalizada com semigrupo
'y = (v, ,Vr,Vpt1, -+, Vprg). Em virtude da proposicao anterior, podemos supor
(e sempre o faremos) que H é (analiticamente) equivalente a uma h.q.o. sem que figurem
termos com expoentes em (4.1).

Recordemos algo sobre o conjunto sobre Ay (H).

Considere as r-formas w; = dX; A--- /\d/)?i A---NdX, 1 comi=1--- r+1. Temos

H*(wryq) = n"t@=Vat, A - Adt,

H*(w;) = (=1 et =18, dty A+~ Adt,, paratodod=1,--- 7.

H*(w;)

m nao neces-

Note que % = n"t(=Y tem expoente dominante (n), mas

sariamente possui expoente dominante. No entanto, se tivermos

H*(w;)
dtqy A --- ANdt,

V(w;) == VH( ) =V(S)+(n)—v,eAp(H), 1 <i<m,

como S,41 = S e V(S) = A\ = 1,41, podemos unificar a expressao acima escrevendo:

H*(wz) .
i) = —— " ) =V(S; —v, €Ap(H), 1<i<r+1.
V(w;) VH(dtl/\n-/\dtT) V(Si)+ (n) —vi € Ap(H) i<r+
Além disto, como 'y + Ap(H) C Ap(H), temos

Em particular, como Aj; # 0, isto é, S7 tem sempre expoente dominante \;, temos

V(wrg1) =(n) e V(w) =M+ (n) — v
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No entanto, para os demais indices nao sabemos se temos expoente dominante e, caso
tenhamos, qual seria tal expoente sem levar em conta seus coeficientes e expoentes.

H* (wi)

T rondr, 530 precisamente os vértices

Observe que os vértices do poligono de Newton de
do poligono de Newton de S; somados com (n) — v;, isto é,

2% (%) = Vn(Si) + (n) — v

Analisemos a r-forma © = Z:;l a; X; dXi N A CT)Z A+ ANdX, 1 com a; € C.
Dada H = (t},--- 1}, S(t)) com S(t) = t" + 37, bst? temos que

H*((I)) = nTilt(Lil) (narﬂ + Z(—l)’"iai)\h) t/\l + Z (narﬂ + Z(—l)’"lazﬁl> bﬁté
=1 B=A1 i=1

Se na,11 + Y ;i (—1)"""a;\i; # 0, entdo @ nao fornece novas contribuigdes para Ap

e Ay, pois terfamos Vg (w) = A;. Deste modo, vamos escolher a,41; de modo a termos

Vi (@) # A1 Para isto, basta considerar na,1 = — Y ;_,(—1)"""a;Ay; e assim
H(@) = i Y (z<—1w<@ ; m) "
é>A1 =1

com (3; — Ay; nao todos nulos.
Note que os expoentes de H*(@) tém ligagdo com os expoentes S(t) — t*. De fato,

denotando R = S(t) — t* e escrevendo

J
R="> tout)
=1

tal que 0;,---,9d; sdo elementos minimais dos expoentes em S (t) — tM com respeito a

ordem parcial < e u;(0) # 0, temos que
Vn(R) € {4y, ,8;} :=mins(R).

Em particular, para uma escolha genérica de ay,--- , a,, neste caso, genérico significa

evitar a solugao do sistema » ., (=1)"""(0;; — A\i;)a; =0, L =1,--- ., temos que
Vn(@) = Vn(R) + (n) € {dy,---,9;} + (n).

Tais consideragoes foram feitas por Zariski em [22] para curvas planas. Motivados por

tais aspectos definimos os expoentes generalizados de Zariski.
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Definigao 4.3. Seja H = (t7,--- ,t",S(t)) e R = S(t) —t" como acima, com termos de

expoentes ndo pertencentes a I'\Ji_y (T +V(Si)) UiZy s, 5 (T +2M1 — i), Os expoentes

generalizados de Zariski sao os elementos
Ez(H) =min<(R).

Antes de explorarmos propriedades dos expoentes generalizados de Zarisk, vejamos

algumas propriedades relacionadas a r-formas dadas de modo particular.

Observagao 4.4. Lembremos que, da Proposicao 1.38, se w € €, € tal que
w = Z;;l(—l)”“_iPiXm Ao NAXG A - A dX,.1 com P; satisfazendo as condi¢oes
descritas no Teorema 1.35, entao, caso w tenha expoente dominante Vy(w) = 48, podemos

eliminar o termo com expoente § — (n), alterando, eventualmente, termos que superem

0 —(n).

Proposigao 4.5. Sejam H = (7, 1", t* + Z?Zl bjtéjuj) uma parametrizacao de uma
h(]O com UJ(Q) = 1, W = 22:1 CLZ‘XiXm VAR /\Xm/\ cre /\dXT+1 € Qpry1 = —% 22:1 >\1iai.
Ezistem ay,--- ,a, € C tais que w tem expoente dominante &’ + (n) para todo j = 1,--- |k

se, e somente, se {0’ —\1,j =1,--- ,k} for L.I.. Em particular, se {6’ —\y,j =1,--- , k}

for L.I., entio podemos eliminar da parametrizacao expoentes em T'* + §7.

Demonstracao. Parai=1,--- ,r, temos

— , 1
H* (X dXy A= NdXG A - ANdX,pq) = (=1) "ipm~1e=b ( Aut™ + Zb 67t (u 5 ti(uj)i)>
e, para it =71 + 1,

k
H* (X, dXy A-oe Ao AdX,) = n =Y (tAl +) bjt(”uj) :

=1
Assim,
r k r 4 ‘
H*(w) = Xy A=) [(Z(—l)’”)\uai + narﬂ) ™ Z b; (Z(—l)”’dfai + narH) t‘wfuj]
i1 =1 i=1
com v; = u;- < +> 5;” ) uma unidade monica.
Uma vez que estamos supondo App1 = —% Yo (=1)" " Aya4, temos

=1

H*(w) = n" 1= ”Zb <Z )T Z((5] Au)%) téjvj.
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Deste modo, existem ag,--- ,a, € C tais que w tem expoente dominante ¢/ + (n), para

todoj =1,---,k, se, e somente se, para todo j = 1,--- , k, o sistema a seguir tem solugao:

S (=) — Mg)a; =0
S (=176 = Mg)a; =0

S (1) = Mi)a, =1

i (=1)7H(0F = Ag)ai = 0.

Note que na j-ésima equacao do sistema bastaria que o termo independente fosse nao

nulo.

Agora veja que, para tal sistema ter solucao, devemos ter k < r e o posto da matriz

(1)1 (0 = M) (=120 = Aiz) -+ (=178 — A
(=117 = Aa)  (=1)"72(05 — M2) - (=1)7(67 — Awr)
M= - . ' -
(1) = Ai) (=D)"2(0 = Aaz) co- o (D)0 = )
(D)7 = A) (D705 = Aig) e (1)) = A |

seja k. Para isso, deve existir uma matriz N, quadrada de ordem £k, cujas colunas sejam
dadas por k colunas da matriz anterior e que seja inversivel. Em particular, devemos ter
det(N) # 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que N seja obtida pelas k primeiras colunas

de M. Como

[ VPR N WU s vl
5%—)\11 5%—)\12 5;3—)\11@
det(N) #0 < det | . o ' . 0,
(V) # =M1 &= Ay e 0= A 7
_(Slf—)\n 5§—A12 5]]§_>\1k_

temos que tal condicao é equivalente a afirmar que as linhas da matriz N sao L.I.; ou seja,
{8/ = A,j=1,--- K} éLL
Finalmente, assuma que {§’ — \;,j = 1,--- ,k} seja L.I. e considere v+ ¥ el + ¢,

para algum j = 1,---, k. Como vimos acima, podemos supor Vy(w) = & + (n) e,
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além disto, sabemos que existe h € M, tal que V(h) = 7. Portanto, 7 + &’ + (n) é
expoente dominante de /- w. Pelo comentado na Observagao 4.4, podemos eliminar 7+ 5’
da parametrizagao, sem alterar termos que precedem 7 + 47 com respeito & nossa ordem

parcial considerada. O
Como consequéncia do resultado acima, podemos destacar:

Corolario 4.6. Se H € parametrizacao de uma h.q.o. dada por

k
H= |5, > at” (14> apt?) |,
j=1

yer*
comaj #0 e {8 —\,j=1,---,k} e um conjunto L.I., entdo
k .
H oo (8,17, +th5j).
i

Demonstracao. Segue da Proposicao 4.5 que podemos eliminar da parametrizacao todos
os expoentes da forma ¢’ + I'*. Além disto, pela Proposicdo 1.37, podemos obter uma

parametrizacao equivalente com os coeficientes de ¢’ normalizados, isto €,

H

k
o (E et Y ),
j=1

]

O proéximo resultado nos da novos invariantes analiticos numéricos para h.q.o. dadas
por parametrizacoes normalizadas e evidenciam a relevancia dos expoentes generalizados
de Zariski.

Teorema 4.7. Os expoentes generalizados Zariski sao invariantes analiticos.

Demonstracao. Sejam H, e H, duas h.q.o0. normalizadas em C"*! com mesmo semigrupo

I' e mesmos expoentes generalizados de Zariski ¢ € N dadas por

Hl = (t?7 e 7t77"L7t)\1 + Zajtéjuj) € H2 = (t?7 e 7t:}7t/\1 + ijtéjvj>7
J J

onde u;(0) = v;(0) = 1.
Denotemos Sy = tM + 37 a;t¥ u; e Sy = tM + 2 bt v;.
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Suponha que H; v H,, isto é, existe (o, p) € G tal que cH,p~' = H, de modo que

p: T —C"
t — (pl(z)v' v 7p7“(£))

1
com p; = tj <1 + Pj(? ))n P X, §€j +XT+1(Z7 +773) €5, c MT+1, bj cCe

o (Cr—‘rl — (CT‘+1

(X’ XT‘H) — (01 (X? XT‘-H)? T 70—7“-5—1(&7 Xr+1))

como; = X;+ P, paratodoi=1,--- ,r, 0,11 = Xoy1+Pry1, Pry1 = Xosa1601 + X901,
i1 EMppr, N €EC{X, X, bi+mi=0se Ay <nea= ([/\1117 T (/\#D

n
Como j4 observamos no Capitulo 3, 0! e p~! se expressam como o e p. Em particular,
1
P’(HQ))

temos que (p'); =t; (1 +

Vamos analisar a relagao entre os coeficientes dos expoentes generalizados de Zariski
e mostrar que a; = b; para todo j. Isto nos dard que nao hd como obter uma parame-
trizacao de uma h.q.o. analiticamente equivalente eliminando um expoente generalizados
de Zariski, nem sequer com coeficientes distintos.

Como H; 5 H,, devemos ter

Sa(t) = tM + Z bjtéjvj = Si(p™") + Poa(Hip™ ). (4.3)
J
Note que
(L P\
O s R | (R (4.4
i=1 i
e assim,

T

Sip™) =t (1 + ﬂ) s > a 1+ (4.5)

=1

em que [6] denota termos cujos expoentes pertencem a [ J; 07 + N" e sdo diferentes de ¢’.
Tais termos nao sao necessarios para nossa analise.

Veja que se k > 2 entao




onde

T

H(prh)) Ty PR ) (1.6

n !
i=1 i

P/(Hz)
7

Por [I'], V(M,41)] e [V(M2, )] indicaremos termos com expoentes em I', V(M) = I'™*

e V(MZ?,)), respectivamente.

com Z; (0) =0 e Z; () é obtido através de produto de fatores da forma

Como P,1 € M2, temos que

Py = Go(X) + G1(X) Xop1 + Z Gi(X) X,
i=2
onde
Go(Hip~') tem expoentes em [V(MZ2, )] e [d];
G1(H,p™') tem expoentes em [V(M,1)], [0] ou iguais a §’;
Gi(Hyp™),i > 2, tem expoentes em [['], [0] ou iguais a &’
Assim
(L PUHY) )
Pop(Hip™) = VME)]+ V(M) (tAl 11 <1 + itn : ) )
00 r P,(H’L)Zl kA14
S [ [ ¢ (1+ : 2) S+,
S (I (17 g

e temos de, (4.5) e (4.6), que

Si(p7) + P (Hip™h) = 94> at? M (Z %P{(HQ) (1+ Zm(t))) + 0]

51(/)71)+Pr+1(H1/)71) — t)\1+zajtéj+t)\l (ZT: )\11P(H2)( +K(£))>

n 7



com Y;(0) = 0.

Segue, de (4.3), que expressao acima deve ser igual a S(t). Assim,

SO0 — )t = ¢ ( Ay (o) <1+m>>> FVMED + L (4T)

j perd G
Se b; # a; para algum j, ent@o o lado direito de (4.7) deve ter termos com expoentes
iguais a 87 e isto deve ocorrer dentre os termos de

, n th
i=1 ?

uma vez que d; ¢ [V(M2, )] CI.

Agora consideremos uma parcela da forma
2L T2 (T 4 Y(1)) (4.8)

em que podemos assumir Ay; # 0.

- . P/(H.
Se A;; < n, entdo P/ = X,¢; com ¢; € M,,1. Sendo assim, ACL) - e;(Hy) e os

7 t?
expoentes que podem ocorrer sao vy, - - - , V1 = Ay, 0, pertencem a [6] ou a V(M2 )] C

I'. Portanto, caso A\y; < n, em
Pi(H5)
ty

ocorrem expoentes apenas em [8] e [V(M2,,)], o mesmo ocorrendo com os expoentes de

M

Assim, as parcelas em (4.8) que possuem Aj; < n nao terdo termos com expoentes iguais
a ﬁ .

Por outro lado, se Ay; > n, entdao P/ = X;e; + X, 11(b; +1;) e segue que
P!(H Syt

n n
ti t;
com €,1; € M,;1. Assim, os expoentes que podem estar presentes nos termos da

M

= M <€¢(H2) +

expressao acima devem ser iguais a 2\; — v; (se b; # 0), pertencer a [V(M?)] C T,

201 — v + V(M,y1) C T +2X — y; ou a [§]. O mesmo ocorrendo com expoentes de

Como 0; ¢ I'UJ,_, ,on (LU F2A1 —1;), segue que em tais parcelas também nao podemos
ter termos com expoentes 9.
Resta, como unica possibilidade, que a; = b; para todo j. Logo, os expoentes genera-

lizados de Zariski sao invariantes analiticos. O
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Observacgao 4.8. FEnfatizamos que a demonstracao do teorema anterior revela que ter-
mos com expoentes generalizados de Zariski nao podem ser eliminados por mudancas de
coordenadas pertencentes ao grupo G e tais mudancas, a menos de homotetias, mantém

0s coeficientes de tais termos inalterados.

4.2 Superficies q.0. quase simples de género 1

Nesta secao, vamos utilizar os expoentes generalizados de Zariski para apresentar a clas-
sificacao de superficies quase ordinarias quase simples com género 1.
Como comentamos no inicio do capitulo, a nocao de quase simples que adotaremos é

dada na definicao abaixo.

Definigao 4.9. Seja H = (17, ", 1M + ds ast?) uma parametrizacio quase ordindria
normalizada. Dizemos que H é quase simples se hda uma quantidade enumerdvel de clas-
ses analiticas distintas para h.q.o. com mesmo semigrupo 'y, isto é, na mesma classe

topolégica da h.q.o. determinada por H.

No que segue, vamos considerar superficies quase ordindrias com semigrupo dado por
I'= <I/1 = (n,()), Vg = (O,n), Vg = )\1 = ()\11, )\12)>.

A Proposicao 4.1, indica que, a menos de mudancas de coordenadas, podemos conside-
rar que uma superficie quase ordinaria com semigrupo I" seja dada por uma parametrizacao

normalizada
i, = (t?,ts,sw — M+ Zajtéjuj@)) (4.9)
J

com §; € Ez(H) expoente generalizado de Zariski, u;(0) = 1 e todo expoente de R =

S(t) — t* nao pertence a

TJT+vs)) | @+2n-w).
i=1 =1, 1;>n

Doravante, sempre estaremos considerando parametrizacoes como acima.
A Proposicao 1.37 indica que podemos normalizar no méaximo dois coeficientes de
expoentes de Zariski, ou seja, se temos 0,,d, € Ez(H) tais que {§; — A1, 5, — A1} seja L.1L.,

entao podemos considerar

H, = (t?,tg,t/\l + tﬁl + téz + Z ajtdjuj(z)> .
1#£j#2
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Se ainda temos um terceiro expoente generalizado de Zariski 95, entao o Teorema 4.7 nos

da que H, nao pode ser equivalente a

H, = (t’f,tg’,tAl AN bjt‘%uj(z)>
1£j#2
se ag # bs e, neste caso, para cada escolha de by € C, terfamos uma classe analitica
distinta, ou seja, H, nao seria quase simples.

Deste modo, as superficies que desejamos caracterizar estao entre aquelas com até dois
expoentes generalizados de Zariski.

Se n = 2, entdo o vetor de Frobenius é dado por F = A; — (2,2) < A;. Deste modo,
segue do Exemplo 1.36 que a superficie quase ordinaria nao admite expoente generalizado
de Zariski e ela é equivalente a uma h.q.o. com parametrizacao (t2,t2,t), ou seja, temos
apenas uma classe analitica e, portanto, é quase simples.

Assim, no que segue, vamos assumir n > 2.

O préximo lema nos dé condigbes para que uma parametrizagao como em (4.9) possa

ter mais que dois expoentes generalizados de Zariski.

Lema 4.10. Seja H = (t7,t%, S(t1,t2)) uma h.q.0. normalizada em C* com género g =1
como em (4.9). Se

2n
n—2’

3 4
&))\12>O 6)\112—n, ou b))\12:06)\112—n, ou C))\lgz
n—2 n—2
entao podemos ter 3 expoentes generalizados de Zarisks.

Demonstracao. Suponha que Ao > 0e A\ > % Temos que (n — 1)\ +n(—=3,0) = A;.
De fato,
(’I’L - 1)/\11 —3n = (n — 2))\11 + /\11 —3n Z /\11.

Se (n — 1)1 — 3n > A1, entdo temos o desejado. Se (n — 1)A;; — 3n = Ayq, como n > 2
e A1z > 0, segue que (n — 1)A\12 > Aqo.

Note que Z = {(n — 1)A\1 +n(—3,1), (n — 1)\ + n(—=2,0), (n — 1)A\; +n(—1,—1)} ndo
estd contido em I'Ji_; (I'™ + V(S;)) Ui=1 5,50 (I' +2A1 — 14) e seus elementos superam
A1, com respeito a nossa ordem parcial considerada, e min(Z) = Z. Portanto, todos os
elementos de Z podem ocorrer como expoentes generalizados de Zariski.

Suponha que Ajs = 0e Ay > %. Como no caso anterior, temos (n—1)A\;+n(—4,1) >
A1. De fato,

4n
n—2’

(n—DA+n(—4,1) = (n—2) A +n(—4,1)+ X > (n—2) ( O> +n(—4,1)+ A = A
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Deste modo, temos que (n — 1)\ +n(—4,2), (n — 1) A +n(=3,1), (n — 1)\ + n(—2,0)
satisfazem todas as condigoes para serem expoentes generalizados de Zariski.

Suponha agora Ay > % Em particular, A1 > Ao > % De maneira anéloga a
analise anterior concluimos que (n — 1)A; +n(=2,0) = A\; e (n — 1)\ + n(0,—2) = ;.
Nesse caso, temos que (n — 1)A; + n(—1,—-1), (n — 1)\ + n(—=2,0) e (n — 1)A\; + n(0, —2)

podem ser expoentes de Zariski. O

Observacao 4.11. Em virtude do lema anterior, para que tenhamos no mdzrimo dois

expoentes generalizados de Zariski, podemos assumir

3n
n—2
(4.10)

4 2
nz OUO<)\12§)\11< ou 0<)\12<—n2§)\11<
n_

n — n —

O0=Ap<An <

Observe que se 0 = \; é um expoente de S(t1,1s), dado como em (4.9), expresso na
representagao padrao 0 = YA\ + n(«, ), com 0 < v < n — 1, devemos ter v > 2. De
fato, se v < 2, entao deverfamos ter (o, 3) € N? e, neste caso, § € T, que nio figura em
S(ty,t).

4n

No primeiro caso, isto ¢, 0 = A1z € A;; < 5, como a parametrizagao ¢ normalizada,

4n

devemos ter n < Ay; < 75,

ou seja, 1 < ﬁ que nos da a restricao n < 6.

Proposigao 4.12. Seja H = (17,15, S(t1,t3)) uma h.q.o. normalizada em C* de género
1 como em (4.9). Se \ia =0 e Ajp < %, entao H serda quase simples se 3 < n < 4 e,

neste caso,
H ~ ( i 3,751\“ + gt Drtn(=2m) bt(n—l)AlJrn(—Sﬂz))

com a,b € {0,1}, algum v1,72 € N ea=0 sey; > 7.

Demonstra¢ao. Como estamos considerando n > 2, vamos analisar este caso para cada
uma das possibilidades n € {3,4, 5}.
Paran = 3, um elemento § ¢ T tal que 0 = A; pode ser expresso como § = 2X\;+3(«, )

com a < 0 ou B < 0. Deste modo, devemos ter
)\11 S 2)\11 + 3a e 0= /\12 S 2)\12 + 3ﬁ

Assim, 5 >0ea > % > —4, ou seja, a > —3.
Sea>0ef>0,entaod €'e,sea=—1e [ >0,entaod € '+2\; —v;. Em ambos
os casos, a Proposicao 4.1 permite desconsiderarmos tal expoente § da parametrizagao.

Portanto, podemos considerar

H ~ <t§> t% ! + E a61t2>\1+3(—2751) + E a52t2h+3(_3’62)) ]
g ) b
I&

120 B2>0
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Aplicando o Corolério 4.6, obtemos que
H ~ (t?, tg, t)\l + at2/\1+3(72,’}/1) _|_ bt2)\1+3(73,’}/2))
g

com a,b € {0,1}, algum v;,72 € Nea=0sey; > .

Para n = 4, um elemento § > A\ é expresso como
3A1 +4(aq, B1) ou 2\ + 4(aw, Ba).

Se 2\ + 4(aw, B3) = A1, entdo devemos ter By > 0 e ag > —’\% > —}L . % = -2,
ou seja, ap > —1. Note que, para tais valores, § € I'U (I' +2X; — 1) e a Proposigao 4.1
permite que eliminemos tais expoentes da parametrizacao.

Se 3\1 + 4(aq, B1) > A1, entdo, como acima, $; > 0 e oy > —3. Se ag > —1, entao
podemos desconsiderar tais expoentes 0, gracas a Proposicao 4.1.

Desta forma, podemos considerar

H ~ <t411 t;l ™ + Z a51t3A1+4(_2’61) + Z a62t3>\1+4(—3762)) .
G y Loy

8120 B2>0

Novamente, o Corolario 4.6, nos da
H ~ (t4 t4 t/\l _I_ at3/\1+4(—2,’yl) + bt3)\1+4(—3,’)/2))
G 1“2

com a,b € {0,1}, algum v;,72 € Ne a=0se v > 7.
Agora, para n = 5, como devemos ter A\js = 0e b =n < A; < % = %,
possibilidade é que A\; = (6,0). No entanto, neste caso, constatamos que

a Unica

31+ n(—2,2) = (8,10) = A,
A +n(=3,1) = (9,5) = A
AN +n(=2,0) = (14,0) = A
e os expoentes 3\ + n(—2,2), 4\ + n(—=3,—1) e 4\; + n(—2,0) satisfazem as condigoes

para serem considerados expoentes generalizados de Zakiski. Assim, esta situacao pode

ser desconsiderada de nossa analise, pois nao fornecera h.q.o. quase simples. O

Retornando as condigoes (4.10), a proposigao abaixo, nos garante que a desigualdade
0< A <A1 < % sempre origina superficies quase simples.
Proposigao 4.13. Seja H = (17,15, S(t1,t2)) uma h.q.o. normalizada em C* de género
1 como em (4.9). Se 0 < A2 < Ay < %, entdo
H > (tr.t5,8™) ou H > (7, by, M L)
para algum 7 tal que YA, +n(—1,—1) = A;.
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Demonstracao. Se 0 < Aa < Ajq < %, entdao, dado um expoente § = A; de S(t1,t2)
escrito na representagao padrao como d = yA; +n(a, f) com 2 < v < n — 1, devemos ter

-1
A nla, ) = M = (—a,—f) < VT AL
Em particular,

n—2
—a, —f3) < A1
(—a,—B) n 1
Assim, —04<”T_2-%:2e—ﬁ<”7_2-%:2. Logo,a > —1e > —1.
Caso, a,8 > 0, entdao d € I'. Sea = —1e >0, entdo § = v\ + n(—1,5) €
F+2\ —v;. Sea>0e =—1,entao 6§ = v\ +n(a,—1) € I' + 2)\; — 5. Em todos
esses casos, 0 termo com expoente ¢ pode ser eliminado pela Proposigao 4.1.

Deste modo, em S(t1,t2), pode ocorrer no maximo um termo com expoente 9 e refe-
rente ao caso a = = —1.

Note que, 0 = yA; +n(—1,—1) = Ay implica (n,n) < (v — 1)\
Portanto, neste caso, a h.q.o. é equivalente a

t’il’ tga t>\1 _|_ Z a’yt'y)\l‘i'n(_lv_l)
YA1+n(—=1,—1)>=X1

Se a, = 0 para todo 7, entao
H (t7, 65,67 .
Caso contrario, tomemos 7, o menor valor para o qual a.,

# 0.  Assim,
YA + n(—1,-1) = min {yA + n(—1,-1);5 < v < n — 1} é o tnico expoente ge-
neralizado de Zariski e

’Y)\l + n(_17 _1> = ('Y - 70))‘1 + ’YO)\I + n(_L _1> el'+ 70)‘1 =+ n(_17 _1>
Segue do Corolario 4.6 que

nogn g\ A1+n(—1,—
Hrg(tl,tQ,t ' ag M)

A Proposigao 1.37 permite normalizar o coeficiente a,, e assim temos o desejado. [

Vamos agora tratar o caso 0 < Ajp < % <A < %

Suponha 0 < A\jp < % <A1 < % e considere em S(t1,t3) um termo com expoente
J > A1 expresso na representacao padrao, 0 = YA + n(a, f) com 2 < v < n — 1. Temos,

1
(e, f) = N = (—a,—fB) < VT Ar.
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Em particular,
n—2

(—Oé, _B> ~

e assim, —a < 2. 30 =3¢ B < 2. 20— 9 Togo,a>-2e > —1.

n n—2 n n—2

W

Analogamente ao caso tratado na proposi¢ao anterior, os expoentes com «, 3 > 0,
a=—-1lef>0,a>0ef=—1podem todos ser eliminados de S(t,ts) pela Proposigao

4.1. Assim, podemos nos restringir aos seguintes expoentes:
A +n(=1,-1) e wA\ +n(=2,5) com > —1.

Deste modo, as parametrizacoes em que estamos interessados estao entre as que sao

da forma:
y1A1+n(—1,—-1)>X; YeA1+n(—2,8)>A1 f>—1
(4.11)
Para n = 3 ou n = 4, a exigéncia de que os expoentes que ocorrem na parame-

trizacao superem \;, com relagao a nossa ordem parcial considerada, implica que a tnica

possibilidade para 7; e ¥, seria 73 = v =n — 1 e assim
H ~ tn,tn,t/\l + at(nfl))\1+n(fl,71) + b t(nfl))\1+n(72,6)
g ( 152 25: B

com 3 > —1.

Aplicando o Corolario 4.6 e a Proposicao 1.38 obtemos
g 19%2»

com a,b € {0,1}, 8 > —1, mas com a = 0, se f = —1 e b # 0, uma vez que, neste caso,
(n — 1)\ +n(—2, —1) seria o inico expoente de Zariski generalizado e, como (n — 1)A\; +
n(—=1,—1) = (n—1)A; +n(-2,—1)+n(1,0), o termo com expoente (n—1)\; +n(—1, —1)
poderia ser eliminado pelo Corolario 4.6.

Para n = 5, podemos ter em (4.11) que 3 < 71 < 4 e podemos considerar que a

parametrizacao seja

H ~ (t?,tg,ﬂl +at? LT gL Y 05t4’\1+5(_2’ﬁ)> .
g
B>—1

Note que se a # 0 ou c_; # 0, entdo 4\; + 5(—1, —1) nao seria expoente generalizado
de Zariski e, além disto, o Corolario 4.6 garante que podemos eliminar o termo com tal

expoente.
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Mais ainda, como os vetores 2\; + 5(—1,—1), 3A\; + 5(—1,—1) e 3A\; + 5(—2, ) sao

dois a dois L.I., o Corolario 4.6 e a Proposicao 1.37 nos dao que
H E" (t?’tg7t)\1 + at3)\1+5(—1,—1) + bt4>\1+5(—1,—1) + Ct4>\1+5(—276))

onde a,b,c € {0, 1}, B>—1comab:0eb:0seﬁz—1ec7&0
Vamos dividir a anélise do cason > 5e 0 < Az < -25 < Ay < -5 em duas situagoes:

n n
O<)\12§n_2 ou n_2<)\12.

Inicialmente consideremos 0 < Ajp < —*5. Note que a hipdtese n > 5 nos da que

A1z = 1. Além disto, para que A\ < 6 = v\ +n(a, §), 2 <~y <n-—1, devemos ter 3 >0

e

3n 3n

_2§(n—2) =3n

—na < (v =D < (v - 1)~ —

ou seja, a > —3.
Uma vez que YA, +n(a, B) € TU(I'+ 2\ —v;) para § > 0 e a > —1 a tinica eventual
possibilidade é o = —2.

Proposicao 4.14. Considere n > 5, 0 < A\jg < —2 Teremos que H = (t},t5,S(t1,t2))

serd quase sz'mples se, e somente se, 2% < \j; < 2. Além disto, temos que:
7 n—2 n—4 ’

Se = < A1 < 7 entao

47
H ~ ( nogyn t)\l + at(nfl)/\1+n(72,'yl) + bt(n72)/\1+n(72,'yg))
g 15%2»

com a, bE{O 1}, my2e€Nea=0y > .
Se =% <)\11< =, entao

H ~ tn tn tAl at(n—l)A1+n(—2,'y)
5 (1. t5, ¢ + )
com a € {0,1}, v € N.

Demonstracdo. Pela discussao anterior a proposicao temos que A3 = 1 e, se § = v\ +
n(a, B) = A é um expoente de S(t},t5), podemos considerar 2 < v <n—1, > 0e
a=—2.

Caso A\j; > %, entao
(m—DA1>n—=2) A1 > (n—3)A11 = (n— 4 A1 + A1 > A + 2n,
ou seja,
(n—1A +n(=2,8), (n—2)A\ +n(—=2,6) e (n —3)A\1 +n(—2,5)
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superam A; para todo > 0. Em particular, temos que
(n— 1A +n(=2,0), (n—2)A\ +n(=2,1) e (n —3)\; +n(—2,2)

satisfazem as condicOes para serem expoentes generalizados de Zariski e, neste caso, como
temos ao menos trés expoentes generalizados de Zariski, nao podemos ter superficie quase
simples.

Caso % <A < %, entao
(n — 1))\11 > (n — 2))\11 = (n — 3))\11 + M1 > A1 +2n e
(n — 3))\11 —2n = (n — 4))\11 —2n 4+ /\11 < )\11.

Assim, ndo ha possibilidade para expoentes da forma yA; +n(—2,5) = Ay com vy <n—3

e podemos considerar que

nogn g n—1)A1+n(-2, n—2)A1+n(-2,
H,g <t17 27t 1+Za’71t( DA1+n( 71)+Zb72t( YA1+n( 'yz))'

7120 Y220

Pelo Corolario 4.6, temos que a superficie dada pela parametrizagao acima é tal que

H ( n’ g,t)\l + at(n—l)/\l—‘rn(—Q,’n) + bt(n—Z)/\l—‘rn(—Q,’yg))

G
com a,b € {0,1}, 11,2 €Nea=0vy > .
Se % <A < %, entao
(n — 1))\11 = (n — 2)/\11 + )\11 > )\11 +2n e
(n — 2))\11 —2n = (TL — 3))\11 —2n+ )\11 < )\11.

Deste modo, nao hé possibilidade para expoentes da forma v\ + n(—2,5) = A\ com

v <n — 2 e podemos considerar
g ( 12%2» + Z as
20

Novamente, o Corolario 4.6 nos dé que

H ( 711’ ;L’t)q + at(n—l)/\1+n(—2,ﬁ))

g

com a € {0,1} e § > 0. O
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Ainda resta analisar o caso em que n > 5 e —5 5 < Az < 25 < A < 250 Note que,

em particular, devemos ter A5 > 1. Além dlsto7 temos

('n — 1))\11 = (n — 2))\11 + )\11 > )\11 +2n e
(TL — 1))\12 = (n — 2))\12 4+ Ag > n+ Aa.

Deste modo, temos que
(n—1DX\ +n(=1,-1) e (n— 1A +n(-2,8), 5> -1

podem ser expoentes generalizados de Zariski.
Caso 5 < A < 5, entao (n—2)A; —2n = (n—3) 11 — 2n+ Ay;; > Ay e podemos
escolher B > 0 tal que

(n—1DA +n(—=1,-1), (n— 1A +n(=2,0) e (n — 2)\; +n(—2,5)

sejam expoentes generalizados de Zariski e, deste modo, nao obteremos uma superficie
quase simples.
Sendo assim, de modo a podermos obter superficies quase simples, podemos nos ater
aocason>5e%<)\12<%§)\n<%
Veja que, se n > 9, entao
2n 2n 6

4
2 <9 — <A =9 <
B T e +n—3_&

ou seja, nao hé possibilidade para valores de Aq;. Consequentemente basta considerarmos
n € {6,7,8} e reexaminando as desigualdades 2% < Ay < 2% obtemos que, para tais
valores de n, devemos ter /\11 =3.

Além disto, a condigao ~"5 < Ay < -5 implica que Ajp = 2.

Note que um expoente 9§ gé 'y que pode figurar na parametrizacao deve ser da forma
d=9\ +n(a,f) = A\ talque2 <~y <n-—1,coma<0oupf<D0.

Uma vez que A\; = (3,2) para os casos que restam analisar, temos que a condi¢ao

yA1 + n(a, B) = Ay é traduzida por

(0. 8) =~V 3.9 (4.12)

n
Sey =2 como6<n<8 entdao o > 0e >0 e podemos eliminar § da parame-
trizacao.
Se v =3, entao a > —1 e 8 > 0, que, em virtude da Proposicao 4.1 também pode ser
eliminado.

Deste modo, podemos considerar 4 < v <n — 1.
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1. Para n = 6, temos v € {4,5}.
Se v =4, entdo (4.12) nos dd que « > —1 e f > —1.
Se v = 5, entdo (4.12) permite concluir que o > =2 e > —1.

Lembrando que, se « = —1 e 8 > 0, ou, se « > 0 e f > —1, a Proposicao 4.1

permite eliminar o termo com tal expoente e, portanto, podemos considerar

H (tgi’tgt)\l+at4A1+6(—1,—1)+bt5>\1+6(—1,—1)+Ct5>q+6(—2,ﬁ))

g
com > —1. Além disto, como os elementos do conjunto {4X\; + 6(—1,—1) —
A1, DAL+ 6(—1,—1) — A1, 51 + 6(—2,8) — A1} sdo dois a dois L.I., a Proposicao
1.37 permite normalizar até dois coeficientes com tais expoentes. Assim, seguindo
o Corolério 4.6, podemos assumir que a,b,c € {0,1} comb=0se a #0ouc#0e
g =-1.

2. Paran =7, temos v € {4,5,6}.

Se v = 4, entdao (4.12) nos dd que o > —1 e f > 0 e, consequentemente, pela

Proposicao 4.1, podemos eliminar os termos correspondentes .
Se v = 5, novamente por (4.12), temos que a« > —1 e > —1.
Se v = 6, entao obtemos que o > —2 e > —1.

Procedendo como no caso anterior, temos que

H (tlt;t)\l+at5A1+7(—1,—1)_I_bt6>\1+7(—1,—1)+Ct6>q+7(—2,6))

G
com a,b,c € {0,1},b=0sea#0ouc#0ef=—1.
3. Paran =8, temos v € {4,5,6,7}.

Se v = 4, entao (4.12) implica que « > —1 e § > 0 e, como antes, pela Proposi¢ao

4.1, podemos eliminar os termos com expoentes para tais valores.

Sey = 5, acondigao (4.12) nos dd que « > —1e § > —1. Neste caso, bA;+8(—1, —1)

seria o unico expoente a ser considerado.

Se v = 6, obtemos a > —1 e § > —1, ou seja, 6A; + (—1,—1) é o tnico expoente

eventualmente a ser considerado para v = 6.

Sey="7,entao a > —2e > —1.
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Analisando os possiveis expoentes, levando em conta que os vetores 4\; +8(—1, —1),
5\ +8(—1,—1), 61 +8(—1,—1), 6A; + 8(—2,3) com § > —1 sao dois a dois L.I.

e, aplicando as Proposicoes 4.1 e 1.37, bem como o Coroléario 4.6, obtemos que
H EJ (tgf, tg, M 4 @B g MAS(L ) TS 1) dt7)‘1+8(72’5))

com 3 > —1, a,b,c,d € {0, 1}, satisfazendo: Se a # 0, entdo b=c=0. Sea=0e
b#0,entao c=0. Sea=b=0,d#0e = —1, entao ¢ = 0.

Podemos reunir as andlises realizadas nesta secao no seguinte resultado.

Teorema 4.15. Seja H = (t},t5,5(t1,t2)) uma h.q.o. normalizada de género 1. Entdo

H ¢ quase simples se, e somente se, ela se enquadra em um dos sequintes casos:

a) Temos n = 2. Neste caso, H o (43,13, ).

2

b) Temosn >2 €0 < Az < Ay < 2. Neste caso, H ~ (t7,t5,t" + a?n(=1L=1)
1 —

,—1) = Ay,

——~Q

com a € {0,1} e algum 2 < v <n—1 tal que YA, +n
¢) Temos n € {3,4}.
c.1) Para 0 =X <n < A1 < % temos
H ~ (7,5, M + at = DAn(2m) g py(n=Dain(=502))
g

com a,b € {0,1}, 71,72 € N e a =0 no caso em que v; > vo € b # 0.

c.2) Para 0 < A\jp < % <A\ < % temos
H o (87, 85,8 + qt DLl e hhdn(=2.6))
g
com a,b € {0,1}, 8> -1 ea=0 caso em que = —1 e b#0.
d) Temosn=5,1<A3<3e);=4.
H ~ (8,6, + a1 g pAhE(-1,-1) ct4/\1+5(—2,6))
onde a,b,c € {0,1}, 5> —1,ab=0eb=0 caso f = —1 ec#0.
e) Temosn >D5 e A\jp = 1.
e.1) Para % <A< % temos
H ~ (t?, ot 4 at—Drtn(=2m) bt(n—2)/\1+n(—2772))
com a,b € {0,1}, v1,72 € N ea =0, sempre que y1 > 72 e b # 0.

95



e.2) Para % <A\ < % temos
H ~ tn,tn,t)\l _i_at(nfl))\1+n(f2,7)
(. )

coma € {0,1} ey e N.
f) Temosn € {6,7,8} e \; = (3,2).
f-1) Paran € {6,7} temos

H ~ ( 711’ ;L’t)\l + at(n—?))\l—i-n(—l,—l) + bt(n—l)/\l—‘rn(—l,—l) + ct(n—l))\1+n(—2,,6’))
com a,b,c € {0,1}, B> —1 eb # 0 sempre que a # 0 ou caso c #0 e f = —1.
f.2) Para n =38, temos

H E’ (t§7t§,t)\1 + at5)\1+8(71,71) + bt6A1+8(71,71) _|_ Ct7)\1+8(71,71) _'_ dt7)\1+8(72,ﬁ))

com > —1, a,b,c,d € {0,1}, satisfazendo: se a # 0, entdo b = ¢ = 0, se
a=0eb#0, entdcoc=0,sea=b=0,d#0 e =—1, entao c=0.

Demonstracao. Segue das Proposigoes 4.12, 4.13 e 4.14, bem como das anélises dos casos

apresentados no decorrer desta secao. O]
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