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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS
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Resumo

Este trabalho trata de aspectos relacionados com hipersuperf́ıcies quase ordinárias.

Dentre as principais contribuições, destacamos a apresentação de um método que permite

encontrar um conjunto de geradores para a subálgebra gerada pelas componentes de uma

parametrização de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Apresentamos um modo de obter uma hipersuperf́ıcie quase ordinária em Cr a partir

de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária de Cs com s < r e estudamos a relação entre dados

topológicos e anaĺıticos das mesmas.

Além disto, mostramos que os expoentes generalizados de Zariski, introduzidos em [20],

são invariantes anaĺıticos e utilizando tal invariante procedemos a classificação anaĺıtica

de superf́ıcies quase ordinárias com gênero 1 que são quase simples.

Palavras-chave: Hipersuperf́ıcies quase ordinárias, Invariantes topológicos, Invariantes

anaĺıticos.
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Abstract

This work deals with related aspects of quasi-ordinary hypersurface. Among the main

contribuitions we present a method that allows to find a set of generators for the subalge-

bra generated by the components of a parameterization of a quasi-ordinary hypersurface.

We present a method of obtaining a quasi-ordinary hypersurface in Cr by a quasi-

ordinary hypersurface of Cs with s < r and we study the relations between topological

and analytical data of them.

Moreover, we show that the generalized Zariski exponents, introduced in [20], are

analytical invariants and using this invariant we proceed the analytical classification of

quasi-ordinary surfaces with genus 1 that are quasi simple.

Key words: Quasi-ordinary hypersurface, Topological invariants, Analytical invariants.
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1.2 Semirráızes e semigrupo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3 A-equivalência e o conjunto Λ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Base Standard e o semigrupo de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária 27
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Introdução

No estudo de singularidades, os objetos mais básicos a serem considerados são as curvas

planas. Para o passo seguinte temos várias direções naturais a serem tomadas, podemos

considerar curvas espaciais, hipersuperf́ıcies, etc.

Neste trabalho, abordamos uma categoria de hipersuperf́ıcies que possuem algumas

propriedades que são generalizações das curvas planas: hipersuperf́ıcies quase ordinárias.

Seja (X , 0) ⊂ (Cr+1, 0) um germe de uma hipersuperf́ıcie irredut́ıvel dada por uma

equação f = 0, isto é, o germe do conjunto {P ∈ Cr+1; f(P ) = 0}. Dizemos que (X , 0) ⊂
(Cr+1, 0) é uma hipersuperf́ıcie quase ordinária se existem coordenadas locais nas quais

f ∈ C{X1, · · · , Xr}[Xr+1] é um polinômio de Weierstrass quase ordinário (veja Definição

1.3).

Pelo Teorema de Abhyankar-Jung (veja [1]) uma hipersuperf́ıcie quase ordinária ad-

mite uma parametrização da forma

H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr))

com S(t1, · · · , tr) ∈ C{t1, · · · , tr}.
Lipman, em [17], introduz a noção de parametrizações normalizadas para hipersu-

perf́ıcies quase ordinárias e garante que toda hipersuperf́ıcie quase ordinária admite (a

menos de mudanças de coordenadas) uma parametrização com propriedades particulares,

denominada parametrização normalizada. Em particular, uma parametrização norma-

lizada admite expoentes que se destacam e que são conhecidos como expoentes carac-

teŕısticos generalizados. Tais expoentes são de fato especiais, pois Lipman mostrou, em

[17] e [18], que ao tomarmos uma parametrização normalizada teremos sempre os mesmos

expoentes caracteŕısticos generalizados e que tais expoentes determinam o tipo topológico

da hipersuperf́ıcie quase ordinária. A rećıproca também é válida, ou seja, o tipo topológico

de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária permite recuperar os expoentes caracteŕısticos ge-

neralizados. Tal resultado foi provado por Gau em [5]. Estes aspectos, que também estão

presentes na teoria de curvas planas irredut́ıveis, ou seja, o tipo topológico é completa-
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mente determinado por certos expoentes presentes em uma parametrização particular.

Ainda para curvas planas, um outro objeto que caracteriza o tipo topológico e que é

considerado por vários autores é o chamado semigrupo de valores. Objeto similar foi intro-

duzido para uma hipersuperf́ıcie quase ordinária. Tal objeto foi descrito simultaneamente

de formas distintas, porém equivalentes, por Popescu-Pampu e González Pérez. Além

disto, esse semigrupo é determinado e determina os expoentes caracteŕısticos e portanto,

é um invariante topológico completo de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária.

Este trabalho apresenta contribuições para a Teoria das hipersuperf́ıcies quase or-

dinárias irredut́ıveis, dadas por meio de parametrizações normalizadas, focando principal-

mente as propriedades do ponto de vista anaĺıtico.

No Caṕıtulo 1 apresentamos nosso principal objeto de estudo, as hipersuperf́ıcies quase

ordinárias. Relembramos de maneira sucinta alguns conceitos sobre séries de potências,

necessários para definir as quase ordinárias, e destacamos os principais resultados rela-

cionados a tal objeto, como por exemplo, a noção de expoente dominante V(h) de uma

série h, o conceito de semigrupo, semirráızes, expoentes generalizados de Zariski, etc. Não

apresentamos demonstrações, porém indicamos referências de onde podem ser encontra-

das.

O Caṕıtulo 2, tem um apelo algébrico e introduz conceitos que podem ser futuramente

usados para o estudo de tópicos mais gerais da Álgebra Comutativa com perspectivas com-

putacionais. A principal contribuição relacionada ao tema central deste trabalho pode ser

sintetizada como segue. Dada H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização de uma

hipersuperf́ıcie quase ordinária, apresentamos um método que permite obter um conjunto

Fg = {f1, · · · , fr+g} de geradores para a subálgebra C{B} ⊆ C{t1, · · · , tr} gerada por

B = {tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)}. Para tal conjunto temos que {V(fi); 1 ≤ i ≤ r + g} coin-

cide com o conjunto de geradores do semigrupo de ΓH de H, ou seja, apresentamos um

modo alternativo para obtermos ΓH e um sistema completo de semirráızes.

No Caṕıtulo 3 apresentamos uma descrição de hipersuperf́ıcies quase ordinárias parti-

culares em Cr a partir de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária de Cs com s < r. Dizemos

que tais hipersuperf́ıcies assim obtidas estão associadas uma à outra. Abordamos algu-

mas relações entre seus invariantes, ou seja, como obter (parte dos) invariantes de uma

quase ordinária em Cr por meio dos invariantes de uma hipersuperf́ıcie de dimensão menor

associada a mesma.

Apresentamos um exemplo ilustrando que a propriedade de uma hipersuperf́ıcie quase

ordinária estar associada à outra hipersuperf́ıcie quase ordinária é senśıvel por mudanças

de coordenadas. Tal situação sugere, de maneira natural, a questão de identificar quais
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mudanças preservam tal propriedade, ou seja, o fato de uma hipersuperf́ıcie quase or-

dinária estar associada à uma outra hipersuperf́ıcie quase ordinária. Nesta direção, apre-

sentamos condições suficientes para que as mudanças tenham tal propriedade. Várias

questões relevantes sobre tal propriedade surgem, como por exemplo, hipersuperf́ıcies

quase ordinárias em Cr associadas a outras hipersuperf́ıcies quase ordinárias equivalentes

Cs, são também equivalentes?

O Caṕıtulo 4 tem como objetivo dar um primeiro passo na questão da equivalência

anaĺıtica de superf́ıcies quase ordinárias.

No caso de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária dada por f ∈ C{X1, · · · , Xr+1}, ex-

ceto para o caso em que r = 1, isto é, curva plana ou a hipersuperf́ıcie é normal, os

invariantes clássicos como o número de Milnor µf = dimC
C{X1,··· ,Xr}
〈fX1

,··· ,fXr+1〉
e o número de Tju-

rina τf = dimC
C{X1,··· ,Xr}
〈f,fX1

,··· ,fXr+1〉
são µf = τf = ∞, não permitindo que possamos utilizá-los

para estratificar o problema de classificação anaĺıtica. Deste modo, invariantes anaĺıticos

mais espećıficos se fazem necessários para abordar o problema da classificação anaĺıtica

de hipersuperf́ıcies quase ordinárias.

Nesta direção, retomamos o conceito expoentes generalizados de Zariski, introduzi-

dos em [20], e mostramos que tais expoentes são invariantes anaĺıticos. Utilizando tal

invariante apresentamos a classificação de superf́ıcies quase ordinárias de gênero 1 e com

a propriedade de que em sua classe topológica há um número enumerável de classes

anaĺıticas distintas, propriedade que chamamos de quase simples.
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Caṕıtulo 1

Hipersuperf́ıcies Quase Ordinárias

Vamos introduzir, neste caṕıtulo, nosso principal objeto de estudo: as hipersuperf́ıcies

quase ordinárias. Para isso, primeiro vamos relembrar de maneira sucinta alguns conceitos

sobre séries de potências necessários para definir tal objeto.

Para os conceitos básicos sobre séries de potências indicamos [9] e para as provas dos

resultados sobre hipersuperf́ıcies quase ordinária indicamos [5], [7], [16] e [21].

Considere C{X} := C{X1, · · · , Xr} a C−álgebra das séries de potências anaĺıticas nas

indeterminadas X1, · · · , Xr com coeficientes no corpo C dos números complexos, o qual

é um domı́nio local de fatoração única.

Definição 1.1. Seja f ∈ C{X} \ {0} tal que f =
∑∞

j=n Pj, em que cada Pj é um

polinômio homogêneo de grau j e Pn 6= 0. O inteiro n é chamado de multiplicidade de f

e será denotado por mult(f). Se f = 0, então convencionamos que mult(f) =∞.

Seguem as seguintes propriedades:

1. mult(u) = 0 se, e somente se, u ∈ C{X} é uma unidade.

2. mult(fh) = mult(f) +mult(h).

3. mult(f±h) ≥ min{mult(f),mult(h)} com igualdade sempre quemult(f) 6= mult(h).

4. mult(Φ(f)) = mult(f) para todo f ∈ C{X} e Φ um C-automorfismo de C{X}.

Muitas das informações envolvendo séries de potências se mantêm inalteradas por

multiplicação por unidade e por automorfismos. Por exemplo, segue das propriedades

acima, que multiplicidade de séries é uma destas.

O conceito abaixo é importante para o que será introduzido.
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Definição 1.2. Um polinômio em C{X}[Xr+1] da forma,

p(X1, · · · , Xr, Xr+1) = Xn
r+1 + a1(X)Xn−1

r+1 + · · ·+ an(X)

com n ≥ 1 é chamado um polinômio de Weierstrass, se mult(ai(X)) ≥ i para todo

i = 1, · · · , n.

Segue de [9], que dado f ∈ C{X,Xr+1} com mult(f) = n, existe uma unidade u e

um automorfismo Φ de C{X,Xr+1}, tais que u·Φ(f) ∈ C{X}[Xr+1] é um polinômio de

Weierstrass de grau n.

Vamos relembrar agora o conceito de resultante e discriminante de um polinômio.

Sejam A um domı́nio, p = a0Y
n + a1Y

n−1 + · · ·+ an−1Y + an e q = b0Y
m + b1Y

m−1 +

· · ·+ bm−1Y + bm ∈ A[Y ], com a0 6= 0 6= b0. O resultante (em Y ) dos polinômios p e q é

definido por RY (p, q) = det(R) em que R é a matriz (n+m)× (n+m) dada por

R =



a0 a1 . . an−1 an 0 . . 0 0

0 a0 a1 . . an−1 an 0 . . 0

. . . . . . . . . . .

0 . 0 a0 a1 . . . . an−1 an

b0 b1 . . . . bm−1 bm . 0 0

0 b0 b1 . . . . bm−1 bm . 0

. . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 b0 b1 . bm−1 bm


onde os coeficientes de p(Y ) aparecem nas m primeiras linhas e os coeficientes de q(Y )

aparecem nas n últimas linhas.

Se p, q ∈ A[Y ] \ A, então também podemos calcular o resultante de p e q da seguinte

maneira:

RY (p, q) = am0 b
n
0

n∏
i=1

m∏
j=1

(ξi − ηj) = am0

n∏
i=1

q(ξi) = (−1)nmbn0

m∏
j=1

p(ηj)

em que ξi e ηj são ráızes de p e q, respectivamente. Vale observar que o resultante é zero

se, e somente se, p e q têm ao menos uma raiz comum.

O discriminante de um polinômio p = a0Y
n + a1Y

n−1 + · · ·+ an−1Y + an ∈ A[Y ] com

a0 6= 0 e n > 1 é definido por

∆Y p = (−1)
n(n−1)

2
−1a0RY (p, pY ) = (−1)

n(n−1)
2
−1a2n−2

0

∏
i 6=j

(ξi − ξj)
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com ξk, k = 1, · · · , n, ráızes de p e pY é a derivada de p com respeito a Y .

Agora, com tais conceitos, podemos apresentar a definição de polinômio de Weiers-

trass quase ordinário. Tal definição permite uma caracterização algébrica de uma hiper-

superf́ıcie quase ordinária.

Definição 1.3. Dizemos que um polinômio de Weierstrass f ∈ C{X} [Xr+1] é quase

ordinário se

∆Xr+1f = Xδ1
1 X

δ2
2 · · ·Xδr

r u

em que u ∈ C{X} é uma unidade e δi ∈ N para i = 1, · · · , r.

No que segue (X , 0) ⊂ (Cr+1, 0) denota um germe de uma hipersuperf́ıcie dada por

uma equação f = 0, isto é, o germe1 do conjunto {P ∈ Cr+1; f(P ) = 0}.
Dizemos que (X , 0) ⊂ (Cr+1, 0) é uma hipersuperf́ıcie quase ordinária, se existem

coordenadas locais (X1, · · · , Xr, Xr+1) de modo que (X , 0), nestas coordenadas, é dada

por {(α1, · · · , αr+1) ∈ Cr+1; f(α1, · · · , αr+1) = 0} com f ∈ C{X} [Xr+1] um polinômio de

Weierstrass e o conjunto dos zeros do discriminante da projeção pr : (X , 0) → (Cr, 0),

dada por (X1, · · · , Xr, Xr+1) 7−→ (X1, · · · , Xr), estando contido em X1. · · · .Xr = 0.

A definição anterior é equivalente a dizer que f é um polinômio de Weierstrass quase

ordinário nas coordenadas mencionadas, veja [17], isto é:

Definição 1.4. Dizemos que uma hipersuperf́ıcie dada por um polinômio de Weierstrass

f = Xn
r+1 + a1X

n−1
r+1 + · · ·+ an−1Xr+1 + an ∈ C{X} [Xr+1]

é quase ordinária se,

∆Xr+1f = Xδ1
1 X

δ2
2 · · ·Xδr

r u

com u unidade em C{X} e δi ∈ N para i = 1, · · · , r.

Deste ponto em diante, com intuito de simplificar a escrita, usaremos a abreviação

h.q.o. para nos referirmos a uma hipersuperf́ıcie quase ordinária. As vezes utilizamos o

termo quase ordinária para nos referir a uma h.q.o..

Se r = 1, então obtemos o conjunto de exemplos mais simples de hipersuperf́ıcies quase

ordinárias, as curvas planas. De fato, dada uma curva plana definida por

f ∈ C {X1, X2}, por meio de mudanças de coordenadas (se necessário) e fazendo uso do

1Se 0 ∈ A ⊂ Cr+1, então o germe (A, 0) de A (em 0) é a classe de equivalência determinada pela

relação que identifica dois conjuntos A,B ⊂ Cr+1 se, e somente se, existem abertos U, V ⊂ Cr+1 contendo

a origem, tais que U ∩A = V ∩B.
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Teorema da Preparação de Weierstrass, podemos considerar, sem perda de generalidade,

que f = Xn
2 +
∑n

i=1 ai(X1)Xn−i
2 é um polinômio de Weierstrass. Note que ai(X1) ∈ C {X1}

para i = 1, · · · , n, deste modo temos que ∆X2f = Xδ1
1 u(X1) com δ1 ∈ N∗, u(X1) é unidade

em C {X1} e, consequentemente, f é um polinômio de Weierstrass quase ordinário.

O próximo exemplo mostra que a propriedade de um polinômio de Weierstrass ser

quase ordinário pode ser afetada quando efetuamos mudanças de coordenadas.

Exemplo 1.5. Consideremos f(X, Y, Z) = Z2 − XY 2 ∈ C {X, Y } [Z] que determina

a hipersuperf́ıcie conhecida como Whitney Umbrella. Note que f é um polinômio de

Weierstrass quase ordinário, uma vez que

∆Zf = −4XY 2.

Considerando a mudança de coordenadas dada por X = X+Y, Y = Y e Z = Z, obtemos

g(X, Y, Z) = f(X + Y, Y, Z) = Z2 − (X + Y )Y 2 ∈ C {X, Y } [Z] que ainda se trata de um

polinômio de Weierstrass mas não é quase ordinário, uma vez que ∆Zf = −4(X +Y )Y 2.

Na teoria de curva planas, o clássico Teorema de Newton-Puiseux estabelece que todas

as ráızes de um polinômio de Weierstrass f ∈ C{X1}[X2] de grau n, pertencem a C
{
X

1
n
1

}
.

Para dimensões maiores, Jung (para polinômios em C{X1, X2}[X3]) e posteriormente

Abhyankar (para o caso geral) mostraram que as ráızes de um polinômio de Weierstrass

quase-ordinário f ∈ C{X}[Xr+1] pertencem a C
{
X

1
k
1 , · · · , X

1
k
r

}
para algum k ∈ N∗,

ou seja, se f(X1, · · · , Xr, ξ) = 0, então ξ ∈ C
{
X

1
k
1 , · · · , X

1
k
r

}
. Cabe mencionar que

o inteiro k não necessariamente coincide com n = degXr+1(f). Quando f é irredut́ıvel

temos sempre que k divide n e como C
{
X

1
k
1 , · · · , X

1
k
r

}
⊆ C

{
X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r

}
, podemos

assumir, sem perda de generalidade, que k = n. O leitor poderá consultar justificativas

dos fatos acima mencionados em [14].

Neste trabalho, vamos considerar h.q.o. definidas por f ∈ C{X} [Xr+1] irredut́ıvel de

grau n > 1 e, deste modo, assumiremos que o inteiro k mencionado acima é igual a n.

Exemplo 1.6. Considere

f = X4
3 − 4X2

2X
3
3 + 2(3X4

2 −X5
2 −X1X

6
2 )X2

3 − 4(X6
2 −X7

2 −X1X
8
2 )X3+

+X8
2 − 2X9

2 +X10
2 − 2X1X

10
2 − 2X1X

11
2 +X2

1X
12
2 .

Temos que o discriminante de f é:

4096X2
1Y

32(1− 2X1X2 +X2
1X

2
2 ).
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Note que degX3(f) = 4, no entanto, uma raiz de f é dada por ξ = X2
2 +X

5
2
2 −X

1
2
1 X

3
2 ∈

C
{
X

1
2
1 , X

1
2
2

}
⊂ C

{
X

1
4
1 , X

1
4
2

}
, ou seja, o inteiro k mencionado acima pode ser tomado

igual a 2.

Denotamos por L o corpo de frações do anel C{X} e por Ln o corpo de frações de

C{X
1
n
1 , · · · , X

1
n
r }.

Definição 1.7. Seja n ∈ N∗ e ξ ∈ C
{
X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r

}
. Dizemos que ξ é um ramo quase

ordinário se o polinômio minimal de ξ sobre L é um polinômio de Weierstrass quase

ordinário.

Cabe aqui observar que um polinômio de Weierstrass cujas ráızes pertencem ao anel

C
{
X

1
k
1 , · · · , X

1
k
r

}
, não garante que o polinômio defina uma hipersuperf́ıcie quase or-

dinária.

Exemplo 1.8. Consideremos

f(X1, X2, X3) = X4
3 − 2(X3

1 +X3
2 )X2

3 + (X3
1 −X3

2 )2.

Notemos que f tem ráızes ξ = ±X
3
2
1 ±X

3
2
2 ∈ C

{
X

1
2
1 , X

1
2
2

}
, mas f não é polinômio quase

ordinário, uma vez que,

∆X3f = 256(X1 −X2)6(X2
1 +X1X2 +X2

2 )6 − 432(X1 +X2)4(X2
1 −X1X2 +X2

2 )4.

Duas relações de equivalências importantes e que abordaremos são: a equivalência

topológica e anaĺıtica de h.q.o..

Definição 1.9. Dadas duas h.q.o. (X , 0) e (Y , 0) em Cr+1, dizemos que elas são topo-

logicamente equivalentes, se existem vizinhanças U e V da origem e um homeomorfismo

Φ∗ : (Cr+1, 0) → (Cr+1, 0) tais que Φ∗(X ∩ U) = Y ∩ V . Caso Φ∗ seja um isomorfismo

anaĺıtico, então dizemos que (X , 0) e (Y , 0) são analiticamente equivalentes.

Um isomorfismo anaĺıtico Φ∗ : (Cr+1, 0) → (Cr+1, 0) sempre induz um automorfismo

Φ : C{X,Xr+1} → C{X,Xr+1}. Mais ainda, se f e g definem (X , 0) e (Y , 0), temos

que (X , 0) e (Y , 0) são analiticamente equivalentes se, e somente se, u·Φ(f) = g com

u ∈ C{X,Xr+1} uma unidade.
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1.1 Expoentes caracteŕısticos generalizados

Seja f ∈ C {X} [Xr+1] um polinômio mônico quase ordinário de grau n, temos que

∆Xr+1f = (−1)
n(n−1)

2

∏
i 6=j

(ξi − ξj) = Xδ1
1 · · ·Xδr

r u ∈ C {X}

com u ∈ C {X} uma unidade e ξk, k = 0, · · · , n− 1 são ráızes de f . Uma vez que temos

a inclusão dos domı́nios C {X} ⊂ C
{
X

1
n , · · · , X 1

n

}
, podemos assegurar que cada fator

do discriminante acima satisfaz

ξi − ξj = X
λ1(i,j)
n

1 X
λ2(i,j)
n

2 · · ·X
λr(i,j)
n

r uij ∈ C
{
X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r

}
onde uij é unidade em C

{
X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r

}
e λl(i, j) ∈ N para l = 1, · · · , r.

Definição 1.10. Os monômios Mij = X
λ1(i,j)
n

1 X
λ2(i,j)
n

2 · · ·X
λr(i,j)
n

r destacados acima, são

chamados de monômios caracteŕısticos de f e as r-uplas (λ1(i, j), λ2(i, j), · · · , λr(i, j)),

para todos 1 ≤ i, j ≤ n distintos, são chamados de expoentes caracteŕısticos (generaliza-

dos) de f .

Vamos ilustrar o conceito anterior retomando a hipersuperf́ıcie quase ordinária deter-

minada pelo polinômio do Exemplo 1.6.

Exemplo 1.11. Para o polinômio f dado no Exemplo 1.6, temos que suas ráızes são:

ξ0 = X2
2 +X

5
2
2 −X

1
2
1 X

3
2 ξ1 = X2

2 −X
5
2
2 −X

1
2
1 X

3
2

ξ2 = X2
2 +X

5
2
2 +X

1
2
1 X

3
2 ξ3 = X2

2 −X
5
2
2 +X

1
2
1 X

3
2 .

Assim, os monômios caracteŕısticos são dados por:

ξ0 − ξ1 = 2X
5
2
2 ⇒M01 = X

5
2
2

ξ0 − ξ2 = −2X
1
2
1 X

3
2 ⇒M02 = X

1
2
1 X

3
2

ξ0 − ξ3 = 2X
5
2
2 (1−X

1
2
1 X

1
2
2 ) ⇒M03 = X

5
2
2

ξ1 − ξ2 = −2X
5
2
2 (1 +X

1
2
1 X

1
2
2 ) ⇒M12 = X

5
2
2

ξ1 − ξ3 = −2X
1
2
1 X

3
2 ⇒M13 = X

1
2
1 X

3
2

ξ2 − ξ3 = 2X
5
2
2 ⇒M23 = X

5
2
2

e os expoentes caracteŕısticos generalizados são (0, 10) e (2, 12).
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No exemplo acima, apresentamos todas as ráızes do polinômio de Weierstrass quase

ordinário. No entanto, bastaria obter uma raiz para determinar as demais com a ajuda

do grupo de Galois, que neste contexto tem uma descrição expĺıcita.

Considerando um ramo quase ordinário ξ e a inclusão dos domı́nios

C{X} ⊂ C{X}[ξ] ⊂ C
{
X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r

}
obtemos as seguintes inclusões de seus respectivos corpos de frações

L ⊂ L(ξ) ⊂ Ln.

É mostrado em [1] que a extensão de corpos L ⊂ Ln é finita e galoisiana cujo grupo de

Galois G = gal(Ln : L) é determinado pela ação de r-uplas (η1, · · · , ηr) de ráızes n-ésimas

da unidade dada por X
1
n
i 7−→ ηiX

1
n
i , para i = 1, · · · , r. Deste modo, se ξ = ξ0 é uma raiz

de f , então o conjunto de todas as ráızes de f é dado por

Z(f) = {ξ0, ξ1, · · · , ξn−1} = {ξi = ϕi(ξ);ϕi ∈ G}.

Assim, temos que

ξi − ξj = ϕi(ξ)− ϕj(ξ) = ϕjϕ
−1
j ϕi(ξ)− ϕj(ξ)

= ϕj(ϕ
−1
j ϕi(ξ)− ξ) = ϕj(ξk − ξ),

com ϕk = ϕ−1
j ϕi ∈ G e ϕk(ξ) = ξk.

Lembremos que ξi − ξj = Mijuij. Considerando a ação de um elemento ϕj ∈ G

determinado por (η1j, · · · , ηrj) em Ln e denotando Mk0 por Mk, obtemos

ϕj(Mk) = ϕj

(
X

λ1(k,0)
n

1 · · ·X
λr(k,0)

n
r

)
= η

λ1(k,0)
1j X

λ1(k,0)
n

1 · · · ηλr(k,0)
rj X

λr(k,0)
n

r

=
(
η
λ1(k,0)
1j · · · ηλr(k,0)

rj

)
X

λ1(k,0)
n

1 · · ·X
λr(k,0)

n
r

= αMk,

onde α = η
λ1(k,0)
1j · · · ηλr(k,0)

rj 6= 0.

Conclúımos, desta maneira, que os monômios caracteŕısticos, equivalentemente, os

expoentes caracteŕısticos generalizados, são invariantes pela ação de elementos de G. Isto

mostra que Mk = Mij e, consequentemente,

{Mij; 0 ≤ i, j ≤ n− 1} = {Mk; 1 ≤ k ≤ g}
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para algum g ≤ n.

O inteiro g ≥ 1 acima é chamado de gênero da h.q.o. dada por ξ.

O conjunto dos monômios caracteŕısticos possuem uma propriedade particular, como

notada por Lipman.

Lema 1.12. O conjunto {Mk}1≤k≤g dos monômios caracteŕısticos de um polinômio de

Weierstrass quase ordinário f é totalmente ordenado pela relação de divisibilidade �, isto

é, Mi �Mj se, e somente se, Mi divide Mj em C
{
X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r

}
.

Demonstração. Veja [17].

No que segue, denotaremos os expoentes caracteŕısticos de uma hipersuperf́ıcie quase

ordinária por λi = (λi1, · · · , λir) para i = 1, · · · , g. Observe que os monômios

caracteŕısticos e os inteiros n, λi com 1 ≤ i ≤ g se determinam mutuamente.

Doravante, vamos usar as seguintes notações para os elementos de Rr:

(a) = (a, · · · , a),

a = (a1, · · · , ar) cujas coordenadas não são necessariamente iguais,

ai = (ai1, · · · , air).

Além disto, vamos adotar a notação Xγ para indicar Xγ1
1 · · ·Xγr

r em que γ = (γ1, · · · , γr).
No caso dos expoentes caracteŕısticos escrevemos Xλi para indicar Xλi1

1 · · ·Xλir
r .

Dados α = (α1, · · · , αr), β = (β1, · · · , βr) ∈ Qr, dizemos que

α � β ⇐⇒ αi ≥ βi para todo i = 1, · · · , r e αj > βj para algum j ∈ {1, · · · , r}.

α >lex β ⇐⇒ existe j ∈ {1, · · · , r} tal que αj > βj e αi = βi para todo i < j.

Seja f ∈ C{X}[Xr+1] um polinômio quase ordinário irredut́ıvel. O próximo resultado

permite obtermos os expoentes caracteŕısticos de f sem explicitar todas as suas ráızes.

Lema 1.13. Seja ξ =
∑
cδX

δ ∈ C
{
X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r

}
não unidade. Temos que ξ é um ramo

quase ordinário se, e somente se, existem elementos λi ∈ Nr, para i = 1, · · · , g, tais que:

1. λ1 ≺ λ2 ≺ · · · ≺ λg e cλi
n

6= 0 para 1 ≤ i ≤ g.

2. Se cδ 6= 0, então nδ pertence ao subgrupo de Qr dado por nZr +
∑

λi�nδ Zλi.

3. λj não pertence ao subgrupo de Qr dado por nZr +
∑

λi≺λj Zλi.

Demonstração. Ver Proposição 1.3 em [5]. Note que na referência mencionada, o resultado

foi apresentado considerando os dados em 1
n
Nr.
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O lema anterior permite concluir que qualquer truncamento de um ramo quase or-

dinário, ainda é um ramo quase ordinário.

Lembremos que uma hipersuperf́ıcie quase ordinária leva em consideração projeções

(quase ordinárias) que podem determinar polinômios de Weierstrass quase ordinários dis-

tintos e consequentemente distintos ramos quase ordinários e diferentes conjuntos de ex-

poentes caracteŕısticos de acordo com cada escolha da projeção. Por cerca de 20 anos,

isto foi obstáculo para o estudo de tal classe de hipersuperf́ıcie.

No entanto, a dificuldade acima foi superada. Para entender os aspectos de como se

livrar de tais inconvenientes, vamos apresentar alguns conceitos.

Definição 1.14. Dizemos que um ramo quase ordinário ξ tem variáveis bem ordenadas se

as g-uplas (λ1i, · · · , λgi) das i-ésimas coordenadas dos expoentes caracteŕısticos λ1, · · · , λg
são ordenadas lexicograficamente, mais precisamente, se, para 1 ≤ i < j ≤ r, temos que

λi := (λ1i, · · · , λgi) ≥lex (λ1j, · · · , λgj) =: λj.

A representação abaixo pode ajudar a visualizar o conceito anterior.

λ1 = (λ11, · · · , λ1i, · · · , λ1r)

λ2 = (λ21, · · · , λ2i, · · · , λ2r)
...

λg = (λg1, · · · , λgi, · · · , λgr)

↓ ↓ ↓
λ1 ≥lex λi ≥lex λr

Note que, dado um ramo quase ordinário, podemos sempre renomear as variáveis

X1, ..., Xr, isto é, proceder uma mudança de coordenadas, de modo a obtermos um ramo

com variáveis bem ordenadas. Desta forma, sem perda de generalidade, vamos sempre

considerar ramos quase ordinários com tal propriedade.

Exemplo 1.15. No Exemplo 1.11 vimos que os expoentes caracteŕısticos dos ramos de

f = X4
3 − 4X2

2X
3
3 + 2(3X4

2 −X5
2 −X1X

6
2 )X2

3 − 4(X6
2 −X7

2 −X1X
8
2 )X3+

+X8
2 − 2X9

2 +X10
2 − 2X1X

10
2 − 2X1X

11
2 +X2

1X
12
2 ,

são (0, 10) e (2, 12). Neste caso, (0, 2) = λ1 ≤lex λ2 = (10, 12), ou seja, as variáveis não

estão bem ordenadas. No entanto, considerando a mudança de coordenadas X1 7→ X2,

X2 7→ X1 e X3 7→ X3, obtemos

X4
3 − 4X2

1X
3
3 + 2(3X4

1 −X5
1 −X6

1X2)X2
3 − 4(X6

1 −X7
1 −X8

1X2)X3+
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+X8
1 − 2X9

1 +X10
1 − 2X10

1 X2 − 2X11
1 X2 +X12

1 X
2
2 ,

que é um polinômio quase ordinário que admite o ramo ξ = X2
1 + X

5
2
1 − X3

1X
1
2
2 que

tem variáveis bem ordenadas. Note que, para o ramo anterior temos os expoentes carac-

teŕısticos λ1 = (10, 0) e λ2 = (12, 2), então λ1 = (10, 12) ≥lex λ2 = (0, 2).

Dado um ramo quase ordinário ξ com expoentes caracteŕısticos λ1 ≺ · · · ≺ λg definido

por um polinômio de Weierstrass de grau n, associamos os grupos Q0 = nZr e Qi =

Qi−1 + Zλi para i = 1, · · · , g.

No que segue denotaremos n0 = 1, ni = ](Qi/Qi−1) para i = 1, · · · , g, e0 = n, ej−1 =

nj · · ·ng para j = 2, ..., g e eg = 1.

É fácil ver que os inteiros ej e nj são os graus das extensões de corpos

ej := [L(ξ) : L(M1, · · · ,Mj)] para j = 1, · · · , g, (1.1)

nj := [L(M1, · · · ,Mj) : L(M1, · · · ,Mj−1)] para j = 2, · · · , g,

e n1 = [L(M1) : L], onde Mi é monômio caracteŕıstico para i = 1, · · · , g e L(M1, · · · ,Mi)

é o corpo de frações do anel C{M1, · · · ,Mi}(Veja [17]).

Note que temos as extensões de corpos

L ( L(M1) ( L(M1,M2) ( · · · ( L(M1, · · · ,Mg) = L(ξ),

com inclusões estritas graças ao Lema 1.13. Deste modo, como o polinômio minimal de ξ

é f ∈ C{X}[Xr+1] e degXr+1f = n, segue que

n = [L(ξ) : L]

= [L(M1, · · · ,Mg) : L]

= [L(M1, · · · ,Mg) : L(M1, · · · ,Mg−1)] · · · [L(M1) : L]

= ng · · ·n1.

Veja que, no caso em que n é um número primo, temos apenas um monômio carac-

teŕıstico generalizado, isto é, g = 1.

Na busca de uma padronização para ramos quase ordinários, Lipman, em [17], introduz

a seguinte noção:

Definição 1.16. Um ramo quase ordinário ξ =
∑
cδX

δ ∈ C
{
X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r

}
é normali-

zado se:

1. cδ 6= 0 então nδ � λ1, ou seja, ξ = cλ1
n

X
λ1
n u com u ∈ C

{
X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r

}
e u(0) = 1;
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2. ξ tem variáveis bem ordenadas;

3. Se λ1 = (λ11, 0, · · · , 0), então λ11 > n.

Se traduzirmos à condição acima para o caso de curvas planas, então afirmar que um

ramo seja normalizado significa que a multiplicidade da curva (na origem) é igual ao grau

do polinômio de Weierstrass quase ordinário que a define.

Segue que se uma h.q.o. definida por f ∈ C{X}[Xr+1] e com ramo normalizado ξ,

então mult(f) = min{n, |λ1|} em que |λ1| =
∑r

i=1 λ1i. Chamamos mult(f) de multiplici-

dade da h.q.o. definida por ξ.

Vimos no Exemplo 1.15 que a condição (2.) da definição acima sempre pode ser obtida

por meio de convenientes mudanças de coordenadas. O exemplo abaixo ilustra que o

mesmo se pode conseguir no que diz respeito a condição (1.).

Exemplo 1.17. Seja ξ = X2
1 + X

5
2
1 − X3

1X
1
2
2 que, como vimos no Exemplo 1.15, tem

variáveis bem ordenadas. Note no entanto, que tal ramo não satisfaz a condição (1.) da

Definição 1.16, ou seja, o ramo não é normalizado.

Podemos obter um ramo normalizado, considerando as mudanças de coordenadas

X1 7→ X1, X2 7→ X2 e X3 7→ X3 − X2
1 . De fato, tais mudanças nos dão o polinômio

quase ordinário

f(X1, X2, X3) = X4
3 − 2X5

1 (1 +X1X2)X2
3 +X10

1 − 2X11
1 X2 +X12

1 X
2
2 ,

que admite raiz X
5
2
1 −X3

1X
1
2
2 = X

10
4

1 −X
12
4

1 X
2
4
2 que é um ramo normalizado.

Quanto a condição (3.) da Definição 1.16, não é tão evidente que a consigamos obter.

Embora sempre possamos realizar mudanças de coordenadas de modo a satisfazê-la, tais

mudanças não são facilmente determinadas quanto aquelas para obter as condições (1.)

e (2.). O lema abaixo, demonstrado inicialmente por Lipman, garante, juntamente com

as considerações anteriores, que toda hipersuperf́ıcie quase ordinária admite (a menos de

mudanças de coordenadas) um ramo quase ordinário normalizado.

Lema 1.18. Seja (X , 0) ∈ (Cr+1, 0) uma hipersuperf́ıcie quase ordinária definida por

f ∈ C{X}[Xr+1] e que possui uma raiz ξ = X
k
s1
1 u(X

1
s1
1 , · · · , X

1
sr
r ) com u(0) 6= 0, então

(X , 0) também pode ser definida (a menos de mudanças anaĺıticas de coordenadas) por

um polinômio quase ordinário em C{X2, · · · , Xr, Xr+1}[X1] que possui uma raiz da forma

τ = X
s1
k
r+1u

′(X
1
k
r+1, X

1
s2
2 , · · · , X

1
sr
r )

com u′(0) 6= 0.
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Demonstração. Indicamos o Lema 2.3 de [16] ou o Apêndice de [5].

No caso de curvas planas, Zariski e outros, mostraram que o tipo topológico é total-

mente determinado pelos expoentes caracteŕısticos. Na busca de um resultado análogo

para hipersuperf́ıcies quase ordinárias, a falta de uniformidade de tais dados ao conside-

rarmos projeções distintas impediu tal feito.

Tal avanço coube a Lipman, que em [17] e [18] mostrou que ao tomarmos um ramo

quase ordinário normalizado (cuja existência garantimos acima) teremos sempre os mes-

mos expoentes caracteŕısticos generalizados. Utilizando-se de resultados sobre saturação

de anéis locais mostrados por Zariski (veja [17], [19] e [23]), Lipman mostrou que os ex-

poentes caracteŕısticos determinam o tipo topológico de uma h.q.o.. Coube a um de seus

alunos, Gau (em [5]), provar que a rećıproca também é válida, ou seja, o tipo topológico

de uma h.q.o. permite recuperar os expoentes caracteŕısticos generalizados.

O comentário acima pode ser sintetizado no seguinte teorema:

Teorema 1.19 (Lipman-Gau). O tipo topológico de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária

é totalmente caracterizado pelos inteiros n e λi, para i = 1, · · · , g.

Demonstração. Veja [5] e [18].

1.2 Semirráızes e semigrupo

Na teoria de curvas planas, um outro objeto que determina e é determinado pelo tipo

topológico é o semigrupo de valores que pode ser definido como

{Vf (h) = multT (h(T n, ϕ(T ))), h ∈ C{X, Y }/(f)}

em que (T n, ϕ(T )) é uma parametrização da curva definida por f ∈ C{X, Y }. Observe

que V(h) é o expoente dominante de h(T n, ϕ(T )) ∈ C{T}.
Podemos obter algo análogo para o caso geral quase ordinário.

Seja

ξ =
∑
γ

cγX
γ ∈ C

{
X

1
n
1 , · · · , X

1
n
r

}
um ramo quase ordinário de um polinômio quase ordinário f ∈ C{X}[Xr+1] irredut́ıvel

com degXr+1f = n. Se denotarmos ti = X
1
n
i , ou seja, Xi = tni para i = 1, · · · , r, então

de ξ obtemos S(t1, · · · , tr) =
∑

α cαt
α1
1 · · · tαrr em que α = nγ ∈ Nr e podemos definir um

homomorfismo sobrejetor de C-álgebras
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C{X1, · · · , Xr+1} −→ C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)} ⊂ C{t1, · · · , tr} := C{t}

h(X1, · · · , Xr+1) 7→ h(tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr))

cujo núcleo é o ideal (f), uma vez que f é o polinômio minimal de ξ. Deste modo, temos

que
C{X}[Xr+1]

(f)
≈ C{X1, · · · , Xr+1}

(f)
≈ C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)}.

Seguindo as notações acima, denominaremos

H = Hf = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr))

de uma parametrização (quase ordinária) de f ou de ξ.

Seja ζ =
∑

α cαt
α1
1 · · · tαrr ∈ C{t}. Recordamos que se ζ = tδ11 · · · tδrr u(t1, · · · , tr) com

δ ∈ Nr e u uma unidade, dizemos que ζ possui expoente dominante V(ζ) = δ.

Sejam h ∈ C{X1, · · · , Xr+1} e H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização de

um ramo quase ordinário. Dizemos que h tem expoente dominante δ com respeito a H, se

H∗(h) := h(tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) tem expoente dominante δ. Neste caso, denotamos

VH(h) = V(H∗(h)) = δ.

Além disto, se h(tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) = 0, então convencionamos que VH(h) = (∞).

Exemplo 1.20. Consideremos a hipersuperf́ıcie quase ordinária definida pelo ramo nor-

malizado apresentado no Exemplo 1.17, ou seja, ξ = X
5
2
1 − X3

1X
1
2
2 = X

10
4

1 − X
12
4

1 X
2
4
2 .

Considerando t1 = X
1
4
1 e t2 = X

1
4
2 obtemos a parametrização quase ordinária

H = (t41, t
4
2, t

10
1 − t12

1 t
2
2).

Seja h = X2
3 −X5

1 + aX5
2 ∈ C{X1, X2, X3}, temos que

H∗(h) = −2t22
1 t

2
2 + t24

1 t
4
2 + at20

2

e assim, h não tem expoente dominante para a 6= 0. No caso em que a = 0, temos que h

tem expoente dominante igual a VH(h) = (22, 2).

Associados aos expoentes generalizados, podemos definir também os seguintes vetores

γ1, · · · , γg+1 ∈ Nr:

γ1 = λ1;

γi = ni−1γi−1 + λi − λi−1 para todo i = 2, · · · , g; (1.2)

γg+1 = (∞).

16



Além disto, por recorrência, obtemos que

γk+1 = nk · · ·n2(n1 − 1)λ1 + nk · · ·n3(n2 − 1)λ2 + · · ·+ (nk − 1)λk + λk+1

=

(
e0 − e1

ek

)
λ1 +

(
e1 − e2

ek

)
λ2 + · · ·+

(
ek−1 − ek

ek

)
λk + λk+1.

Elementos de C{X}[Xr+1] que admitem expoentes dominantes iguais a γ1, · · · , γg+1 ∈
Nr recebem uma denominação particular.

Definição 1.21. Sejam ξ ∈ Z(f) e k ∈ {0, · · · , g}. Chamamos um polinômio mônico

fk ∈ C{X}[Xr+1] de uma k-semirraiz de f se degXr+1(fk) = n0n1 · · ·nk e fk possui

expoente dominante VH(fk) = γk+1. Uma (g + 1)-upla (f0, · · · , fg) tal que, para todo

k ∈ {0, · · · , g}, fk é uma k-semirraiz de f , é chamada um sistema completo de semirráızes

para f .

Veja que sempre podemos considerar f como a g-ésima semirraiz de si própria.

As semirráızes de f não dependem da escolha de ξ ∈ Z(f) e sempre existe um sis-

tema completo de semirráızes para f . Por exemplo, podemos obter um sistema completo

de semirráızes para uma h.q.o. determinando os polinômios minimais de truncamentos

adequados de ξ (Veja mais detalhes em [21]). No Caṕıtulo 2, apresentaremos um novo

método para determinar semirráızes a partir de um ramo quase ordinário.

Exemplo 1.22. Sejam

f = X4
3 − 2X5

1 (1 +X1X2)X2
3 +X10

1 − 2X11
1 X2 +X12

1 X
2
2 ,

e ξ = X
10
4

1 −X
12
4

1 X
2
4
2 um ramo normalizado de f conforme considerado no Exemplo 1.17

cuja parametrização quase ordinária associada é H = (t41, t
4
2, t

10
1 − t12

1 t
2
2) com expoentes

caracteŕısticos λ1 = (10, 0) e λ2 = (12, 2).

Como g = 2 e 4 = n = n1n2, segue que n1 = n2 = 2. De (1.2), temos os vetores

γ1 = λ1 = (10, 0) e γ2 = n1γ1 + λ2 − λ1 = (22, 2).

Vamos exibir um sistema completo de semirráızes (f0, f1, f2) para f .

Como vimos, f pode ser considerada uma g-semirraiz de si própria, ou seja, f2 = f .

Sabemos que f0 ∈ C{X1, X2}[X3] deve ter grau degX3f0 = n0 = 1 e VH(f0) = (10, 0).

Deste modo, podemos tomar f0 = X3.

Uma vez que f1 ∈ C{X1, X2}[X3] deve ter grau degX3f1 = n0n1 = 2 com VH(f1) =

γ2 = (22, 2), podemos considerar f1 = h = X2
3 −X5

1 dado no Exemplo 1.20.

O lema a seguir apresenta uma propriedade importante que será utilizada no contexto

de um sistema completo de semirráızes.
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Lema 1.23. Sejam f ∈ C{X}[Xr+1] um polinômio quase ordinário com n = degXr+1(f) e

f0, f1, · · · , fg ∈ C{X}[Xr+1] com deg(fi) = n0n1 · · ·ni para todo i ∈ {0, · · · , g}. Qualquer

h ∈ C{X}[Xr+1] pode ser escrito de modo único como uma soma finita

h =
∑
ci0···igf

i0
0 · · · f

ig
g com ci0···ig ∈ C{X}, onde as (g + 1)-uplas (i0, · · · , ig) ∈ Ng+1

verificam 0 ≤ ik < nk+1, para todo k ∈ {0, · · · , g − 1} e ig ≤
[
degXr+1

(h)

n

]
.

Demonstração. Veja [6].

Definição 1.24. Seja (f0, f1, · · · , fg) um sistema completo de semirráızes para f . A ex-

pansão apresentada no lema anterior h =
∑
ci0···igf

i0
0 · · · f

ig
g é chamada expansão (f0, · · · , fg)-

ádica de h. O conjunto finito {(i0, · · · , ig); ci0···ig 6= 0} é chamado o suporte (f0, · · · , fg)-

ádico de h.

Um outro conceito associado à série de potências que utilizaremos é o de poliedro de

Newton. Para maior conveniência do leitor, apresentamos sucintamente sua definição e

algumas propriedades.

Definição 1.25. Seja η =
∑
cαt

α1
1 · · · tαrr ∈ C {t} e considere Supp(η) = {α ∈ Nr; cα 6=

0}. O poliedro de Newton de η é o fecho convexo em Rr do conjunto Supp(η) + Rr
+, ou

seja, Supp(η) + Rr
+ que denotaremos por N (η).

Indicaremos por VN (η) := {δ; δ é vértice de N (η)} o conjunto dos vértices de N (η).

O lema a seguir relaciona propriedades de uma expansão (f0, · · · , fg)-ádica de h e de

seu poliedro de Newton.

Lema 1.26. Seja (f0, · · · , fg) um sistema completo de semirráızes para f . Se h =∑
ci0···igf

i0
0 · · · f

ig
g é a expansão (f0, · · · , fg)-ádica de h ∈ C{X}[Xr+1], então para todo

ξ ∈ Z(f), os conjuntos dos vértices do poliedro de Newton N (ci0···ig(f0(ξ))i0 · · · (fg(ξ))ig)
são dois a dois disjuntos quando (i0, · · · , ig) varia no suporte (f0, · · · , fg)-ádico de h.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada [7].

O conceito de vértices do poliedro de Newton também é útil para introduzirmos o

objeto a seguir.

Consideremos H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização quase ordinária de

f , definimos

ΓN (f) = {γ ∈ Nr
+; γ ∈ VN (h(X1, · · · , Xr, ξ)), para h ∈ C{X}[Xr+1] \ (f)}.

A seguir apresentamos um resultado que garante que o conjunto ΓN (f) definido acima

é um semigrupo aditivo de Nr e cuja demonstração pode ser encontrada em [8].
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Proposição 1.27. Seja f ∈ C{X}[Xr+1] um polinômio de Weierstrass quase ordinário

irredut́ıvel tal que degXr+1(f) = n. Temos a seguinte igualdade de conjuntos:

ΓN (f) = nNr + Nγ1 + · · ·+ Nγg,

em que γi para i = 1, · · · , g são como em (1.2).

Baseando-se no caso de curvas planas, como comentamos no ińıcio desta seção, se

considerarmos agora somente as séries que possuem expoente dominante com respeito a

H, então podemos definir:

ΓD(f) = {VH(h);h ∈ C{X}[Xr+1] \ (f) e ]VN (H∗(h)) = 1}.

Obviamente temos que ΓD(f) ⊆ ΓN (f) e ΓD(f) também tem estrutura de semigrupo

de Nr. Mais ainda, González Pérez apresenta o seguinte resultado:

Proposição 1.28. Com as notações acima temos que ΓD(f) = ΓN (f).

Demonstração. Veja [7].

As proposições anteriores garantem que no caso de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária

definida por f ∈ C{X}[Xr+1] podemos adotar a seguinte definição:

Definição 1.29. O semigrupo

ΓH = ΓH(f) = Γ(f) := ΓN (f) = ΓD(f)

é chamado de semigrupo de f ou da hipersuperf́ıcie definida por f .

Pelos resultados anteriores, segue que Γ(f) é finitamente gerado. Vamos denotar os

geradores do semigrupo Γ(f) da seguinte maneira:

νi = nθi, para i = 1, · · · , r (1.3)

νr+j = γj, para j = 1, · · · , g,

em que {θi = (0, · · · , 1, · · · , 0), i = 1, · · · , r} é a base canônica de Rr.

No decorrer do texto, vamos adotar as notações Γ(f) = 〈ν1, · · · , νr+g〉 ⊂ Nr e Γj(f) (ou

simplesmente Γj) o subsemigrupo de Γ(f) gerado por 〈ν1, · · · , νr+j〉, para j = 0, · · · , g.

Muitas propriedades do semigrupo de curvas planas (veja [9] para algumas delas)

também são válidas para o semigrupo de hipersuperf́ıcies quase ordinárias em Cr+1. Por

exemplo, pelas relações (1.2) e (1.3) temos que o semigrupo Γ(f) e os expoentes carac-

teŕısticos generalizados juntamente com n se determinam mutuamente, ou seja, Γ(f) é

um invariante completo para o tipo topológico de uma h.q.o.. Além disto, temos:
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Proposição 1.30. Com as notações anteriores temos:

1. O subgrupo de Zr gerado por ν1, · · · , νr+j é igual a Qj para 0 ≤ j ≤ g.

2. A ordem da classe de νr+j no grupo
Qj
Qj−1

é igual a nj para j = 1, · · · , g.

3. Temos que νr+j � nj−1νr+j−1 para j = 2, · · · , g.

4. Se um vetor uj ∈ Qj possui coordenadas não negativas, então uj + njνr+j ∈ Γj(f),

para j = 1, · · · , g.

5. O vetor njνr+j pertence ao semigrupo Γj−1(f) para j = 1, · · · , g.

Demonstração. A demonstração pode ser consultada em [7].

Exemplo 1.31. Consideremos

f = X4
3 − 2X5

1 (1 +X1X2)X2
3 +X10

1 − 2X11
1 X2 +X12

1 X
2
2 ,

apresentado no Exemplo 1.22 que admite um ramo normalizado ξ = X
10
4

1 − X
12
4

1 X
2
4
2 ,

parametrização quase ordinária H = (t41, t
4
2, t

10
1 − t12

1 t
2
2) e expoentes caracteŕısticos λ1 =

(10, 0) e λ2 = (12, 2).

Como vimos, γ1 = λ1 = (10, 0) e γ2 = n1γ1 + λ2 − λ1 = (22, 2). Assim,

Γ(f) = 4N2 + (10, 0)N + (22, 2)N

e os geradores de Γ(f) são ν1 = (4, 0), ν2 = (0, 4), ν3 = γ1 = (10, 0) e ν4 = γ2 = (22, 2).

Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização de uma hipersuperf́ıcie quase

ordinária e ΓH = 〈ν1, · · · , νr+g〉 =
{∑r+g

i=1 aiνi; ai ∈ N
}
⊂ Nr com νj, j = 1, · · · , r + g

como definidos em (1.3).

Teorema 1.32. Seja ΓH = 〈ν1, · · · , νr+g〉 o semigrupo de uma hipersuperf́ıcie quase or-

dinária com parametrização H e defina

ω =

g∑
k=1

(nk − 1)νr+k −
r∑
i=1

νi

em que nk = ] (Qk/Qk−1). Então as seguintes propriedades são válidas:

(i) ω /∈ ΓH ;

(ii) Para todo v ∈ Zr com vi > ωi, i = 1, · · · , r, se v ∈ Qg, então v ∈ ΓH .
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Demonstração. A demonstração pode ser consultada em [2].

O vetor ω, dado no teorema acima, é chamado vetor de Frobenius de ΓH , e será

denotado por FH .

Se k ∈ {0, · · · , g} e v ∈ Qk, então existem únicos a1, · · · , ar+k ∈ Z com 0 ≤ ar+j < nj

e j = 1, · · · , k, tais que v =
∑r+k

i=1 aiνi. Tal representação de v é chamada representação

padrão. Além disto, se v =
∑r+k

i=1 aiνi ∈ Qk é dado por uma representação padrão, temos

que v ∈ Γk = 〈ν1, · · · , νr+k〉 se, e somente se, ai ≥ 0 para todo 1 ≤ i ≤ r (veja [2]).

Exemplo 1.33. O vetor de Frobenius do semigrupo Γ(f) apresentado no Exemplo 1.31 é

FH = (n1 − 1)ν3 + (n2 − 1)ν4 − ν1 − ν2

= (2− 1)(10, 0) + (2− 1)(22, 2)− (4, 0)− (0, 4)

= (28,−2).

Deste modo, dado v = (v1, v2) ∈ 4Z2 + (10, 0)Z + (22, 2)Z com v1 > 28 e v2 > −2, temos

que v ∈ Γ(f). Em particular, todo vetor da forma 2(15 + a, b) com (a, b) ∈ N2 é um

elemento de Γ(f).

1.3 A-equivalência e o conjunto Λ

Para os conceitos desta seção indicamos [12] e [20].

Sejam (X , 0), (Y , 0) ⊂ (Cr+1, 0) hipersuperf́ıcies quase ordinárias dadas por po-

linômios de Weierstrass f, g ∈ C{X}[Xr+1], respectivamente. Como vimos, (X , 0) e (Y , 0)

são analiticamente equivalentes, se existem vizinhanças U , V da origem e um isomorfismo

anaĺıtico Φ∗ : (Cr+1, 0) −→ (Cr+1, 0) tais que Φ∗(X ∩U) = Y∩V . O isomorfismo anaĺıtico

Φ∗ induz um automorfismo Φ : C{X1, · · · , Xr+1} −→ C{X1, · · · , Xr+1} tal que Φ(f) = ug

com u(0) 6= 0, isto é, temos a igualdade de ideais (Φ(f)) = (g). Consequentemente, temos

um isomorfismo entre as álgebras anaĺıticas Of e Og de (X , 0) e (Y , 0) respectivamente,

ou seja,

Of :=
C{X1, · · · , Xr+1}

(f)
=

C{X}[Xr+1]

(f)

oo

Og :=
C{X1, · · · , Xr+1}

(g)
=

C{X}[Xr+1]

(g)
.

Note que considerando os germes de aplicações f, g : (Cr+1, 0) −→ (C, 0), temos que

a equivalência anaĺıtica de (X , 0) e (Y , 0) corresponde à K-equivalência dos germes de
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aplicações f e g no sentido clássico da Teoria de Singularidades, onde K é o grupo de

contato de Mather.

Por outro lado, uma parametrização H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) da hipersuperf́ıcie

quase ordinária (X , 0) dada por f ∈ C{X}[Xr+1] de grau n pode ser considerada como

germe de uma aplicação

H : (Cr, 0) −→ (Cr+1, 0)

(t1, · · · , tr) 7−→ (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)).

Dadas H1, H2 : (Cr, 0) −→ (Cr+1, 0), dizemos que H1 e H2 são (R×L)-equivalentes,

se

H1 = σ ◦H2 ◦ ρ−1.

com σ, ρ difeomorfismos tais que ρ ∈ R = Diff(Cr, 0) e σ ∈ L = Diff(Cr+1, 0). Neste

caso, denotamos A = L ×R o produto direto de L,R e diremos que H1 é A-equivalente

a H2, indicando H1 ∼
A
H2.

Como vimos no ińıcio da Seção 1.2, temos queOf ≈ C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)}. Deste

modo, a equivalência anaĺıtica de h.q.o. pode ser traduzida por meio de isomorfismos de

suas álgebras anaĺıticas ou, equivalentemente, na A-equivalência de suas parametrizações.

Vamos destacar algumas propriedades e resultados relacionados à A-equivalência de

h.q.o.. Lembramos que as justificativas dos fatos apresentados encontram-se em [12] ou

[20].

No que segue, Mr = (t) e Mr+1 = (X,Xr+1) denotam os ideias maximais de C{t} e

C{X,Xr+1}, respectivamente.

Definição 1.34. Sejam H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) a parametrização de uma hipersu-

perf́ıcie quase ordinária em Cr+1 e {λ1, · · · , λg} seus expoentes caracteŕısticos. Denotamos

por Ã o subgrupo de A formado pelos elementos (σ, ρ) com ρ = (t1(c1 +ζ1), · · · , tr(cr+ζr))

e σ(X,Xr+1) = (σ1(X,Xr+1), · · · , σr+1(X,Xr+1)) tais que

σi(X,Xr+1) = Xi(ai + εi) +Xr+1(bi + ηi)

σr+1(X,Xr+1) = Xr+1(ar+1 + εr+1) +Xαηr+1,

bi ∈ C, ci, ai, ar+1 ∈ C∗, ζi ∈ Mr, ηi, εi, εr+1 ∈ Mr+1, bi + ηi = 0 se n > λ1i, para todo

i = 1, · · · , r, ηr+1 ∈ C{X,Xr+1} e α = (dλ11
n
e, · · · , dλ1r

n
e).

O subgrupo Ã ⊂ A é o grupo cuja a ação sobre uma parametrização normalizada nos

fornece outra parametrização ainda com os mesmos expoentes caracteŕısticos e mesma

multiplicidade.
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Em [20], Panek caracterizou o subgrupo G de Ã, cuja a ação sobre uma parametrização

normalizada nos fornece ainda outra parametrização normalizada. Tal subgrupo será

muito usado no Caṕıtulo 3, onde apresentamos um método para se estudar uma h.q.o. a

partir de outra h.q.o..

Teorema 1.35. Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização normalizada de

uma h.q.o.. O subgrupo G ⊂ Ã, cuja ação sobre H ainda nos dá uma parametrização

normalizada, é caracterizado pelos elementos (σ, ρ) ∈ Ã tais que

ρ : Cr −→ Cr

t −→ (ρ1(t), · · · , ρr(t))

com ρj = tj

(
1 +

Pj(H)

tnj

) 1
n

, Pj = Xjεj +Xr+1(bj + ηj), εj, ηj ∈Mr+1, bj ∈ C e

σ : Cr+1 −→ Cr+1

(X,Xr+1) −→ (σ1(X,Xr+1), · · · , σr+1(X,Xr+1))

com σi = Xi+Pi, para todo i = 1, · · · , r, σr+1 = Xr+1 +Pr+1, Pr+1 = Xr+1εr+1 +Xαηr+1,

εr+1 ∈Mr+1, ηr+1 ∈ C{X,Xr+1} e α = (dλ11
n
e, · · · , dλ1r

n
e).

Demonstração. A demonstração é apresentada no Teorema 2.1 de [20].

Utilizando tais mudanças de coordenadas, Panek em [20], apresenta algumas formas

normais para h.q.o. levando em conta uma condição sobre o vetor de Frobenius e λ1 e

que reapresentamos abaixo.

Exemplo 1.36. Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização quase ordinária

com vetor de Frobenius FH . Se FH ≺ λ1, então

• para n = 2, temos H ∼
G

(t21, · · · , t2r, t
λ11
1 · · · tλ1rr );

• para n = 3, temos H ∼
G

(t31, · · · , t3r, t
λ11
1 · · · tλ1rr ) com λ1i ∈ {0, 1, 2};

• para n ≥ 4, H ∼
G

(t41, · · · , t4r, t
λ11
1 · · · tλ1rr ) com λ1i ∈ {0, 1}.

Com o intuito de poder simplificar parametrizações de h.q.o. vamos apresentar um

resultado de Hernandes e Panek, (ver [12]). Para tanto, consideramos o subgrupo H ⊂ Ã
das homotetias com o objetivo de normalizar alguns coeficientes de termos presentes na

parametrização, ou seja, torná-los mônicos. Mais especificamente, temos:

H =

{
(σ, ρ) ∈ Ã;σ(X1, · · · , Xr+1) = (a1X1, · · · , ar+1Xr+1),

ρ(t1, · · · , tr) = (c1t1, · · · , crtr), ai 6= 0 6= ci

}
.
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Proposição 1.37. Seja H =
(
tn1 , · · · , tnr , atλ1 +

∑
ζ�λ1 aζt

ζ
)

uma parametrização nor-

malizada de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária. Se P ⊆ {ζ − λ1; aζ 6= 0} é um conjunto

linearmente independente de Rr, então existe uma homotetia (σ, ρ) ∈ H que normaliza

simultaneamente todos os termos com expoente ζ de P e o coeficiente associado a λ1.

Demonstração. Ver Proposição 2.5 em [12].

Ainda em [12] e [20] é abordado o módulo das r-formas de Kähler associado à para-

metrização de uma h.q.o. e conjuntos numéricos vinculados a tal módulo.

Para encerrar esta seção, apresentaremos de maneira breve tais conjuntos.

Considere O = Of e Ω1
O o O-módulo de diferenciais de Kähler, ou seja, o O-módulo

gerado por dX1, · · · , dXr+1 sujeito à relação
∑r+1

i=1 fXidXi = 0. No que segue vamos

considerar o O-módulo Ωr
O das r-formas de Kähler, isto é,

Ωr
O =

r∧
i=1

Ω1
O.

Note que, se ω ∈ Ωr
O, então

ω =
r+1∑
i=1

hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1.

Consideremos Ωr
C{t} o C{t}-módulo das r-formas diferenciais

Ωr
C{t} = {gdt1 ∧ · · · ∧ dtr, g ∈ C{t}}(≈ C{t})

que é, em particular, um C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)}-módulo. Deste modo, considerando

o monomorfismo

H∗ : O → C{t}

h 7→ h(H)

temos

H∗(O) = C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)}

e portanto Ωr
C{t} tem estrutura de O-módulo via H∗.

O monomorfismo de C-álgebras H∗ : O → C{t}, apresentado acima, nos dá assim o

homomorfismo de O-módulos

ψH : Ωr
O → Ωr

C{t} (1.4)

ω 7→
r+1∑
i=1

H∗(hi)
r+1∧

j=1;j 6=i

dH∗(Xj)
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em que ω =
∑r+1

i=1 hidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1. Algumas vezes, também denotaremos

ψH(ω) por H∗(ω).

Considerando o homomorfismo de O-módulos dado em (1.4) e dado ω ∈ Ωr
O, denota-

mos

VN (ω) :=

{
δ; δ é vértice do poliedro de Newton de

ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

}
.

Claramente, se ψH(ω)
dt1∧···∧dtr admite expoente dominante δ = (δ1, · · · , δr), então o poliedro

de Newton correspondente tem um único vértice que é justamente δ. Este fato será

usado ao longo do texto evidenciado pela notação ]VN (ω) = 1. Além disto, indicaremos

VH
(

ψH(ω)
dt1∧···∧dtr

)
= δ + (1).

Similarmente ao caso do semigrupo de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária, definimos

os conjuntos ΛN e ΛD, respectivamente, por

ΛN (H) = ΛN = {δ + (1); δ ∈ VN (ω) para todo ω ∈ Ωr
O \ ker(ψH)}

e

ΛD(H) = ΛD =

{
γ; γ = VH

(
ψH(ω)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

)
e ]VN (ω) = 1 para ω ∈ Ωr

O \ ker(ψH)

}
.

No caso do semigrupo de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária H, González-Pérez (em

[8]) e Popescu-Pampu (em [21]) introduzem os conjuntos ΓN e ΓD e mostram que ΓN = ΓD

(veja Proposição 1.28). No caso dos conjuntos ΛN e ΛD é óbvio que ΛD ⊆ ΛN . No entanto,

em [12], Hernandes e Panek ilustram através de um exemplo que esta inclusão pode ser

estrita.

Uma importante propriedade do conjunto ΛD(H), que tem estrutura de ΓH-monomódulo,

isto é, ΓH + ΛD(H) ⊂ ΛD(H), é que tal conjunto permite identificarmos termos em uma

parametrização quase ordinária que são pasśıveis de eliminação por meio de mudanças de

coordenadas como dadas na Definição 1.34. Mais especificamente destacamos:

Proposição 1.38. Seja ω =
∑r+1

i=1 (−1)r+1−iPidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 ∈ Ωr
O com

Pi como descrito no Teorema 1.35, γ = VH
(

ψH(ω)
dt1∧···∧dtr

)
∈ ΛD(H) e γi ≥ n para todo i =

1, · · · , r. Podemos eliminar o termo tγ−(n) em S(t) por meio de mudanças de coordenadas

como dadas no Teorema 1.35, sem alterar os termos de S(t) da forma tδ com |δ| < |γ|−nr.

Demonstração. Veja o Colorário 3.6 de [12].

No caso de curvas planas temos sempre que Γ \ {0} ⊂ Λ. No entanto, o mesmo

não ocorre com uma h.q.o. em geral. O teorema a seguir, apresentado por Panek em

[20], identifica o subconjunto ΥH de ΓH que sempre está contido em ΛD(H), bem como

caracteriza sob que condições temos ΥH = ΛD(H).
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Teorema 1.39. Dada H = (tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 · · · tλ1rr u) uma parametrização normalizada de

uma h.q.o., então ΥH ⊆ ΛD(H), onde

ΥH := {δ = (δ1, · · · , δr) ∈ ΓH \ {0}; existe δi 6= 0, com δ − (n) + νi ∈ ΓH} ⊂ ΓH .

Mais ainda, ΥH = ΛD(H) se, e somente se, H é Ã-equivalente à uma h.q.o. quase

homogênea, isto é, H ∼̃
A

(tn1 , · · · , tnr , t
λ11
1 · · · tλ1rr ).

Demonstração. Ver Teorema 3.19 em [20].
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Caṕıtulo 2

Base Standard e o semigrupo de

uma hipersuperf́ıcie quase ordinária

Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização de uma hipersuperf́ıcie quase

ordinária dada por um polinômio f ∈ C{X}[Xr+1] e denotemos por C{B} a subálgebra ge-

rada porB = {tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)} ⊂ Mr, isto é, C{B} = C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)}.
Neste caṕıtulo, apresentaremos um método que permite obter um conjunto Fg =

{f1, · · · , fr+g} de geradores para C{B} tal que {V(fi); 1 ≤ i ≤ r + g} coincide com o

conjunto de geradores do semigrupo de ΓH de H. Em particular, vamos apresentar um

modo alternativo para obter um sistema completo de semirráızes para f .

2.1 Base Standard para subálgebras

Em [10] é apresentado o conceito de Base Standard para subálgebras de K[[t]], em que

K é um corpo, com respeito a uma ordem monomial que permite, no contexto de curvas,

obter os geradores para seu semigrupo. Tal método está baseado na noção de redução de

um elemento de K[[t]] por um conjunto finito F ⊂ K[[t]] com respeito à ordem monomial

fixada. Embora no caṕıtulo anterior tenhamos apresentado conceitos e resultados no con-

texto anaĺıtico, neste caṕıtulo vamos no concentrar no aspecto formal, ou seja, trataremos

de subálgebras de K[[t]].

Vamos estender as noções de [10] para as ordens não necessariamente monomiais (to-

tais), o que permite abordar a situação de h.q.o. e, eventualmente, outras situações na

Teoria de Singularidades e Álgebra Comutativa.

Como antes, um monômio tα1
1 · · · tαrr será denotado por tα onde α = (α1, · · · , αr) ∈ Nr.
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O conjunto de todos os monômios de K[[t]] será denotado por Π. Note que (Π, · ) é

um semigrupo com elemento neutro 1 = t01 · · · t0r e isomorfo ao semigrupo (Nr,+) via a

aplicação

Π −→ Nr

tα 7−→ α.

Uma relação de ordem � sobre Π é compat́ıvel com o produto se:

• 1 � m para todo m ∈ Π;

• m1 � m2, implica que mm1 � mm2 para todos m,m1,m2 ∈ Π.

Note que, se m1 | m2, então m1 � m2.

Uma ordem sobre Π compat́ıvel com o produto é chamada monomial se ela é total.

No que segue vamos considerar a ordem sobre Π induzida pela ordem produto em Nr,

ou seja,

tα1
1 · · · tαrr � tβ11 · · · tβrr ⇐⇒ αi ≤ βi para todo 1 ≤ i ≤ r.

Temos que � é uma ordem compat́ıvel com o produto, mas não é uma ordem monomial

para r > 1.

A ordem � também será denominada de ordem produto sobre Π.

Dado f =
∑

α∈Nr aαt
α ∈ K[[t]] \ {0}, denotaremos Π(f) = {tα;α ∈ Supp(f)} o

conjunto dos monômios que efetivamente ocorrem em f , onde Supp(f) é o suporte de f

como da Definição 1.25.

Note que, os vértices do poliedro de Newton de f correspondem a monômios que

pertencem ao conjunto Min�Π(f) dos elementos minimais de Π(f) com respeito à ordem

produto, ou seja,

{tα;α ∈ VN (f)} ⊆Min�Π(f).

Seja F = {f1, · · · , fm} ⊆ Mr e considere o homomorfismo substituição

SF : K[[y1, · · · , ym]] −→ K[[t]]

g 7−→ g(f1, · · · , fm).

Um F -produto de potências é um elemento da forma

Fα = SF

(
m∏
i=1

yαii

)
=

m∏
i=1

fαii ,
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onde α = (α1, · · · , αm) ∈ Nm.

Indicamos por K[[F ]] a K-subálgebra de K[[t]] dada pela imagem de SF , ou seja,

K[[F ]] = SF (K[[y1, · · · , ym]])

em que a = aF 0 = a
∏m

i=1 f
0
i ∈ K.

No que segue vamos nos ater a conjuntos finitos F ⊆Mr em que todos seus elementos

tenham expoentes dominantes.

Dado f ∈ K[[t]], dizemos que f se reduz a g módulo F , escrevendo

f −→
F

g

se existem um F -produto de potências Fα e a ∈ K, tais que

g = f − aFα,

com g = 0 ou N (g) ( N (f).

Como elementos de F admitem expoente dominante, então o mesmo ocorre com qual-

quer F -produto. Deste modo, a inclusão estrita N (g) ( N (f) indica que existe ao menos

um vértice do poliedro de Newton de f que não pertence ao poliedro de Newton de g, ou

seja, {V(Fα)} = VN (Fα) ⊆ VN (f). Portanto, um elemento f ∈ K[[t]] pode ser reduzido

por F = {f1, · · · , fm} se, e somente se, existe v ∈ VN (f) tal que v ∈ 〈V(f1), · · · ,V(fm)〉.
Note que, tais conceitos e propriedades generalizam os respectivos objetos quando a

ordem é monomial, conforme podemos constatar em [10].

Escreveremos

f −→
F+

g

quando existir uma cadeia, eventualmente infinita, de reduções módulo F , iniciando em

f e finalizando em g, isto é, g não se reduz módulo F . Diremos, neste caso, que g é uma

redução final de f módulo F . Note que se f −→
F+

g, então f − g ∈ K[[F ]].

Uma redução final g de f , por um conjunto finito F , como acima, será chamada de

redução completa, se para todo m ∈ Π(g), m não se reduz módulo F .

Exemplo 2.1. A redução de um elemento por um conjunto F pode não ser única.

Por exemplo, considere f = t41t
12
2 + t81t2 e F = {f1 = t1t

3
2, f2 = t21t

6
2 + t41t

6
2}. Temos que,

g1 = f − f 4
1 = t81t2

g2 = f − f 2
2 = t81t2 + t81t

12
2 + 2t61t

12
2

g3 = f − f 2
1 f2 = t81t2 + t61t

12
2
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são reduções de f por F .

Por este motivo, algumas vezes indicaremos o F -produto pelo qual realizamos a redução

escrevendo

f −→
f41

g1 f −→
f22

g2 f −→
f21 f2

g3 .

O conceito de Base Standard, que tem suas origens na teoria de Bases de Gröebner

para ideais polinomiais, foi estendido para outras estruturas algébricas. Neste caṕıtulo,

abordaremos na situação descrita a seguir:

Definição 2.2. Dizemos que B = {f1, · · · , fm} ⊂ Mr é uma Base Standard de subálgebras,

com respeito à ordem produto �, se todo elemento fi ∈ B admite expoente dominante e,

para todo f ∈ K[[B]] \ {0}, temos

V(Bα) ∈ VN (f)

para algum α ∈ Nm. Uma Base Standard para uma subálgebra A ⊂ K[[t]] é uma Base

Standard de álgebras B, tal que A = K[[B]].

Exemplo 2.3. 1. Sejam d1, · · · , ds ∈ Nr e B = {td1 , · · · , tds}. Temos que B é Base

Standard para K[[B]]. De fato, se f ∈ K[[B]] \ {0}, então δ ∈ VN (f) ⊂ Supp(f) ⊂
〈d1, · · · , ds〉 e, deste modo, podemos expressar

δ =
s∑
i=1

diαi = V(Bα)

com α = (α1, · · · , αs) ∈ Ns.

2. O conjunto B = {f1 = t21, f2 = t22, f3 = t31 + t41t2} não é Base Standard para K[[B]].

De fato,

f = f 2
3 − f 3

1 = 2t71t2 + t81t
2
2 ∈ K[[B]]

mas não existe um B-produto tal que V(Bα) ∈ VN (f). Basta observar que VN (f) =

{(7, 1)} e, como

V(Bα) = α1(2, 0) + α2(0, 2) + α3(3, 0),

não podemos ter 2α1 + 3α3 = 7 e 2α2 = 1.

O conceito de Base Standard, acima introduzido, pode ser caracterizado por meio da

noção de redução.

Proposição 2.4. Seja B = {f1, · · · , fm} ⊂ Mr com fi admitindo expoente dominante e

A = K[[B]]. São equivalentes:
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1. B é Base Standard para A.

2. Todo f ∈ A \ {0} admite uma redução final nula módulo B.

Demonstração. (1) ⇒ (2). Seja g uma redução final de f módulo B, então g ∈ A. Se

g 6= 0, como B é Base Standard para A existe um B-produto tal que V(Bα) ∈ VN (g),

ou seja, existe um vértice v do poliedro de Newton de g tal que v ∈ 〈V(f1), · · · ,V(fm)〉.
Mas, deste modo, g pode ser reduzido por B, contrariando o fato de que g é redução final.

Portanto, devemos ter g = 0.

Para a implicação (2)⇒ (1) tome f ∈ A\{0}. Como f admite uma redução final nula

módulo B, temos que VN (f) ∩ 〈V(f1), · · · ,V(fm)〉 6= ∅, ou seja, existe V(Bα) ∈ VN (f) e,

por definição, B é uma Base Standard para A.

Note que, se B = {f1, · · · , fm} é uma Base Standard e

V(fi) ∈ 〈V(f1), · · · , V̂(fi), · · · ,V(fm)〉, (2.1)

então B1 = B \ {fi} é ainda uma Base Standard.

De fato, um elemento f pode ser reduzido por B se, e somente se, existe α ∈ Nm tal

que

{V(Bα)} = VN (Bα) ⊂ VN (f).

Mas, por (2.1), temos que existe α′ = (α′1, · · · , α̂′i, · · · , α′m) ∈ Nm−1 tal que V(fi) =

V(Bα′
1 ) = V(f

α′1
1 · · · f̂

α′i
i · · · f

α′m
m ), ou seja,

V(Bα) = V(fα1
1 · · · fαmm )

= V(f
α1+α′1αi
1 · · · ̂

f
αi+α′iαi
i · · · fαm+α′mαi

m )

= V(Bα+α′αi
1 ).

Assim, f pode ser reduzido por B1. Além disto, (2.1) indica que podemos reduzir fi por

B1, isto é, existe B1-produto e a ∈ K tal que

g = fi − aBα′

1 ∈ K[[B]]

com g = 0 ou N (g) ( N (fi). Como B é Base Standard podemos continuar o processo e

obter uma redução final nula de fi, ou seja,

fi −→
B+

0.
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Como toda redução por B possibilita uma redução por B1, temos que

fi −→
(B1)+

0

e portanto fi ∈ K[[B]]. Logo, K[[B] = K[[B1]] e B1 é Base Standard para a mesma

subálgebra gerada por B.

Isto motiva a seguinte definição similar ao caso em que se considera ordens monomiais.

Definição 2.5. Uma Base Standard B = {f1, · · · , fm} é mı́nima se para todo fi ∈ B

temos que

V(fi) /∈ 〈V(f1), · · · , V̂(fi), · · · ,V(fm)〉.

Segue do exposto anteriormente que, de uma Base Standard, sempre podemos obter

uma Base Standard mı́nima.

O conceito a seguir é uma adaptação para o contexto de ordem produto que estamos

adotando. Tal conceito, no caso em que se tem uma ordem monomial, possibilita a

obtenção de um processo para obter uma Base Standard.

Definição 2.6. Seja B ⊆ Mr um subconjunto finito de elementos com expoente domi-

nante. Um S-processo de B é uma expressão

aBα − bBβ

com a, b ∈ K, α, β ∈ N]B tais que

N (aBα − bBβ) ( N (Bα) = N (Bβ)

sempre que aBα − bBβ 6= 0.

Na Proposição 2.4 vimos que podemos caracterizar uma Base Standard B por meio

da redução final nula de todos os elementos de K[[B]]. O teorema a seguir refina tal

resultado.

Teorema 2.7. Seja B ⊆ Mr finito, em que todos os seus elementos tenham expoente

dominante. Temos que B é uma Base Standard para K[[B]] se, e somente se, todo S-

processo de B admite redução nula módulo B.

Demonstração. (⇒) Seja S um S-processo de B. Uma vez que S ∈ K[[B]] e como B é

Base Standard para K[[B]], segue que S admite redução nula módulo B.
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(⇐) Seja f ∈ K[[B]] \ {0}, ou seja, podemos escrever

f =
∑
α∈N]B

aαB
α. (2.2)

Denote por P(
∑
aαB

α) o fecho convexo em Rr
+ de

⋃
α∈N]B ;aα 6=0

(
V(Bα) + Rr

+

)
e por

V (
∑
aαB

α) os vértices das faces compactas de P(
∑
aαB

α). Note que,

VN (f) ⊆ N (f) ⊆ P
(∑

aαB
α
)

para qualquer representação como em (2.2). Além disto, veja que podemos ter VN (Bα) =

VN (Bβ) para parcelas aαB
α e aβB

β, com aα 6= 0 6= aβ, em representações como em (2.2).

Dado um vértice v ∈ V (
∑
aαB

α), chamamos amplitude de v em
∑
aαB

α o número

de B-produtos em
∑
aαB

α com aα 6= 0 tais que V(Bα) = v e denotamos

ampv

(∑
aαB

α
)

= ]{Bα; aα 6= 0 e V(Bα) = v} ∈ N \ {0}.

Dentre todas as representações de f como em (2.2), tomemos aquelas minimais com

respeito à inclusão

N (f) ⊆ P
(∑

aαB
α
)

(2.3)

e, dentre estas, escolha uma tal que k =
∑

v∈V (
∑
aαBα) ampv(

∑
aαB

α) seja o menor

posśıvel.

Se existe α ∈ N]B e V(Bα) ∈ VN (f) então, por definição B é uma Base Standard.

Suponha por absurdo que, na representação escolhida com as propriedades acima,

temos V(Bα) /∈ VN (f) para todo α ∈ N]B com aα 6= 0. Em particular, devemos ter que

ampv(
∑
aαB

α) > 1 para todo v ∈ V (
∑
aαB

α).

Tome v′ ∈ V (
∑
aαB

α), então existem α1, α2 ∈ N]B com aα1 6= 0 6= aα2 e v′ =

V(Bα1) = V(Bα2). Deste modo, existe (um único) b ∈ K \ {0} tal que

S = aα1B
α1 − baα2B

α2

é um S-processo.

Por hipótese, S admite redução final nula módulo B, ou seja, podemos escrever

S = aα1B
α1 − baα2B

α2 =
∑
β∈N]B

bβB
β

com

N (
∑
β∈N]B

bβB
β) ( N (Bα1) = V(Bα1) + Rr

+ = v′ + Rr
+, (2.4)
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ou seja, v′ /∈ V (
∑

β∈N]B bβB
β).

Como

aα1B
α1 + aα2B

α2 = S + (b+ 1)aα2B
α2 = (b+ 1)aα2B

α2 +
∑
β∈N]B

bβB
β,

podemos reescrever a representação de f , isto é, obter uma outra expressão de f da forma

f =
∑
α∈N]B

aαB
α = (b+ 1)aα2B

α2 +
∑
β∈N]B

bβB
β +

∑
α∈N]B , α2 6=α 6=α1

aαB
α.

Se b 6= −1 ou ampv′(
∑
aαB

α) > 2, então a nova representação satisfaz

P

(b+ 1)aα2B
α2 +

∑
β∈N]B

bβB
β +

∑
α∈N]B , α2 6=α 6=α1

aαB
α

 = P

( ∑
α∈N]B

aαB
α

)

ou seja, é minimal com respeito à inclusão (2.3). Mas, nesta representação, a amplitude de

v′ é menor que sua amplitude na representação original e a amplitude dos demais vértices

se mantém. Isto contraria a minimalidade do inteiro k.

Por outro lado, se b = −1 e ampv′(
∑
aαB

α) = 2, então

N (f) ⊆ P

 ∑
β∈N]B

bβB
β +

∑
α∈N]B , α2 6=α 6=α1

aαB
α

 ( N
(∑

aαB
α
)

o que contraria a minimalidade de
∑
aαB

α em (2.3).

Portanto, B é Base Standard para K[[B]].

Vejamos mais de perto como são determinados os S-processos de um conjunto finito

B = {f1, · · · , fm} em que cada fi tenha expoente dominante V(fi) = (ai1, · · · , air) ∈ Nr.

Um S-processo S = aBα − bBβ, a menos de constantes, é determinado pelos vetores

α, β ∈ Nm e as soluções do sistema homogêneo de equações lineares diofantinas:

m∑
j=1

αjaj1 =
m∑
j=1

βjaj1

m∑
j=1

αjaj2 =
m∑
j=1

βjaj2 (2.5)

...
m∑
j=1

αjajn =
m∑
j=1

βjajn.
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O conjunto de todas as soluções de (2.5) é um semigrupo aditivo de N2m, gerado pelo

conjunto MS de todas as soluções não nulas de (2.5) que são mı́nimas com respeito à

ordem parcial

(α, β) � (γ, δ) ⇐⇒ αj ≤ γj, βj ≤ δj para j = 1, · · · ,m.

Temos que toda solução de (2.5) é obtida como soma de elementos de MS, isto segue

do Lema de Dickson (veja Corolário 1.3.6 de [15]) e, consequentemente, todo S-processo

de B é determinado se conhecermos o conjunto MS. Há vários métodos para determinar

tal conjunto, veja por exemplo [4].

Um S-processo de B obtido por meio de um elemento de MS será chamado S-processo

mı́nimo.

O Teorema 2.7 apresenta uma caracterização de Base Standard por meio de uma

propriedade de todos os S-processos de um conjunto B, que são em quantidade infinita.

O lema a seguir possibilita reescrever tal caracterização considerando os S-processos

mı́nimos de B, que são em número finito.

Lema 2.8. Seja B ⊂ Mr um conjunto finito de elementos com expoente dominante.

Se todo S-processo mı́nimo de B admite redução nula módulo B, então todo S-processo

S = aBδ − bBε admite uma representação da forma
∑

γ∈N]B aγB
γ tal que

N

 ∑
γ∈N]B

aγB
γ

 ( N (Bδ) = N (Bε).

Demonstração. Seja Si um S-processo mı́nimo de B, que, sem perda de generalidade,

podemos supor Si = Bαi − aiBβi com ai ∈ K univocamente determinado. Por hipótese,

Si −→
B+

0, então podemos expressar Bαi − aiB
βi =

∑
γi∈N]B aγiB

γi , equivalentemente,

Bαi = aiB
βi +

∑
γi∈N]B aγiB

γi com

N

 ∑
γi∈N]B

aγiB
γi

 ( N (Bαi) = N (Bβi).

Dado um S-processo que se expressa, a menos de constante, da forma S = Bδ − aBε.

Temos que,

Bδ =
∏
i∈I

(Bαi)ni e Bε =
∏
i∈I

(Bβi)ni

onde I ⊂ N é um conjunto finito e ni ∈ N.

35



Deste modo,

Bδ =
∏
i∈I

(Bαi)ni =
∏
i∈I

(aiB
βi +

∑
γi∈N]B

aγiB
γi)ni

=
∏
i∈I

(aiB
βi)ni +

∑
θ∈N]B

bθB
θ

= a′Bε +
∑
θ∈N]B

bθB
θ

com N
(∑

θ∈N]B bθB
θ
)
( N (Bε) e a′ =

∏
i∈I a

ni
i .

Como S é um S-processo, devemos ter N (Bδ) = N (Bε). Assim,

N (Bδ − a′Bε) = N

(∑
θ∈N]B

bθB
θ

)
( N (Bδ) = N (Bε).

Como a constante a ∈ K é univocamente determinada, temos que a = a′ e obtemos

uma representação S =
∑

θ∈N]B bθB
θ como desejado.

Como consequência do lema anterior temos um teorema análogo ao Teorema 2.3 de

[10] para o caso da ordem produto que estamos considerando e com os conceitos que

apresentamos anteriormente.

Teorema 2.9. Seja B ⊂Mr finito e cujos elementos tenham expoente dominante. Temos

que B é uma Base Standard para K[[B]] se, e somente se, todo S-processo mı́nimo de B

admite redução nula.

Demonstração. A demonstração é análoga à do Teorema 2.7, usando o lema anterior para

garantir a condição (2.4).

2.2 Base Standard para o anel local de uma h.q.o.

Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) uma parametrização de uma hipersuperf́ıcie quase

ordinária definida por f ∈ C{X1, · · · , Xr+1} irredut́ıvel. Como vimos, a sequência de

C-álgebras

0 −→ (f) −→ C{X1, · · · , Xr+1} −→
H∗

C{B} −→ {0}

em que H∗(h) = h(tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)) e C{B} := C{tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)} é

exata, ou seja, temos o isomorfismo de C-álgebras

Of =
C{X1, · · · , Xr+1}

(f)
≈ C{B}.
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Como B = {tn1 , · · · , tnr , S(t1, · · · , tr)} ⊆ Mr é um conjunto finito de elementos com

expoente dominante, podemos aplicar o método descrito na seção anterior a fim de obter

uma Base Standard para C{B} com respeito à ordem parcial considerada.

O Teorema 2.9, embora permita verificar se um conjunto finito é uma Base Standard

para C{B}, nos faz verificar que reduções finais de todos os S-processos mı́nimos de B

são nulas. Podemos combinar os conceitos de semirráızes e Base Standard de modo que

possamos determinar um conjunto de semirráızes que, unido com B, nos dá uma Base

Standard mı́nima por meio de reduções de S-processos privilegiados.

Para descrever mais precisamente nossa estratégia, usaremos o seguinte lema:

Lema 2.10. Com as notações anteriores, temos que se (f0, · · · , fg) é um sistema completo

de semirráızes para f , então B1 = {h1 = tn1 , · · · , hr = tnr , hr+1, · · · , hr+g} é uma Base

Standard mı́nima para C{B}, onde hr+i = H∗(fi−1) para i = 1, · · · , g.

Demonstração. Inicialmente note que todos os elementos de B1 têm expoente dominante.

Dado h ∈ C{B} \ {0}, temos que VN (h) ⊂ ΓH = 〈ν1, · · · , νr+g〉. Deste modo, cada

vértice v ∈ VN (h) é da forma

v =

r+g∑
i=1

αiνi = V(Bα
1 )

para algum α ∈ Nr+g e por definição B1 é Base Standard para C{B}.
Além disto, como νi /∈ 〈ν1, · · · , ν̂i, · · · νr+g〉 segue que B1 é Base Standard mı́nima para

C{B}.

Lembremos que se λ1 ≺ λ2 ≺ · · · ≺ λg são os expoentes caracteŕısticos generalizados

de H,então podemos escrever (veja Lema 1.13)

S(t) = S(t1, · · · , tr) = tλ1u1 + tλ2u2 + · · ·+ tλgug

com ui ∈ C{t} é uma unidade para todo i = 1, · · · , g.

No método descrito na seção anterior fizemos uso de potências de elementos de C{B},
S-processos e reduções, então vamos apresentar alguns lemas técnicos envolvendo tais

conceitos no contexto de h.q.o..

Comecemos por um lema técnico que nos auxiliará nas próximas análises.

No que segue, se α, β ∈ Nr são tais que α � β, então diremos que β supera ou é igual

a α.
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Lema 2.11. Sejam hi =
∑g−j

j=0 t
V(hi)+λi+j−λiuij ∈ C{t}, onde 1 ≤ i ≤ g e uij ∈ C{t} são

unidades. Os expoentes em que λk contribui no produto hα1
1 · · ·h

αj
j , com j + 1 ≤ k ≤ g e

αj 6= 0, superam ou são ou iguais a

V(hα1
1 · · ·h

αj
j ) + λk − λj =

j∑
i=1

αiV(hi) + λk − λj.

Demonstração. Para todo i = 1, · · · , g temos hi com expoente dominante V(hi) e pela

expressão de hi, um termo em que λk contribui como expoente em hα1
1 · · ·h

αj
j tem expoente

que supera ou é igual ao expoente que obtemos ao considerar o produto do termo com

expoente dominante de hα1
1 · · ·h

αl−1
l · · ·hαjj e o termo em hl com expoente V(hl) +λk−λl,

para algum 1 ≤ l ≤ j tal que αl 6= 0.

Tal produto nos dá o expoente V(hα1
1 · · ·h

αj
j )+λk−λl. Como l ≤ j, λ1 ≺ λ2 ≺ · · · ≺ λg

e αj 6= 0, o expoente acima será mı́nimo ao considerar l = j. Portanto, expoentes de

hα1
1 · · ·h

αj
j que envolvem λk com j + 1 ≤ k ≤ g superam ou são ou iguais à

j∑
i=1

αiV(hi) + λk − λj.

Em particular, temos que

hα1
1 · · ·h

αj
j = tV(h

α1
1 ···h

αj
j )vj + tV(h

α1
1 ···h

αj
j )+λj+1−λjvj+1 + · · ·+ tV(h

α1
1 ···h

αj
j )+λg−λjvg

com v1, · · · , vg unidades em C{t}.

Observação 2.12. Note que, se hα0
0 = t(a1,··· ,ar)n, então o Lema 2.11 continua válido ao

considerarmos

hα0
0 h

α1
1 · · ·h

αj
j

com αj 6= 0, ou seja, os expoentes para os quais λk contribuem para j + 1 ≤ k ≤ g no

produto anterior, superam ou são iguais a V(hα0
0 · · ·h

αj
j ) + λk − λj.

Nossa estratégia para obter uma Base Standard para C{B} será exibir um conjunto

Fg ⊃ B de elementos com expoente dominante que contém semirráızes e satisfaz o Lema

2.10. Para tanto, construiremos uma cadeia

B = F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fg

agregando reduções de S-processos privilegiados e obtidos por meio das propriedades dos

expoentes caracteŕısticos dadas no Lema 1.13.
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Denote h1 = tn1 , · · · , hr = tnr , hr+1 = S(t) e F1 = B. Note que hi = H∗(Xi) para

i = 1, · · · , r + 1.

Temos que νr+1 := V(hr+1) = λ1 e como λ1 /∈ Q0 e n1λ1 ∈ Q0 segue que hn1
r+1 pode ser

reduzido mod F1, isto é, reduzido por F1. Usando o Lema 2.11 para expressar a potência

hn1
r+1, temos o S-processo

S1 = hn1
r+1 − h

α1
1

1 · · ·hα
1
r
r = tn1λ1u′1 + t(n1−1)λ1+λ2u′2 + · · ·+ t(n1−1)λ1+λgu′g − tnα

1

= tn1λ1(u′1 − 1) + t(n1−1)λ1+λ2u′2 + · · ·+ t(n1−1)λ1+λgu′g

com nα1 = n1λ1 = V(hn1
r+1) e u′1 − 1 não unidade.

Vamos mostrar que todos os termos de tn1λ1(u′1− 1) podem ser reduzidos mod F1. De

fato, segue do Lema 1.13 que todos os expoentes de tn1λ1(u′1 − 1) pertencem a Q1. Por

[2], temos que o vetor de Frobenuis F1 do semigrupo Γ1 = 〈ν1, · · · , νr, νr+1〉 é

F1 = (n1 − 1)νr+1 − (n) = n1λ1 − λ1 − (n) ≺ n1λ1.

Como todos os expoentes de tn1λ1(u′1 − 1) superam n1λ1 e portanto, superam F1, segue

(Teorema 1.32) que tais expoentes pertencem a Γ1. Logo, os termos respectivos podem

ser reduzidos mod F1. Os F1-produtos utilizados em tal redução são da forma

h
β1
1

1 · · ·hβ
1
r
r h

β1
r+1

r+1 = tnβ
1

(tβ
1
r+1λ1u′′1 + t(β

1
r+1−1)λ1+λ2u′′2 + · · ·+ t(β

1
r+1−1)λ1+λgu′′g).

onde β1
r+1 pode ser considerado 0 ≤ β1

r+1 < n1 usando a representação padrão de um

elemento de Γ1.

Defina,

hr+2 = hn1
r+1 − h

α1
1

1 · · ·hα
1
r
r −

∑
c(β1

1 ,··· ,β1
r+1)h

β1
1

1 · · ·hβ
1
r
r h

β1
r+1

r+1

a redução final de hn1
r+1 − h

α1
1

1 · · ·h
α1
r
r mod F1 com c(β1

1 ,··· ,β1
r+1) ∈ C.

Note que os expoentes em h
β1
1

1 · · ·h
β1
r
r h

β1
r+1

r+1 nos quais λi contribui, em virtude do Lema

2.11, superam ou são iguais a

(β1
r+1 − 1)λ1 + λi + nβ1 = β1

r+1λ1 + nβ1 + λi − λ1 � n1λ1 + λi − λ1 = (n1 − 1)λ1 + λi

pois β1
r+1λ1 + nβ1 = V(h

β1
1

1 · · ·h
β1
r
r h

β1
r+1

r+1 ) � n1λ1 e no S-processo S1, os fatores da forma

hβ11 · · ·hβrr h
βr+1

r+1 eliminam termos de tn1λ1(u′1 − 1).

Segue assim, que

hr+2 = t(n1−1)λ1+λ2v2 + · · ·+ t(n1−1)λ1+λgvg = tνr+2v2 + tνr+2−λ2+λ3v3 + · · ·+ tνr+2−λ2+λgvg

com νr+2 = V(hr+2) = (n1 − 1)λ1 + λ2.
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Como νr+2 /∈ Γ1 e νr+2 � n1λ1 = n1νr+1, temos que hr+2 será acrescentado a F1.

Obtemos então,

F2 := {h1, · · · , hr, hr+1, hr+2}.

e por construção temos que hr+2 = H∗(f1) com f1 ∈ C{X}[Xr+1] mônico e degXr+1(f1) =

n1.

Pelo Lema 1.13 e Proposição 1.30, temos n2νr+2 ∈ Γ1 e, portanto, podemos considerar

o S-processo S2 = hn2
r+2 − aαh

α2
1

1 · · ·h
α2
r+1

r+1 , que, pelo Lema 2.11, se expressa como

S2 = tn2νr+2v′2 + t(n2−1)νr+2+νr+2−λ2+λ3v′3 + · · ·+ t(n2−1)νr+2+νr+2−λ2+λgv′g

−tnα2

(tα
2
r+1λ1u′′′1 + t(α

2
r+1−1)λ1+λ2u′′′2 + · · ·+ t(α

2
r+1−1)λ1+λgu′′′g )

com nα2 + α2
r+1λ1 = n2νr+2 = V(hn2

r+2).

Note que, para todo i = 2, · · · , g, temos

nα2 + (α2
r+1 − 1)λ1 + λi = nα2 + α2

r+1λ1 + λi − λ1 = n2νr+2 + λi − λ1 � n2νr+2 + λi − λ2

pois λ2 � λ1. Portanto,

hn2
r+2−aαh

α2
1

1 · · ·h
α2
r+1

r+1 = tn2νr+2(v′2−u′′′1 − tλ2−λ1u′′′2 )+ tn2νr+2−λ2+λ3v′′3 + · · ·+ tn2νr+2−λ2+λgv′′g

com v′2−u′′′1 −tλ2−λ1u′′′2 não unidade e com todos os expoentes de tn2νr+2(v′2−u′′′1 −tλ2−λ1u′′′2 )

em Q2.

Calculando o vetor de Frobenius F2 de Γ2 = 〈ν1, · · · , νr, νr+1, νr+2〉, obtemos

F2 = (n1 − 1)νr+1 + (n2 − 1)νr+2 − n = n2νr+2 − λ2 − n ≺ n2νr+2.

Assim, todos os expoentes de tn2νr+2(v′2 − u′′′1 − tλ2−λ1u′′′2 ) superam F2. Portanto, tais

expoentes pertencem a Γ2 e os termos com tais expoentes podem ser reduzidos mod F2.

Tais reduções são feitas através de F2-produtos do tipo

h
β2
1

1 · · ·h
β2
r+1

r+1 h
β2
r+2

r+2 = tnβ
2

(tβ
2
r+1λ1u′′′′1 + t(β

2
r+1−1)λ1+λ2u′′′′2 + · · ·+ t(β

2
r+1−1)λ1+λgu′′′′g )

· (tβ2
r+2νr+2v′′′2 + t(β

2
r+2−1)νr+2+νr+2−λ2+λ3v′′′3 + · · ·

+t(β
2
r+2−1)νr+2+νr+2−λ2+λgv′′′g )

com expoente dominante nβ2 + β2
r+1λ1 + β2

r+2νr+2 � n2νr+2, pois cancela com termos de

tn2νr+2(v′2 − u′′′1 − tλ2−λ1u′′′2 ).

Novamente, pela representação padrão de um elemento de Γ2, podemos assumir que

0 ≤ β2
r+1 < n2. Além disto, pelo Lema 2.11, para qualquer 3 ≤ i ≤ g, os termos de

hβ11 · · ·h
βr+1

r+1 h
βr+2

r+2 nos quais λi contribui, tem expoentes que superam ou são iguais a

nβ2 + β2
r+1λ1 + β2

r+2νr+2 − λ2 + λi.
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Logo, definindo a redução final de hn2
r+2 − aαh

α2
1

1 · · ·h
α2
r+1

r+1 mod F2 por

hr+3 = hn2
r+2 − aαh

α2
1

1 · · ·h
α2
r+1

r+1 −
∑

c(β2
1 ,··· ,β2

r+1)h
β2
1

1 · · ·h
β2
r+2

r+2 ,

com c(β2
1 ,··· ,β2

r+1) ∈ C, segue que

hr+3 = tn2νr+2−λ2+λ3w3 + tn2νr+2−λ2+λ4w4 + · · ·+ tn2νr+2−λ2+λgwg

onde νr+3 = V(hr+3) = n2νr+2− λ2 + λ3. Note que, νr+3 � n2νr+2. Como νr+3 /∈ Γ2, hr+3

será acrescentado a F2 no próximo passo e consideramos

F3 := {h1, · · · , hr, hr+1, hr+2, hr+3}.

Novamente, a construção realizada nos dá que hr+3 = H∗(f2) com f2 ∈ C{X}[Xr+1]

mônico e com degXr+1(f2) = n2· degXr+1(f1) = n1n2.

De modo análogo, como n3νr+3 ∈ Γ2 podemos considerar um S-processo da forma

hn3
r+3 − aαh

α3
1

1 · · ·h
α3
r+2

r+2 , com aα ∈ C \ {0}. A redução final do S-processo obtido mod F3,

fornece hr+4 tal que V(hr+4) /∈ Γ3 e, portanto, será acrescentada a F3 obtendo

F4 := {h1, · · · , hr+3, hr+4}.

em que hr+3 = H∗(f3) e f3 cumpre as condições de uma semirraiz.

Prosseguindo desta forma até hr+g−1, encontramos no (g − 1)-ésimo passo

Fg := {h1, · · · , hr, hr+1, · · · , hr+g}

tal que para todo j = 1, · · · , g tem-se

νr+j = V(hr+j) = nj−1νr+j−1 − λj−1 + λj

com νr+j /∈ Qj−1, νr+j ∈ Qj, νr+j � nj−1νr+j−1, njνr+j ∈ Γj−1 e

hr+j = tνr+juj,j + tνr+j−λj+λj+1uj+1,j + · · ·+ tνr+j−λj+λgug,j.

com hr+j = H∗(fj) e fj uma semirraiz para f .

Sejamos mais rigorosos, vamos mostrar que ao reduzimos o S-processo

h
nj
r+j − aαh

α1
1 · · ·h

αr+1

r+1 · · ·h
αr+j−1

r+j−1 mod Fj, obtemos hr+j+1, como descrito acima. De fato,

como njνr+j ∈ Γj−1 = 〈ν1, · · · , νr, νr+1, · · · , νr+j−1〉, temos, pelo Lema 2.11, que

h
nj
r+j − aαh

α1
1 · · ·h

αr+j−1

r+j−1 = tnjνr+juj,j + tnjνr+j−λj+λj+1uj+1,j + · · ·+ tnjνr+j−λj+λgug,j − tnα

· (tαr+1νr+1u1,1 + t(αr+1−1)νr+1+λ2u2,1 + · · ·+ t(αr+1−1)νr+1+λgug,1)

(tαr+2νr+2u2,2 + tαr+2νr+2−λ2+λ3u3,2 + · · ·+ tαr+2νr+2−λ2+λgug,2)

· · · (tαr+j−1νr+j−1uj−1,j−1 + tαr+j−1νr+j−1−λj−1+λjuj,j−1 + · · ·
+tαr+j−1νr+j−1−λj−1+λgug,j−1)
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com expoente dominante nα +
∑j−1

i=1 αr+iνr+i = njνr+j e com 0 ≤ αr+i < ni para i =

1, · · · , j − 1.

Novamente, pelo Lema 2.11, temos que para k = j, · · · , g, todo expoente de uma

parcela na qual λk contribui, supera

αr+1νr+1 + · · ·+ αr+j−1νr+j−1 + nα− λj−1 + λk =

j−1∑
i=1

αr+iνr+i + nα + λk − λj−1

= njνr+j + λk − λj−1

� njνr+j + λk − λj

pois λj � λj−1. Então, podemos escrever

h
nj
r+j − aαh

α1
1 · · ·h

αr+j−1

r+j−1 = tnjνr+j(uj,j − uj−1,j−1 − tλj−λj−1uj,j−1)

+tnjνr+j−λj+λj+1u′j+1,j + · · ·+ tnjνr+j−λj+λgu′g,j

com uj,j − uj−1,j−1 − tλj−λj−1uj,j−1 não unidade e os expoentes de tnjνr+j(uj,j − uj−1,j−1 −
tλj−λj−1uj,j−1) pertencentes a Qj. Por [2], o vetor Frobenius Fj do semigrupo

Γj = 〈ν1, · · · , νr, νr+1, · · · , νr+j〉 é dado por

Fj = (n1 − 1)νr+1 + · · ·+ (nj − 1)νr+j − n

= njνr+j + (n1νr+1 − νr+2) + · · ·+ (nj−1νr+j−1 − νr+j)− νr+1 − n ≺ njνr+j

pois, pelo que vimos, nl−1νr+l−1 ≺ νr+l, para l = 2, · · · , j − 1. Assim, todos os expoentes

de tnjνr+j(uj,j − uj−1,j−1 − tλj−λj−1uj,j−1) superam Fj e, portanto, seus termos podem ser

reduzidos mod Fj.

Os Fj-produtos utilizados em tais reduções podem ser tomados da forma

hβ11 · · ·h
βr+j
r+j = tnβ(tβr+1νr+1u′′1,1 + t(βr+1−1)νr+1+λ2u′′2,1 + · · ·+ t(βr+1−1)νr+1+λgu′′g,1)

(tβr+2νr+2u′′2,2 + tβr+2νr+2−λ2+λ3u′′3,2 + · · ·+ tαr+2νr+2−λ2+λgu′′g,2) · · ·

(tβr+jνr+ju′′j,j + tβr+jνr+j−λj+λj+1u′′j+1,j + · · ·+ tβr+jνr+j−λj+λgu′′g,j)

com 0 ≤ βr+i < ni, para i = 1, · · · , j, e com expoente nβ +
∑j−1

i=1 βr+iνr+i � njνr+j, pois

cancelam expoentes presentes nos termos de tnjνr+j(uj,j−uj−1,j−1− tλj−λj−1uj,j−1). Outra

vez, pelo Lema 2.11, temos que para k = j + 1, · · · , g, todo expoente de uma parcela do

Fj-produto em que λk contribui, supera

βr+jνr+j − λj + λk + βr+1νr+1 + · · ·+ βr+j−1νr+j−1 + nβ =

j∑
i=1

βr+iνr+i + nβ + λk − λj

� njνr+j + λk − λj.
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Considerando a redução final de h
nj
r+j − aαh

α1
1 · · ·h

αr+j−1

r+j−1 mod Fj

hr+j+1 = h
nj
r+j − aαh

α1
1 · · ·h

αr+j−1

r+1 −
∑

c(β1,··· ,βr+j)h
β1
1 · · ·h

βr+j
r+j ,

segue que

hr+j+1 = tnjνr+j−λj+λj+1uj+1,j+1 + · · ·+ tnjνr+j−λj+λgug,j+1

onde νr+j+1 = V(hr+j+1) = njνr+j − λj + λj+1 ∈ Qj+1 \Qj e nj+1νr+j+1
∈ Γj+1.

Deste modo, obtemos

Fg := {h1, · · · , hr, hr+1, · · · , hr+g}

de modo que, para todo j = 1, · · · , g, tem-se

V(hr+j) = nj−1νr+j−1 − λj−1 + λj = νr+j

com νr+j ∈ Qj \Qj−1, njνr+j ∈ Γj−1 e

hr+j = tνr+juj,j + tνr+j−λj+λj+1uj+1,j + · · ·+ tνr+j−λj+λgug,j

tal que hr+j = H∗(fj−1) e fj−1 uma semirraiz para f com j = 1, · · · , g.

Note que no processo acima, fomos direcionados por S-processos privilegiados a fim

de obter semirráızes para f , que, por sua vez, em virtude do Lema 2.10, nos dá uma Base

Standard mı́nima para C{B}.
O enfoque que abordamos aqui para relacionar Base Standard e semirráızes pode

possibilitar aplicações em outros ramos da Álgebra Comutativa e Teoria de Singularidades

que fazem parte de projetos futuros.

Ilustremos o processo acima com um exemplo:

Exemplo 2.13. Considere ξ = X
3
2
1 X

3
2
2 +X

7
4
1 X

7
4
2 +X

15
8

1 X
15
8

2 ∈ C{X
1
8
1 , X

1
8
2 }, que em virtude

do Lema 1.13 é um ramo quase ordinário de f com n = 8, λ1 = (12, 12), λ2 = (14, 14) e

λ3 = (15, 15). Então g = 3 e para n1, n2, n3 temos:

n1 = ] (Q1/Q0) = min{k; k(12, 12) ∈ Q0 = 8Z2}, o que implica n1 = 2,

n2 = ] (Q2/Q1) = min{k; k(14, 14) ∈ Q1 = 8Z2 + Z(12, 12)}, o que implica n2 = 2

e, como 8 = n1n2n3 = 2· 2·n3, segue que n3 = 2.

A parametrização quase ordinária associada é dada por

H =
(
t81, t

8
2, t

12
1 t

12
2 + t14

1 t
14
2 + t15

1 t
15
2

)
.
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De (1.2) temos que os geradores do semigrupo de H são γ1 = (12, 12), γ2 = (26, 26) e

γ3 = (53, 53).

Vamos determinar uma Base Standard para B = {t81, t82, t12
1 t

12
2 + t14

1 t
14
2 + t15

1 t
15
2 } ⊆ M2.

Seguindo as notações desta seção, temos h1 = t81, h2 = t82, h3 = t12
1 t

12
2 + t14

1 t
14
2 + t15

1 t
15
2

e F1 = B. Note que hi = H∗(Xi) para i = 1, 2, 3, ν3 := V(h3) = γ1 = (12, 12).

Como n1λ1 = 2(12, 12) = 3(8, 8) ∈ Q0 temos o S-processo

S1 = h2
3 − h3

1h
3
2

= 2t26
1 t

26
2 + 2t27

1 t
27
2 + t28

1 t
28
2 + 2t29

1 t
29
2 + t30

1 t
30
2

com VN (S1) = (26, 26) /∈ Γ1 = 〈(8, 0), (0, 8), (12, 12)〉 e, portanto, S1 coincide com sua

redução final mod F1.

Assim, segue que h4 = S1 e ν4 = V(h4) = γ2 = (26, 26). Como ν4 /∈ Γ1 e (26, 26) =

ν4 � n1ν3 = (24, 24), temos que h4 será acrescentado a F1. Obtemos então,

F2 := {h1, h2, h3, h4}

e por construção temos que h4 = H∗(f1) com f1 = X2
3 − X3

1X
3
2 ∈ C{X}[X3] mônico e

degX3(f1) = n1 = 2.

Como n2ν4 = 2· (26, 26) = (52, 52) = 5(8, 8) + (12, 12) ∈ Γ1, podemos considerar agora

um S-processo S2 dado por

S2 = h2
4 − 4h5

1h
5
2h3

= 8t53
1 t

53
2 + 4t54

1 t
54
2 + 8t55

1 t
55
2 + 13t56

1 t
56
2 + 8t57

1 t
57
2 + 6t58

1 t
58
2 + 4t59

1 t
59
2 + t60

1 t
60
2 .

com VN (S2) = (53, 53) /∈ Γ2 = 〈(8, 0), (0, 8), (12, 12), (26, 26)〉 e, portanto, S2 coincide

com sua redução final mod F2.

Assim, h5 = S2 e ν5 = V(h5) = γ3 = (53, 53). Como ν5 /∈ Γ2 e (53, 53) = ν5 � n2ν4 =

(52, 52), temos que h5 será acrescentado a F2. Obtemos então,

F3 := {h1, h2, h3, h4, h5}

e, por construção, temos que h5 = H∗(f2) com

f2 = (X2
3 −X3

1X
3
2 )2 − 4X5

1X
5
2X3 = X4

3 − 2X3
1X

3
2X

2
3 − 4X5

1X
5
2X3 +X6

1X
6
2 ∈ C{X}[X3]

mônico e degX3(f2) = n2· degX3(f1) = 4.

Portanto, em virtude do Lema 2.10, segue que F3 é uma Base Standard para C{B},
f0 = X3, f1, f2 são semirráızes da série que define a h.q.o. e o semigrupo associado é

Γ = 〈(8, 0), (0, 8), (12, 12), (26, 26), (53, 53)〉.
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Caṕıtulo 3

H.q.o. associadas a outras h.q.o.

No Exemplo 2.13, abordamos um ramo quase ordinário que possui uma propriedade par-

ticular, todos os expoentes de ξ = X
3
2
1 X

3
2
2 + X

7
4
1 X

7
4
2 + X

15
8

1 X
15
8

2 pertencem à diagonal de

Q2. Tal fato sugere a investigação de quais propriedades de ξ são obtidas dos ramos da

curva plana originada ao trocarmos X1X2 por X, isto é, ξ′ = X
3
2 +X

7
4 +X

15
8 , cuja para-

metrização associada é (T 8, T 12 + T 14 + T 15). Mais precisamente, o exemplo mencionado

sugere um modo de obtermos uma h.q.o. de uma dimensão por meio de uma h.q.o. de

dimensão menor.

Neste caṕıtulo abordamos um modo de obter h.q.o. em Cr a partir de uma h.q.o. em

Cs com s < r. O objetivo de tal construção é obter uma h.q.o. de modo que seus inva-

riantes possam ser obtidos por meio dos invariantes de uma hipersuperf́ıcie de dimensão

menor. Ainda neste caṕıtulo, exploramos mudanças de coordenadas que preservam tal

propriedade, ou seja, o fato de uma h.q.o. estar associada a uma outra h.q.o..

Seja Hs uma hipersuperf́ıcie quase ordinária em Cs dada por uma parametrização

Hs = (un1 , · · · , uns , S(u1, · · · , us)).

Tome r ∈ N com r > s e

P = {{α0 + 1, α0 + 2, · · · , α1}, {α1 + 1, α1 + 2, · · · , α2}, · · · , {αs−1 + 1, αs−1 + 2, · · · , αs}} ,

com 0 = α0 < α1 < · · · < αs = r uma partição de {1, 2, · · · , r}.
Dada uma partição P de {1, · · · , r} como acima, definimos o homomorfismo injetor
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de C-álgebras

TP : C{u1, · · · , us} −→ C{t1, · · · , tr}

u1 7→ t1 · · · tα1 =: tα1

u2 7→ tα1+1 · · · tα2 =: tα2

...

us 7→ tαs−1+1 · · · tαs =: tαs

e consideremos a hipersuperf́ıcie Hr = (tn1 , · · · , tns , TP (S) = S(tα1
, · · · , tαs)).

Definição 3.1. Dada uma hipersuperf́ıcie quase ordinária Hs em Cs, a hipersuperf́ıcie

Hr em Cr obtida como acima, a partir de Hs e da partição P de {1, · · · , r}, será dita

associada a Hs e, neste caso, denotaremos Hs  
P
Hr.

Pelo modo como obtemos Hr, segue que, se δ é expoente de um termo de S(u1, · · · , us),
então δP = (δ1, · · · , δ1, δ2, · · · , δ2, · · · , δr, · · · , δr) é expoente de TP (S), onde cada δi se

repete αi − αi−1 vezes com i = 1, · · · , r.
Dada uma partição P de {1, · · · , r} como dada anteriormente, associamos a ela a

matriz s× r dada por

MP = (mij)1≤i≤s,1≤j≤r =



1 · · · 1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0

0 · · · 0 1 · · · 1 · · · 0 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...

0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 1


onde

mij =

1, se αi−1 + 1 ≤ j ≤ αi

0, caso contrário.

Note que, δP = δ ·MP .

Vamos mostrar que Hr com Hs  
P
Hr é de fato uma parametrização de uma h.q.o..

Proposição 3.2. Se Hs é uma parametrização de uma hipersuperf́ıcie quase ordinária,

P é uma partição de {1, · · · , r} dada como anteriormente e Hr é tal que Hs  
P
Hr, então

Hr é também quase ordinária.

Demonstração. Basta verificar que Hr satisfaz as condições do Lema 1.13 adaptado para

parametrizações. Sejam λi, i = 1, · · · , g, os expoentes caracteŕısticos de Hs.
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(i) Como λi ≺ λj para i < j, segue imediatamente que λiP ≺ λjP para i < j.

(ii) Por construção, se S(u) =
∑
aβu

β1
1 · · ·uβss , então

S(t) = TP (S(u)) =
∑

aβt
β1
α1
· · · tβsαs .

Se aβ 6= 0, como Hs é h.q.o., então β ∈ nZs +
∑

λi�β Zλi.

Note que, β ·MP := β
P

e nZs ·MP +
∑

λi�β Zλi ·MP ⊂ nZr +
∑

λiP�βP
ZλiP . Temos

assim que,

β ∈ nZs +
∑
λi�β

Zλi ⇒ β ·MP ∈ (nZs +
∑
λi�β

Zλi) ·MP

⇒ β
P
∈ nZs ·MP +

∑
λi�β

Zλi ·MP

⇒ β
P
∈ nZr +

∑
λiP�βP

ZλiP .

(iii) É imediato, pelo modo como foram obtidos os expoentes λiP , que

λi /∈ Zs +
∑
λj≺λi

Zλj ⇒ λiP /∈ Zr +
∑

λjP≺λiP

ZλjP .

Deste modo, todas as condições do Lema 1.13 são satisfeitas e Hr é parametrização

de uma h.q.o..

Observação 3.3. Segue imediatamente da Proposição 3.2 que, se λi é expoente carac-

teŕıstico de Hs, então λiP = λi ·Mp é expoente caracteŕıstico de Hr.

Denotemos Qr
i e Qs

i os subgrupos definidos na página 12 do Caṕıtulo 1, nri = ]
Qri
Qri−1

,

nsi = ]
Qsi
Qsi−1

, λsi e λri = λsi ·MP , os expoentes caracteŕısticos associados à Hr e Hs, respec-

tivamente. Note que,

Qs
0 = nZs ⇒ Qs

0 ·MP = nZs ·MP ⊂ nZr = Qr
0;

Qs
1 = Qs

0 + Zλs1 ⇒ Qs
1 ·MP = Qs

0 ·MP + Zλr1 ⊂ Qr
0 + Zλr1 = Qr

1;
...

Qs
g = Qs

g−1 + Zλsg ⇒ Qs
g ·MP = Qs

g−1 ·MP + Zλrg ⊂ Qr
g−1 + Zλrg = Qr

g.

Como nsiλ
s
i ∈ Qs

i−1, temos que nsiλ
r
i = nsiλ

s
i ·MP ∈ Qs

i−1 ·MP ⊂ Qr
i−1. Assim, nri ≤ nsi .

Por outro lado, como λsi ·MP = λri , segue que nriλ
s
i ·MP = nriλ

r
i ∈ Qr

i−1. Então, podemos
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escrever nriλ
s
i ·MP = mi−1λ

r
i−1 + mi−2λ

r
i−2 + · · · + m1λ

r
1 + nmr, com mj ∈ Z para todo

j = 1, · · · , i− 1 e mr ∈ Zr. Deste modo, temos

nriλ
s
i ·MP = (mi−1λ

s
i−1 +mi−2λ

s
i−2 + · · ·+m1λ

s
1) ·MP + nmr

e assim mr = ms ·MP para algum ms ∈ Zs. Portanto,

nriλ
s
i = mi−1λ

s
i−1 +mi−2λ

s
i−2 + · · ·+m1λ

s
1 + nms ∈ Qs

i−1

e nsi ≤ nri . Logo, devemos ter nri = nsi =: ni para todo i = 1, · · · , g.

Segue das relações demonstradas acima e da definição dos geradores do semigrupo

(veja (1.2)) de uma h.q.o. que, se γsi e γri denotam tais geradores, então γri = γsi ·MP ,

para todo i = 1, · · · , g. De fato,

γr1 = λr1 = λs1·MP = γs1·MP .

Agora, para 1 < i ≤ g, segue por indução que:

γri = ni−1γ
r
i−1 + λri − λri−1

= ni−1γ
s
i−1·MP + λsi ·MP − λsi−1·MP

= (ni−1γ
s
i−1 + λsi − λsi−1)·MP

= γsi ·MP .

Lembremos que o vetor de Frobenius do semigrupo de Hs é dado por

FHs =

g∑
k=1

(nk − 1)γsk − (n).

Note que,

FHs ·MP =

g∑
k=1

(nk − 1)γsk ·MP − (n) ·MP

=

g∑
k=1

(nk − 1)γrk − (n)P = FHr .

Dessa forma, temos a relação

FHr = FHs ·MP ,

na qual FHr denota o vetor de Frobenius do semigrupo associado à Hr.

Continuemos analisando como estão relacionados os invariantes das hipersuperf́ıcies

determinadas por Hs e Hr.
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Sejam Hs e Hr como acima, isto é, Hs  
P
Hr. Como vimos na Proposição 3.2, temos

que tais hipersuperf́ıcies têm o mesmo gênero g.

Se mult(H) denota a multiplicidade de uma h.q.o. definida por um ramo quase or-

dinário normalizado, então temos quemult(Hs) = min{n, |λs1|} emult(Hr) = min{n, |λr1|}.
Como λr1 = λs1·MP , então |λr1| > |λs1| e assim, mult(Hs) ≤ mult(Hr), com igualdade sem-

pre que mult(Hs) = n.

Denote Γs e Γr os semigrupos de Hs e Hr, respectivamente. Uma vez que

Γs = 〈nθsi , γsj ; 1 ≤ i ≤ s e 1 ≤ j ≤ g〉, então segue que Γr = 〈nθri , γrj ; 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤
j ≤ g〉 onde, γrj = γsj ·MP , θsi e θri denotam os elementos da base canônica de Qs e Qr,

respectivamente. Deste modo, denotando por 〈γs1, · · · , γsg〉 ·MP o conjunto de todos os

vetores do semigrupo 〈γs1, · · · , γsg〉 multiplicado pela matriz MP , temos

Γr = nNr + 〈γs1, · · · , γsg〉 ·MP

= nNr + nNs ·MP + 〈γs1, · · · , γsg〉 ·MP

= nNr + (nNs + 〈γs1, · · · , γsg〉) ·MP

= nNr + Γs ·MP .

Note que, da relação acima segue que, se δ ∈ Γs, então δ ·MP ∈ Γr. Por outro lado,

se δ ∈ Γr, não necessariamente temos δ ∈ Γs ·MP , ou seja, nem sempre existe δ′ ∈ Γs

tal que δ = δ′ ·MP . Por exemplo, ν1 = nθr1 = (n, 0, · · · , 0) ∈ Γr é tal que nθr1 /∈ Γs ·MP

para qualquer que seja a matriz MP associada a uma partição de {1, · · · , r} como estamos

considerando, com α1 > 1. Neste sentido, o que podemos afirmar é resultado da seguinte

proposição.

Proposição 3.4. Se δ ∈ Ns é tal que δ ·MP ∈ Γr, então δ ∈ Γs.

Demonstração. Temos,

Γs = nNs +

g∑
j=1

Nγsj e Γr = nNr +

g∑
j=1

Nγsj ·MP .

Como δ · MP ∈ Γr podemos tomar sua representação padrão (veja página 20 do

Caṕıtulo 1) dada por

δ ·MP = na+

g∑
j=1

bjγ
s
j ·MP

com a = (a1, · · · , ar) ∈ Nr e 0 ≤ bj < nj = nsj = nrj para todo j = 1, · · · , g. Considerando
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as coordenadas do vetor acima obtemos o seguinte sistema

δ1 = nai +

g∑
j=1

bjγ
s
j1, 1 = α0 + 1 ≤ i ≤ α1

δ2 = nai +

g∑
j=1

bjγ
s
j2, α1 + 1 ≤ i ≤ α2

...

δs = nai +

g∑
j=1

bjγ
s
js, αs−1 + 1 ≤ i ≤ αs = r

o que implica a1 = · · · = aα1 , aα1+1 = · · · = aα2 , · · · , aαs−1+1 = · · · = aαs . Portanto,

existe as ∈ Ns tal que a = as ·MP e podemos escrever

δ ·MP = nas ·MP +

g∑
j=1

bjγ
s
j ·MP =

(
nas +

g∑
j=1

bjγ
s
j

)
·MP .

Consequentemente, δ = nas +
∑g

j=1 bjγ
s
j , com as ∈ Ns e 0 ≤ bj < nj para j = 1, · · · , g.

Logo, δ ∈ Γs.

No Teorema 1.39, o subconjunto Υ ⊂ Γ foi introduzido e se destaca por possibilitar que

identifiquemos termos em uma parametrização de uma h.q.o. que podem ser eliminados

por meio de mudanças de coordenadas.

Sejam Υs, Υr os conjuntos como acima mencionados e associados a Hs e Hr, respec-

tivamente, com Hs  
P
Hr. Vamos explorar algumas relações entre tais conjuntos.

Proposição 3.5. Se δ ∈ Ns é tal que δ ·MP ∈ Υr, então δ ∈ Υs.

Demonstração. Como δ ·MP ∈ Υr, então temos δ ·MP ∈ Γr e, se existe 1 ≤ i ≤ r tal que

(δ ·MP )i 6= 0 então δ ·MP − (n)r + nθri ∈ Γr.

Podemos supor sem perda de generalidade que i = 1, isto é, (δ · MP )1 6= 0 com

δ ·MP − (n)r + nθr1 ∈ Γr. Segue da Proposição 3.4 que δ ∈ Γs. Além disto, usando a

notação da referida proposição, consideremos a representação padrão

δ ·MP − (n)r + nθr1 = na+

g∑
j=1

bjγ
s
j ·MP

com a = (a1, · · · , ar) ∈ Nr e 0 ≤ bj < nj para todo j = 1, · · · , g. Novamente, considerando
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as coordenadas do vetor anterior, obtemos o sistema

δ1 = na1 +

g∑
j=1

bjγ
s
j1

δ1 − n = nai +

g∑
j=1

bjγ
s
j1, 1 < i ≤ α1

δ2 − n = nai +

g∑
j=1

bjγ
s
j2, α1 + 1 ≤ i ≤ α2

...

δs − n = nai +

g∑
j=1

bjγ
s
js, αs−1 + 1 ≤ i ≤ αs

o que implica a1 − 1 = a2 = · · · = aα1 , aα1+1 = · · · = aα2 , · · · , aαs−1+1 = · · · = aαs .

Tomando as = (a1, aα2 , · · · , aαs) ∈ Ns, segue que δ − (n) + nθs1 ∈ Ns é tal que

δ − (n) + nθs1 = nas +

g∑
j=1

bjγ
s
j .

Portanto, temos δ − (n) + nθs1 ∈ Γs e consequentemente δ ∈ Υs.

Enquanto, Γs·MP ⊂ Γr o mesmo não pode se dizer de Υs, ou seja, não podemos

garantir que Υs·MP ⊂ Υr. De fato, tomando uma partição de {1, · · · , r} com α1 > 1 e

δ = λs1 + (n) − nθs1 ∈ Γs, temos que δ ∈ Υs pois δ1 6= 0 e δ − (n) + nθs1 = λs1 ∈ Γs. Mas,

δ·MP /∈ Υr, uma vez que (δ·MP )j = λ11 6= 0 para 1 ≤ j ≤ α1 e (δ·MP )j = λ1i + n 6= 0

para αi ≤ j ≤ αi+1 e 2 ≤ i ≤ r. Segue que δ·MP − (n)r + nθrk /∈ Γr para todo 1 ≤ k ≤ r.

No entanto, podemos afirmar:

Proposição 3.6. Se δ ∈ Υs é tal que δi 6= 0 e δ − (n)s + nθsi ∈ Γs, então

(δ + nθsi ) ·MP − nθrj ∈ Υr

para todo αi−1 ≤ j ≤ αi e i = 1, · · · , s.

Demonstração. Note que, se δ ∈ Γs, então δ ·MP ∈ Γr. Além disto, se δi 6= 0, temos

(δ ·MP )j = δi 6= 0 para todo αi−1 ≤ j ≤ αi. Segue que

(δ + nθsi ) ·MP − nθrj = δ ·MP + nθsi ·MP − nθrj ∈ Γr.

Note também que
(
(δ + nθsi ) ·MP − nθrj

)
j

= (δ ·MP )j = δi 6= 0 e(
(δ + nθsi ) ·MP − nθrj

)
− (n)r + nθrj = ((δ + nθsi ) ·MP )− (n)r

= ((δ + nθsi ) ·MP )− (n)s ·MP

= (δ − (n)s + nθsi ) ·MP ∈ Γr
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uma vez que δ − (n)s + nθsi ∈ Γs.

Portanto, (δ + nθsi ) ·MP − nθrj ∈ Γr é tal que
(
(δ + nθsi ) ·MP − nθrj

)
j

= δi 6= 0, com(
(δ + nθsi ) ·MP − nθrj

)
− (n)r + nθrj ∈ Γr. Logo, (δ + nθri ) ·MP − nθsj ∈ Υr para todo

αi−1 ≤ j ≤ αi.

É fácil concluir, a partir da definição de Υ, que Γ + Υ ⊂ Υ. Assim, em particular,

temos que se (δ + nθsi ) ·MP − nθrj ∈ Υr, então (δ + (n)s) ·MP ∈ Υr. Destaquemos tal

resultado:

Corolário 3.7. Temos que Υs ·MP + (n)r ⊂ Υr.

Demonstração. Dado δ ∈ Υs, existe i tal que δi 6= 0 e δ−(n)s+nθsi ∈ Γs. Pela Proposição

3.6, temos que

(δ + nθsi ) ·MP − nθrj ∈ Υr,

para todo αi−1 ≤ j ≤ αi.

Como nθrj ,
∑s

k=1,k 6=i nθ
s
k·MP ∈ Γr, segue que

((δ + nθsi ) ·MP − nθrj ) + nθrj +
s∑

k=1,k 6=i

nθsk·MP = δ ·MP +
s∑

k=1

nθsk·MP

= δ ·MP + (n)·MP

= δ ·MP + (n)r ∈ Υr.

Como vimos na Proposição 1.38, o conjunto ΛD = ΛD(H) desempenha papel impor-

tante para a eliminação de termos de uma h.q.o.. Assim, é relevante, em nosso contexto,

relacionar os conjuntos Λs
D e Λr

D associados a Hs e Hr, respectivamente.

Proposição 3.8. Sejam Λs
D e Λr

D como acima. Temos

Λs
D ·MP + (n)r −

s∑
i=1

νβi ⊂ Λr
D

onde αi−1 < βi ≤ αi para i = 1, · · · , s.

Demonstração. Se δ ∈ Λs
D, então existe ωs ∈ Ωs, em que Ωs denota o módulo das s-formas

de Kähler associadas a Hs, tal que

H∗s (ωs) = ωs(u
n
1 , · · · , uns , S(u)) = uδ−(1) · v(u)du1 ∧ · · · ∧ dus, com v(0) 6= 0.
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Temos,

ωs(t
n
α1
, · · · , tnαs , TP (S)) = tδ1−1

α1
tδ2−1
α2
· · · tδs−1

αs · v(TP (u))d(tα1
) ∧ · · · ∧ d(tαs)

= tδP−(1)rv(TP (u))
s∧
i=1

 αi∑
j=αi−1+1

αi∏
k=αi−1+1

k 6=j

tkdtj



= tδP−(1)rv(TP (u))

 ∑
(β1,··· ,βi)

αi−1<βj≤αi

s∏
i=1

t1 · · · tr
tβ1 · · · tβs

· dtβ1 ∧ · · · ∧ dtβs

 .
Como, ωr−s =

∧s
i=1 dXαi−1+1 ∧ · · · ∧ d̂Xβi ∧ · · · ∧ dXαi ∈ Ωr−s é uma (r − s)-forma e

H∗(ωr−s) = nr−s
s∏
i=1

tn−1
αi−1+1 · · · t̂n−1

βi
· · · tn−1

αi
·
s∧
i=1

dtαi−1+1 ∧ · · · ∧ d̂tβi ∧ · · · ∧ dtαi ,

podemos considerar a r-forma ω(β1,··· ,βs) dada por ω(β1,··· ,βs) = ωr−s ∧ ωs, de modo que

H∗r (ω(β1,··· ,βs)) = nr−s
s∏
i=1

tn−1
αi−1+1 · · · t̂n−1

βi
· · · tn−1

αi
·
s∧
i=1

dtαi−1+1 ∧ · · · ∧ d̂tβi ∧ · · · ∧ dtαi

∧(
tδP−(1)r · v(TP (u)) ·

s∏
i=1

tαi−1+1 · · · t̂βi · · · tαi · dtβ1 ∧ · · · ∧ dtβs

)
= ±nr−stδP−(1)r+(n)r−

∑s
i=1 νβiv(TP (u))dt1 ∧ · · · ∧ dtr.

Logo,

δP + (n)r −
s∑
i=1

νβi ∈ Λr
D.

Observe que, na demonstração do resultado anterior, se escolhermos dois βi e βj em

um mesmo intervalo da partição, a r-forma produzida seria nula e não encontraŕıamos

nenhuma informação relevante.

Vale destacar aqui que a inclusão garantida na proposição acima é própria. De fato, a

r-forma dX1 ∧ · · · ∧ dXr nos fornece o elemento (n)r ∈ Λr
D, que claramente não pertence

ao conjunto Λs
D ·MP + nr −

∑s
i=1 νβi qualquer que seja a partição considerada.

Além disto, como Γ + ΛD ⊂ ΛD, segue que:

Corolário 3.9. Temos que Λs
D·MP + nr ⊂ Λr

D.
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Demonstração. Dado δ ∈ Λs
D, pela Proposição 3.8, temos que δP + (n)r −

∑s
i=1 νβi ∈ Λr

D

para αi−1 < βi ≤ αi. Assim, como
∑s

i=1 νβi ∈ Γr temos que

δP + (n)r −
s∑
i=1

νβi +
s∑
i=1

νβi = δP + (n)r ∈ Λr
D.

3.1 Mudanças que mantém a propriedade H1  Hr

A propriedade de uma h.q.o. estar associada a outra h.q.o. é senśıvel por mudanças de

coordenadas, ou seja, pode não ser mantida por mudanças de coordenadas.

Por exemplo, consideremos H1 = (u2, u3) que é uma curva plana e, portanto, uma

h.q.o. em C2. Considerando r = 2 a única partição de {1, 2} formada por um conjunto é

P = {{1, 2}}, temos que o homomorfismo

TP : C{u} → C{t1, t2}

u 7→ t1t2

nos dá a h.q.o. H2 = (t21, t
2
2, t

3
1t

3
2).

Se considerarmos a mudança de coordenadas σ(X1, X2, X3) = (X1, X2, X3 + X2
1 ) ob-

temos uma h.q.o. dada por H ′2 = σH2 = (t21, t
2
2, t

3
1t

3
2 + t41) e é imediato que t31t

3
2 + t41 6=

TP (
∑
aiui) =

∑
ait

i
1t
i
2, qualquer que seja

∑
aiu

i ∈ C{u}, ou seja, H ′2 não está associada

a uma curva.

Claramente tal situação também se verifica em dimensões maiores.

Surge, de maneira natural, a questão de caracterizar as mudanças de coordenadas e

parâmetros (σ, ρ) ∈ G tais que, se Hs  
P
Hr, então existe H ′s de modo que H ′s  

P
(σ, ρ)◦Hr.

Antes de abordar o caso geral, que envolve muitos parâmetros, procedemos ao estudo

do caso em que s = 1, ou seja, em que usamos uma curva plana para obter uma h.q.o. em

Cr com r > 1. Neste caso, note que a única partição a ser considerada é P = {{1, · · · , r}}
e, por este motivo, omitiremos sua menção em nossas análises.

Dada uma curva ϕ = (un, S(u)), associamos a ela uma parametrização quase ordinária

dada por H = (tn1 , · · · , tnr , SH = S(t1 · · · tr)). Sem perda de generalidade, podemos assu-

mir que ϕ está normalizada, ou seja, satisfaz as condições da Definição 1.16. Deste modo,

temos que H também é normalizada.

No que segue, o grupo de todas as permutações do conjunto {1, · · · , r} será denotado

por Sim(r). O próximo lema é natural e intuitivo, mesmo assim vamos destacá-lo.
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Lema 3.10. Sejam H = (tn1 , · · · , tnr ,
∑

δ aδt
δ) uma hipersuperf́ıcie quase ordinária nor-

malizada e ϕ = (un, S(u)) uma curva. Temos que,

ϕ H ⇐⇒ ∀π ∈ Sim(r), temos π(tδ11 · · · tδrr ) := tδ1π(1) · · · t
δr
π(r) = tδ11 · · · tδrr .

Demonstração. SeH é obtida de ϕ = (un,
∑

α aαu
α), entãoH = (tn1 , · · · , tnr ,

∑
α aαt

α
1 · · · tαr ).

Temos,

π(tα1 · · · tαr ) = tαπ(1) · · · tαπ(r) = tα1 · · · tαr

qualquer que seja π ∈ Sim(r).

Por outro lado, seja H = (tn1 , · · · , tnr ,
∑

δ aδt
δ) tal que, para todo π ∈ Sim(r), temos

π(tδ) = tδ. Tomando π com π(i) = i+ 1, para todo i = 1, · · · , r − 1 e π(r) = 1, temos as

equivalências

π(tδ) = tδ ⇔ tδ1π(1) · · · t
δr
π(r) = tδ11 · · · tδrr ⇔ tδ12 · · · tδr−1

r tδr1 = tδ11 · · · tδrr .

Portanto, δ1 = δ2 = · · · = δr. Logo, H é obtida da curva ϕ = (un,
∑

δ aδu
δ), ou seja,

ϕ H.

Queremos caracterizar as mudanças que preservam a propriedade descrita no Lema

3.10. Seja (σ, ρ) ∈ G uma mudança que mantém uma parametrização normalizada como

no Teorema 1.35, isto é, dada por

ρ : Cr −→ Cr

t −→ (ρ1(t), · · · , ρr(t))

com ρj = tj

(
1 +

Pj(H)

tnj

) 1
n
, Pj = Xjεj +Xr+1(bj + ηj), εj, ηj ∈Mr+1, bj ∈ C e

σ : Cr+1 −→ Cr+1

(X,Xr+1) −→ (σ1(X,Xr+1), · · · , σr+1(X,Xr+1))

com σi = Xi+Pi, para todo i = 1, · · · , r, σr+1 = Xr+1 +Pr+1, Pr+1 = Xr+1εr+1 +Xαηr+1,

εr+1 ∈Mr+1, ηr+1 ∈ C{X,Xr+1} e α = (dλ11
n
e, · · · , dλ1r

n
e).

Vamos supor que ϕ(un, S(u)) seja uma curva plana e H = (tn1 , · · · , tnr , S(t1 · · · tr)) seja

uma h.q.o. tal que ϕ H.

Aplicando uma mudança como acima em H, obtemos

σHρ−1(t) = σ((ρ−1)n1 (t), · · · , (ρ−1)nr (t), S((ρ−1)1 · · · (ρ−1)r)).
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Uma vez que

(t1, · · · , tn) = ρ ◦ ρ−1(t1, · · · , tr) = (ρ1 ◦ ρ−1(t), · · · , ρr ◦ ρ−1(t)),

temos

ti = ρi((ρ
−1)1, · · · , (ρ−1)r) = (ρ−1)i·

(
1 +

Pi(Hρ
−1)

(ρ−1)ni

) 1
n

,

ou seja,

(ρ−1)ni (t) + Pi(Hρ
−1)(t) = tni .

Portanto, para todo i = 1, · · · , r temos

σi(Hρ
−1)(t) = (ρ−1)ni (t) + Pi(Hρ

−1)(t) = tni .

Para a coordenada r + 1 temos,

σr+1(Hρ−1)(t) = SH(ρ−1(t)) + Pr+1(Hρ−1(t)).

Pelo lema anterior, para que σHρ−1 também esteja associada a uma curva, devemos

garantir que todos os monômios de σHρ−1 sejam invariantes por permutações de Sim(r).

Seja (t1 · · · tr)δ um monômio de S(t1 · · · tr). Se todos os monômios de (ρ−1)1 · · · (ρ−1)r

forem invariantes por π ∈ Sim(r), então todos os monômios SH(ρ−1) também o serão.

Vejamos condições para que isso ocorra.

Note que,

ρ1 · · · ρr = t1 · · · tr
r∏
i=1

(
1 +

Pi(H)

tni

) 1
n

e temos

Pi(H)

tni
=

tni εi(H) + SH · (bi + ηi(H))

tni
= εi(H) +

SH · (bi + ηi(H))

tni
.

Consideremos o monomorfismo de C-álgebras

T : C{X, Y } −→ C{X1, · · · , Xr+1}

X −→ X1 · · ·Xr

Y −→ Xr+1

Como SH tem todos os monômios invariantes por π, se tomarmos εi, θi ∈ Im(T ),

bi = 0 e ηi = Xiθi, para todo i = 1, · · · , r, segue que

Pi(H)

tni
= εi(H) + SH · θi(H) (3.1)
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tem apenas monômios invariantes por π. Portanto, nessas condições,

ρ1 · · · ρr = t1 · · · tr
r∏
i=1

(1 + εi(H) + SH · θi(H))
1
n

possui todos os monômios invariantes por π.

Em resumo, se εi, θi ∈ Im(T ), bi = 0 e ηi = Xiθi, para todo i = 1, · · · , r, então

ρ1 · · · ρr =
∑

aγ(t1 · · · tr)γ.

Denote ρ1 · · · ρr =
∑
aγ(t1 · · · tr)γ = q(t1 · · · tr) com q(u) =

∑
aγu

γ ∈ C{u}, ou seja,

q(t1 · · · tr) = t1 · · · tr

(
r∏
i=1

1 + εi(H) + SH · θi(H)

) 1
n

onde

εi(H) = T (hεi)(H) = hεi((t1 · · · tr)n, S(t1 · · · tr)) = hεi ◦ ϕ(t1 · · · tr),

θi(H) = T (hθi)(H) = hθi((t1 · · · tr)n, S(t1 · · · tr)) = hθi ◦ ϕ(t1 · · · tr)

com hεi ∈ (X, Y ) e hθi ∈ C{X, Y }.
Denotando, gi = hεi + Y hθi ∈ (X, Y ), obtemos

q(t1 · · · tr) = t1 · · · tr

(
r∏
i=1

(1 + gi ◦ ϕ(t1 · · · tr))

) 1
n

= t1 · · · tr (1 + g ◦ ϕ(t1 · · · tr))
1
n , com g ∈ (X, Y ).

Portanto,

q(u) = u(1 + g ◦ ϕ(u))
1
n , com g ∈ (X, Y ). (3.2)

Agora procedemos uma a análise similar para
∏r

i=1(ρ−1)i.

Denotando

q′(t1, · · · , tr) =
r∏
i=1

(ρ−1)i =
∑
β∈Nr

aβt
β,

segue que q′(ρ1, · · · , ρr) =
∏r

i=1(ρ−1)i(ρ1, · · · , ρr) = t1 · · · tr. Por outro lado, como ρj =

tj

(
1 +

Pj(H)

tnj

) 1
n
, temos pelos cálculos acima, que

t1 · · · tr = q′(ρ1, · · · , ρr) =
∑
β∈Nr

aβt
β1
1 · · · tβrr

r∏
i=1

(1 + gi ◦ ϕ(t1 · · · tr))
βi
n .
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Comparando as duas igualdades acima, constatamos que deve existir β = (1) com

a(1) = 1 e assim

t1 · · · tr = t1 · · · tr
r∏
i=1

(1 + gi ◦ ϕ(t1 · · · tr))
1
n +

∑
β 6=(1)

aβt
β

r∏
i=1

(1 + gi ◦ ϕ(t1 · · · tr))
βi
n

= t1 · · · tr

(∑
i≥0

(
1
n

i

)
(g1 ◦ ϕ(t1 · · · tr))i

)
· · ·

(∑
i≥0

(
1
n

i

)
(gr ◦ ϕ(t1 · · · tr))i

)
+

+
∑
β 6=(1)

aβt
β

(∑
i≥0

(β1
n

i

)
(g1 ◦ ϕ(t1 · · · tr))i

)
· · ·

(∑
i≥0

(βr
n

i

)
(gr ◦ ϕ(t1 · · · tr))i

)

= t1 · · · tr(1 + ∆(1)) +
∑
β 6=(1)

aβt
β(1 + ∆β), (3.3)

onde ∆β representa os termos com expoente na diagonal ∆ de Nr oriundos da parcela

associada ao β do somatório.

Segue de (3.3) que

−t1 · · · tr∆(1) =
∑
β 6=(1)

aβt
β(1 + ∆β). (3.4)

Note que o lado esquerdo de (3.4) possui somente expoentes na diagonal ∆ de Nr.

Deste modo, todos os β devem pertencer também a ∆, pois, caso contrário, não teŕıamos

a igualdade acima. Logo, como todo β ∈ ∆, temos que

(ρ−1)1 · · · (ρ−1)r =
∑
β∈N

aβ(t1 · · · tr)β = q′(t1, · · · , tr).

Consequentemente, SH(ρ−1) tem apenas monômios com expoentes em ∆ ⊂ Nr, isto é,

SH(ρ−1) =
∑

ξ∈N aξ(t1 · · · tr)ξ.
Como

σr+1(Hρ−1)(t) = SH(ρ−1) + Pr+1(Hρ−1)

= SH(ρ−1) + SH(ρ−1)εr+1(Hρ−1(t)) + ((ρ−1)1 · · · (ρ−1)r)
αηr+1(Hρ−1(t))

segue que, para termos todos os expoentes dos monômios de σr+1(Hρ−1)(t) pertencen-

tes à diagonal ∆ ou, equivalentemente, serem invariantes por permutações de Sim(r), é

suficiente que εr+1, ηr+1 ∈ Im(T ).

Temos assim a seguinte proposição:
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Proposição 3.11. Com as notações anteriores, considere ϕ H e (σ, ρ) ∈ G mudanças

de parâmetros e coordenadas que mantêm as h.q.o. normalizadas como no Teorema 1.35.

Se

ηr+1, εr+1, εj, θj ∈ Im(T ), ηj = Xjθj, bj = 0, para todo j = 1, · · · , r,

então existe uma curva ϕ1 tal que ϕ1  σHρ−1.

Denotamos por A′ o subconjunto de G formado pelas mudanças que satisfazem as

condições da Proposição 3.11. Note que tal conjunto não é subgrupo de G, uma vez que

as mudanças de parâmetros ρj, j = 1, · · · , r, dependem fortemente da h.q.o. em questão.

Dito de outro modo, não podemos compor quaisquer (σ1, ρ1), (σ2, ρ2) ∈ A′ e garantir que

o elemento resultante ainda pertença a A′.
A proposição anterior nos levanta questões naturais: curvas (analiticamente) equiva-

lentes originam h.q.o. (analiticamente) equivalentes? Se ϕ  H, então podemos deter-

minar ϕ1 tal que ϕ1  σHρ−1, com (σ, ρ) ∈ A′? Neste caso, qual a relação entre ϕ e ϕ1?

Tais perguntas irão direcionar nossos estudos no que segue.

A resposta para a primeira pergunta acima é não! Vamos ilustrar através de um

exemplo que curvas equivalentes não necessariamente produzirão hipersuperf́ıcies quase

ordinárias equivalentes.

Dadas as curvas planas ϕ0 = (u3, u4) e ϕ1 = (u3, u4 + u5), temos que ϕ1 ∼
A
ϕ0 (veja

[11]) e sejam H0, H1 hipersuperf́ıcies quase ordinárias tais que ϕ0  H0 e ϕ1  H1, isto

é,

H0 = (t31, t
3
2, t

4
1t

4
2) e H1 = (t31, t

3
2, t

4
1t

4
2 + t51t

5
2).

Se H1 ∼
G
H0, uma vez que H0 e H1 são h.q.o. normalizadas, existem mudanças (σ, ρ),

como no Teorema 1.35, tais que σH1ρ
−1(t1, t2) = H0. Lembremos que

σ(X1, X2, X3) = (σ1(X1, X2, X3), σ2(X1, X2, X3), σ3(X1, X2, X3))

ρ(t1, t2) = (ρ1(t1, t2), ρ2(t1, t2))

com σi = Xi +Pi, i = 1, 2, 3, ρj = tj

(
1 +

Pj(H1)

t3j

) 1
3
, Pj = Xjεj +X3(bj + ηj), εj, ηj ∈M3,

bj ∈ C, j = 1, 2 e P3 = X3ε3 +X2
1X

2
2η3, ε3 ∈M3 e η3 ∈ C{X1, X2, X3}.
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Agindo tal mudança em H1 obtemos

σ3H1ρ
−1(t1, t2) = t41t

4
2 + t51t

5
2 −

2∑
i=1

Pi(H1)

3t2i
Sti + P3(H1) +�

= t41t
4
2 + t51t

5
2 −

4

3
t41t

4
2ε1(H1)− 5

3
t51t

5
2ε1(H1)− 4

3
(t51t

8
2 + t61t

9
2)(b1 + η1(H1))

−5

3
(t61t

9
2 + t71t

10
2 )(b1 + η1(H1))− 4

3
t41t

4
2ε2(H1)− 5

3
t51t

5
2ε2(H1)

−4

3
(t81t

5
2 + t91t

6
2)(b2 + η2(H1))− 5

3
(t91t

6
2 + t10

1 t
7
2)(b2 + η2(H1))

(t41t
4
2 + t51t

5
2)ε3(H1) + t61t

6
2η3(H1) +�

onde � indica termos com expoentes em ∪2
i=1(λ1− νi +V(Pi) +N2)∪ (V(P3) +N2). Note

que, ε1, ε2, ε3 ∈ M3 e, assim, não conseguimos eliminar o termo t51t
5
2 da parametrização.

Portanto, H1 não pode ser G-equivalente a H0.

Analisaremos agora a segunda questão levantada: Se ϕ1  H1 e (σ, ρ) é como descrito

na Proposição 3.11, então existe uma curva ϕ2 tal que ϕ2  σH1ρ
−1. Conseguimos

descobrir a curva ϕ2 que originou a nova parametrização quase ordinária?

Para tanto, seja H1 = (tn1 , · · · , tnr , SH1 =
∑

δ aδ(t1 · · · tr)δ) a h.q.o. que foi obtida de

ϕ1 = (un, S1(u)) com S1(u) =
∑

δ aδu
δ. Consideremos H2 = σH1ρ

−1 = (tn1 , · · · , tnr , SH2),

com SH2 = SH1ρ
−1 + Pr+1(H1ρ

−1) e (σ, ρ) ∈ A′. Pela Proposição 3.11, temos que H2 é

associada a uma curva, digamos ϕ2, ou seja:

ϕ1  H1

↓ (σ, ρ)

ϕ2  H2

Como (σ, ρ) ∈ A′ temos ρj = tj

(
1 +

Pj(H1)

tnj

) 1
n

com Pj = Xj(εj +Xr+1θj), εj ∈Mr+1∩
Im(T ), θj ∈ Im(T ), para todo j = 1, · · · , r, e σi = Xi + Pi, para todo i = 1, · · · , r + 1,

Pr+1 = Xr+1εr+1+Xαθr+1, εr+1 ∈Mr+1∩Im(T ), θr+1 ∈ Im(T ). Aqui estamos denotando

ηr+1 = θr+1 para unificar a notação.

Note que εr+1 ∈ Im(T ) implica que existe hεr+1 =
∑

a,b∈N cabX
aY b ∈ C{X, Y } tal que

εr+1 = T (hεr+1) =
∑

a,b∈N cab(X1 · · ·Xr)
aXb

r+1 e temos

εr+1(H1ρ
−1) = εr+1

(
(ρ−1)n1 , · · · , (ρ−1)nr ,

∑
δ

aδ((ρ
−1)1 · · · (ρ−1)r)

δ

)
.
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Usando que (ρ−1)1 · · · (ρ−1)r = q′(t1 · · · tr), com q′(u) =
∑

β∈N aβu
β ∈ C{u}, obtemos

εr+1(H1ρ
−1) =

∑
a,b∈N

cab(q
′(t1 · · · tr))naS1(q′(t1 · · · tr))b

= hεr+1(q
′(t1 · · · tr)n, S1(q′(t1 · · · tr)))

= hεr+1 ◦ ϕ1 ◦ q′(t1 · · · tr).

De modo análogo, para θr+1 ∈ Im(T ), temos que existe hθr+1 ∈ C{X, Y } tal que

θr+1(H1ρ
−1) = hθr+1 ◦ ϕ1 ◦ q′(t1 · · · tr).

Deste modo, tomando ϕ2 = (un, S2(u)) com

S2(u) = S1(q′(u)) + S1(q′(u))hεr+1(ϕ1 ◦ q′(u)) + q′(u)nαhθr+1(ϕ1 ◦ q′(u))

temos que ϕ2 é a curva que origina H2, ou seja, ϕ2  H2.

Resta verificar se as curvas ϕ1 e ϕ2 possuem alguma relação. Denote ρ−1
c = q′(u),

então podemos escrever

ϕ2 =
(
un, S1(ρ−1

c ) + S1(ρ−1
c )hεr+1(ϕ1 ◦ ρ−1

c ) + (ρ−1
c )nαhθr+1(ϕ1 ◦ ρ−1

c )
)
.

Definindo σc(X, Y ) = (X + Pc1, Y + Pc2) onde Pc1 = Xg ∈ (X, Y )2, Pc2 = Y hεr+1 +

Xαhθr+1 ∈ (X, Y )2 com g como em (3.2) e aplicando a mudança (σc, ρc) em ϕ1, obtemos

σcϕ1ρ
−1
c = σc((ρ

−1
c ), S1(ρ−1

c ))

=
(
(ρ−1
c )n + Pc1(ϕ1ρ

−1
c ), S1(ρ−1

c ) + S1(ρ−1
c )hεr+1(ϕ1 ◦ ρ−1

c )

+(ρ−1
c )nαhθr+1(ϕ1 ◦ ρ−1

c )
)

= (un, S2(u)).

De fato, que S2(u) = S1(ρ−1
c )+S1(ρ−1

c )hεr+1(ϕ1◦ρ−1
c )+(ρ−1

c )nαhθr+1(ϕ1◦ρ−1
c ) segue di-

reto da definição de ϕ2. Para a primeira coordenada, lembrando que ρ1 · · · ρr = q(t1 · · · tr),
temos

ρi((ρ
−1)1, · · · , (ρ−1)r) = ti ⇒ (ρ1 · · · ρr)((ρ−1)1, · · · , (ρ−1)r) = t1 · · · tr

⇒ q((ρ−1)1 · · · (ρ−1)r) = t1 · · · tr
⇒ q(q′(t1 · · · tr)) = t1 · · · tr
⇒ q(q′(u)) = u
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e portanto, q′ = q−1. Assim, de (3.2) obtemos

u = q(q′(u))

= q(ρ−1
c )

= ρ−1
c ·
(
1 + g(ϕ1(ρ−1

c ))
) 1
n

= ρ−1
c ·
(

1 +
Xg(ϕ1(ρ−1

c ))

(ρ−1
c )n

) 1
n

= ρ−1
c ·
(

1 +
Pc1(ϕ1(ρ−1

c ))

(ρ−1
c )n

) 1
n

.

Agora, elevando ambos os lados da equação a n-ésima potência obtemos a igualdade

un = (ρ−1
c )n + Pc1(ϕ1(ρ−1

c )). Deste modo, temos que as curvas dadas por ϕ1 e ϕ2 são

analiticamente equivalentes, ou seja, ϕ1 ∼
A
ϕ2 e temos o diagrama

ϕ1  H1

(σc, ρc) ↓ ↓ (σ, ρ)

ϕ2  H2 .

Temos assim, o seguinte resultado:

Proposição 3.12. Seja ϕ1  H1. Se (σ, ρ) ∈ A′ como na Proposição 3.11, então existe

uma curva ϕ2 tal que ϕ2  σH1ρ
−1. Além disto, temos que ϕ1 ∼

G
ϕ2.

Como já observamos anteriormente, a composta de duas mudanças quaisquer de A′

nem sempre é posśıvel. Nesse sentido, se ϕ1  H1 e (σ, ρ) ∈ A′ é uma mudança associada

a H1 que produz H2, então apenas podemos compor com mudanças (σ̃, ρ̃) ∈ A′ que

mantêm H2 com a propriedade de que existe ϕ2 tal que ϕ2  H2.

Definição 3.13. Dada uma h.q.o. H tal que existe ϕ com ϕ H, definimos

A′H = {(σ, ρ) ∈ A′; existe uma curva ψ com ψ  (σ, ρ) ◦H}.

Sejam H1, H2 parametrizações quase ordinárias tais que ϕ1  H1, ϕ2  H2, (σ, ρ) ∈
A′H2

e (σ̃, ρ̃) ∈ A′H1
, com H2 = σ̃H1ρ̃

−1 e H3 = σH2ρ
−1, conforme representado no

diagrama

Cr −→̃
ρ

Cr −→
ρ

Cr

H1 ↓ H2 ↓ H3 ↓
Cr+1 −→̃

σ
Cr+1 −→

σ
Cr+1.
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Vamos considerar a composta (σ, ρ)◦(σ̃, ρ̃) = (σ◦ σ̃, ρ◦ ρ̃) e mostrar que (σ, ρ)◦(σ̃, ρ̃) ∈
A′H1

.

Temos, para todo i = 1, · · · , r + 1 e j = 1, · · · , r, que

σ̃i = Xi + P̃i, σi = Xi + Pi,

ρ̃j = tj

(
1 +

P̃j(H1)

tnj

) 1
n

e ρj = tj

(
1 +

Pj(H2)

tnj

) 1
n

.

Assim,

(σ ◦ σ̃)i(X,Xr+1) = σi(X1 + P̃1, · · · , Xr+1 + P̃r+1)

= Xi + P̃i + Pi(X1 + P̃1, · · · , Xr+1 + P̃r+1)

= Xi + P̃i + Pi(σ̃) (3.5)

e

(ρ ◦ ρ̃)j(t) = ρj(ρ̃1, · · · , ρ̃r)

= ρ̃j·
(

1 +
Pj(H2ρ̃)

(ρ̃j)n

) 1
n

= tj

(
1 +

P̃j(H1)

tnj

) 1
n

·
(

1 +
Pj(H2ρ̃)

(ρ̃j)n

) 1
n

= tj

1 +

tnj Pj(H2ρ̃)+(ρ̃j)
nP̃j(H1)+P̃j(H1)Pj(H2ρ̃)

(ρ̃j)n

tnj


1
n

. (3.6)

Note que,

tnjPj(H2ρ̃) + (ρ̃j)
nP̃j(H1) + P̃j(H1)Pj(H2ρ̃)

(ρ̃j)n
= P̃j(H1) +

(tnj + P̃j(H1))Pj(H2ρ̃)

(ρ̃j)n

= P̃j(H1) + Pj(H2ρ̃)

pois (tnj + P̃j(H1)) = (ρ̃j)
n. Como H2 = σ̃H1ρ̃

−1, então H2ρ̃ = σ̃H1 e segue que

(P̃i + Pi(σ̃))(H1) = P̃i(H1) + Pi(σ̃H1) = P̃i(H1) + Pi(H2ρ̃).

Portanto, de (3.5) e (3.6), conclúımos da Proposição 3.11 que (σ, ρ) ◦ (σ̃, ρ̃) ∈ A′H1
.

3.2 Mudanças que mantêm a propriedade Hs  Hr

Na seção anterior, analisamos propriedades que mudanças de coordenadas devem possuir

para que uma h.q.o. obtida a partir de uma curva mantenha tal propriedade após tais

mudanças.
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Nesta seção, a exemplo do fizemos para o caso de curvas, vamos estudar algumas

condições que as mudanças de coordenadas devem satisfazer para que mantenham quase

ordinárias obtidas de outras quase ordinárias com essa propriedade.

Os métodos e ideias são similares aos da seção anterior. Podeŕıamos ter nos restringido

apenas a esta seção, mas, para acostumar o leitor às notações, decidimos abordar o caso

H1  Hr antes.

No que segue, manteremos as notações do ińıcio deste caṕıtulo.

Consideremos uma partição P de {1, · · · , r} da forma

{{α0 + 1 = 1, 2, · · · , α1}, {α1 + 1, α1 + 2, · · · , α2}, · · · , {αs−1 + 1, αs−1 + 2, · · · , αs = r}}

(3.7)

e denotemos por
∑P o subgrupo de Sim(r) que permuta apenas os elementos de cada

subconjunto da partição.

Iniciemos com uma caracterização da propriedade Hs  
P
Hr.

Proposição 3.14. Sejam P uma partição de {1, · · · , r} como acima, Hs e

Hr = (tn1 , · · · , tnr ,
∑

δ aδt
δ) parametrizações quase ordinárias normalizadas com s < r.

Então,

Hs  
P
Hr ⇐⇒ π(tδ) = tδ; para todo π ∈

∑P
.

Demonstração. Se temos Hs  
P
Hr com Hs = (un1 , · · · , uns ,

∑
β aβu

β), então segue que

Hr = (tn1 , · · · , tnr ,
∑

β aβt
β
P ). Temos, δ = β

P
e

π(tβP ) = π(tβ11 · · · tβ1α1
tβ2α1+1 · · · tβ2α2

· · · tβsαs−1+1 · · · tβsαs)

= tβ1π(1) · · · t
β1
π(α1)t

β2
π(α1+1) · · · t

β2
π(α2) · · · t

βs
π(αs−1+1) · · · t

βs
π(αs)

= tβ11 · · · tβ1α1
tβ2α1+1 · · · tβ2α2

· · · tβsαs−1+1 · · · tβsαs
= tβP

qualquer que seja π ∈
∑P , uma vez que π só difere, eventualmente, da identidade quando

aplicado a valores de um subconjunto da partição. Como os expoentes são iguais para

as variáveis indexadas por um mesmo subconjunto da partição, reordenando as variáveis,

obtemos a igualdade.

Por outro lado, seja Hr = (tn1 , · · · , tnr ,
∑

δ aδt
δ) tal que, para todo elemento π ∈∑P , temos π(tδ) = tδ. Tomando π ∈

∑P com

π(j) = j + 1, para αi−1 + 1 ≤ j < αi,

π(αi) = αi−1 + 1, para todo i = 1, · · · , s,
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temos

tδ11 · · · tδrr = tδ = π(tδ) = tδ1π(1) · · · t
δr
π(r) = tδ12 · · · t

δα1
1 t

δα1+1

α1+2 · · · t
δα2
α1+1 · · · tδrαs−1+1.

Portanto, δ1 = · · · = δα1 , δα1+1 = · · · = δα2 , · · · , δαs−1+1 = · · · = δαs . Assim, todo δ é da

forma δ = β ·MP , para algum β ∈ Ns e Hs  
P
Hr com Hs = (us1, · · · , uns ,

∑
β aβu

β).

Vamos agora generalizarar análises feitas para o caso H1  
P
Hr.

Apresentaremos condições que mudanças de coordenadas devem satisfazer para que

mantenham hipersuperf́ıcies quase ordinárias originadas de outras hipersuperf́ıcies com

esta propriedade.

Dada uma hipersuperf́ıcie quase ordinária Hs = (un1 , · · · , uns , S(u) =
∑
aβu

β) em Cs+1

e uma partição de {1, · · · , r} com s < r, como em (3.7), associamos a ela uma outra

hipersuperf́ıcie Hr = (tn1 , · · · , tnr , Sr = S(tα1
, · · · , tαr)) em Cr+1, r ≥ s como descrito no

ińıcio do caṕıtulo, ou seja,

Hs  
P
Hr.

Queremos identificar as mudanças que satisfazem a Proposição 3.14.

Seja (σ, ρ) ∈ G uma mudança de coordenadas que mantém que normalizada a para-

metrização de uma h.q.o., tal como considerada no Teorema 1.35, dada por

ρ : Cr → Cr

t 7→ (ρ1(t), · · · , ρr(t))

com ρj = tj

(
1 +

Pj(Hr)

tnj

) 1
n
, Pj = Xjεj +Xr+1(bj + ηj), εj, ηj ∈Mr+1, bj ∈ C e

σ : Cr+1 → Cr+1

(X,Xr+1) 7→ (σ1(X,Xr+1), · · · , σr+1(X,Xr+1))

com σi = Xi+Pi, para todo i = 1, · · · , r, σr+1 = Xr+1 +Pr+1, Pr+1 = Xr+1εr+1 +Xαηr+1,

εr+1 ∈Mr+1, ηr+1 ∈ C{X,Xr+1} e α = (dλ11
n
e, · · · , dλ1r

n
e).

Aplicando tal mudança de coordenadas em Hr obtemos

σHrρ
−1(t) = σ((ρ−1)n1 (t), · · · , (ρ−1)nr (t), Sr((ρ

−1)1, · · · , (ρ−1)r)).

Os cálculos realizados na seção anterior e o fato de as mudanças de coordenadas

manterem h.q.o. normalizadas nos dão que, para todo i = 1, · · · , r,

σi(Hr(ρ
−1))(t) = (ρ−1)ni (t) + Pi(Hr(ρ

−1))(t) = tni .
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Analisemos a coordenada de ı́ndice r + 1, ou seja,

σr+1(Hr(ρ
−1))(t) = Sr(ρ

−1(t)) + Pr+1(Hr(ρ
−1)(t)).

Gostaŕıamos que tal expressão tivesse todos os monômios invariantes por permutações

de
∑P .

Seja tβ1α1
· · · tβsαs um monômio de S(tP ) = Sr(t), onde, tβiαi =

∏αi
j=αi−1+1 t

βi
j para todo

j = 1, · · · , s e 0 = α0 < α1 · · · < αs = r determina a partição P como em (3.7).

Se (ρ−1)
β1

α1
· · · (ρ−1)

βs

αs
tiver todos os monômios invariantes por π ∈

∑P , então Sr(ρ
−1)

também terá.

Tomando

(ρ)β1
α1
· · · (ρ)βs

αs
= tβ1α1

· · · tβsαs
α1∏
i=1

(
1 +

Pi(Hr)

tni

)β1
n

· · ·
αs∏

i=αs−1+1

(
1 +

Pi(Hr)

tni

)βs
n

temos

Pi(Hr)

tni
=

tni εi(Hr) + Sr · (bi + ηi(Hr))

tni
= εi(Hr) +

Sr · (bi + ηi(Hr))

tni
.

Considere o monomorfismo de C−álgebras

T : C{X1, · · · , Xs+1} → C{Y1, · · · , Yr+1}

Xi 7→ Y αi
= Yαi−1+1 · · ·Yαi , i = 1, · · · , s

Xs+1 7→ Yr+1.

Como Sr tem todos os monômios invariantes por π, se tomarmos εi, θi ∈ Im(T ), bi = 0

e ηi = Yiθi, para todo i = 1, · · · , r, segue que

Pi(Hr)

tni
= εi(Hr) + Sr · θi(Hr)

tem apenas monômios invariantes por π ∈
∑P . Portanto, nessas condições, (ρ)β1

α1
· · · (ρ)βs

αs

possui todos os monômios invariantes por elementos de
∑P , ou seja, se εi, θi ∈ Im(T ),

bi = 0 e ηi = Yiθi, para todo i = 1, · · · , r, então

ρ1 · · · ρr =
∑
γ

aγt
γ
P

onde γ ∈ Ns e γ
P

= γ ·MP .

Chamando ρ1 · · · ρr = q(tα1
, · · · , tαr) com q(u1, · · · , us) =

∑
γ∈Ns aγu

γ ∈ C{u1 · · · , us},
temos,

q(TP (u)) = tα1
· · · tαs

α1∏
i=1

(1 + εi(Hr) + Sr · θi(Hr))
1
n · · ·

αs∏
i=αs−1+1

(1 + εi(Hr) + Sr · θi(Hr))
1
n
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onde

εi(Hr) = T (hεi)(Hr) = hεi(t
n
α1
, · · · , tnαs , Sr) = hεi ◦Hs(tα1

, · · · , tαs)

θi(Hr) = T (hθi)(Hr) = hθi(t
n
α1
, · · · , tnαs , Sr) = hθi ◦Hs(tα1

, · · · , tαs)

com hεi ∈Ms+1 e hθi ∈ C{X1, · · · , Xs+1}. Tomando, gi = hεi +Xs+1hθi ∈Ms+1 obtemos

q(T (u)) = tα1
· · · tαs

(
α1∏
i=1

(1 + gi ◦Hs(T (u)))

) 1
n

· · ·

 αs∏
i=αs−1+1

(1 + gi ◦Hs(T (u)))

 1
n

= t1 · · · tr

(
r∏
i=1

(1 + gi ◦Hs(T (u)))

) 1
n

= t1 · · · tr (1 + g ◦Hs(T (u)))
1
n ,

com g ∈Ms+1.

Portanto,

q(u1, · · · , us) = u1 · · ·us(1 + g ◦Hs(u1, · · · , us))
1
n , g ∈Ms+1. (3.8)

Denotando

q′(t1, · · · , tr) =
r∏
i=1

(ρ−1)i =
∑
β∈Nr

aβt
β

segue que q′(ρ1, · · · , ρr) =
∏r

i=1(ρ−1
i )(ρ1, · · · , ρr) = t1 · · · tr. Por outro lado

q′(ρ1, · · · , ρr) =
∑
β∈Nr

aβt
β1
1 · · · tβrr

r∏
i=1

(1 + gi ◦Hs(tα1
, · · · , tαr))

βi
n .

Comparando as duas igualdades acima, conclúımos que deve existir β = (1) com

a(1) = 1 e assim,

t1 · · · tr = t1 · · · tr
r∏
i=1

(1 + gi ◦Hs(tα1
, · · · , tαr))

1
n +

∑
β 6=(1)

tβ
r∏
i=1

(1 + gi ◦Hs(tα1
, · · · , tαr))

βi
n

= t1 · · · tr(1 + ∆P
1 ) +

∑
β 6=(1)

aβt
β(1 + ∆P

β )

onde ∆P
β representa os termos com expoente em Ns ·MP oriundos da parcela de β do

somatório.

Com argumento inteiramente análogo ao que foi usado para o caso de curvas obtemos

que β ∈ Ns·MP , ou seja,

(ρ−1)1 · · · (ρ−1)r =
∑
β∈Ns

aβt
β
P .
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Consequentemente, Sr tem apenas monômios com expoentes em Ns · MP e, portanto,

invariantes por elementos de
∑P .

Como

σr+1(Hrρ
−1)(t) = Sr(ρ

−1) + Pr+1(Hrρ
−1)

= Sr(ρ
−1) + Sr(ρ

−1)εr+1(Hrρ
−1(t)) + ((ρ−1)1 · · · (ρ−1)r)

αηr+1(Hrρ
−1(t)),

segue que para todos os expoentes dos monômios de σr+1(Hrρ
−1)(t) serem invariantes por

elementos de
∑P é suficiente que εr+1, ηr+1 ∈ Im(T ). Logo, se

ηr+1, εr+1, εj, θj ∈ Im(T ), ηj = Yjθj, bj = 0, para todo j = 1, · · · , r, (3.9)

então existe H ′s tal que H ′s  
P
σHrρ

−1.

Como no caso da seção anterior, também denotaremos por A′ o subconjunto de G das

mudanças que satisfazem as condições (3.9).

Os argumentos acima justificam o seguinte resultado, que generaliza a Proposição 3.11.

Proposição 3.15. Considere Hs  
P
Hr e (σ, ρ) ∈ A′ como em (3.9), então existe H ′s

h.q.o. tal que H ′s  
P
σHrρ

−1.

Dadas parametrizações quase ordinárias H1
s  

P
H1
r , tome (σ, ρ) ∈ A′ e seja H2

r =

σH1
r ρ
−1. Como vimos acima, H2

r está associada a uma outra parametrização quase or-

dinária, digamos H2
s , de dimensão s.

Vamos estudar H2
s e verificar se, como no caso abordado na seção anterior, temos

H1
s ∼G H

2
s , ou seja, se podemos completar o diagrama

H1
s  H1

r

? ↓ ↓ (σ, ρ)

H2
s  H2

r .

Seja H1
r = (tn1 , · · · , tnr , S1

r =
∑

β∈Ns aβt
β
P ) a h.q.o. associada à hipersuperf́ıcie

H1
s = (un1 , · · · , uns , S1

s =
∑

β∈Ns aβu
β), ou seja, Hs

1  
P
Hr

1 . Considere H2
r = σH1

r ρ
−1 =

(tn1 , · · · , tnr , S2
r = S1

rρ
−1 + Pr+1(H1

r ρ
−1)), com (σ, ρ) ∈ A′, e H2

s tal que H2
s  

P
H2
r .

Como (σ, ρ) ∈ A′ temos ρj = tj

(
1 +

Pj(H
1
r )

tnj

) 1
n

com Pj = Yj(εj + Yr+1θj), εj ∈Mr+1 ∩
Im(T ), θj ∈ Im(T ), para todo j = 1, · · · , r, e σi = Yi + Pi, para todo i = 1, · · · , r + 1,

temos Pr+1 = Yr+1εr+1 + Y αθr+1, εr+1 ∈ Mr+1 ∩ Im(T ), θr+1 ∈ Im(T ). Aqui novamente

estamos denotando ηr+1 = θr+1 para simplificar a redação.
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Mostraremos agora que cada (ρ−1)i tem expressão similar à de ρi.

Dado (σ, ρ) ∈ Ã, temos (σ, ρ)−1 ∈ Ã e para σ−1 podemos escrever

(σ)−1
i (Y , Yr+1) = Yi(1 + ε′i) + Yr+1(b′i + η′i), b

′
i ∈ C, η′i, ε′i ∈Mr+1,∀i = 1, · · · , r.

Indicando H2
r = (σ, ρ) ◦H1

r , com H2
r = (tn1 , · · · , tnr , S2

r (t)), segue que

H1
r = (σ, ρ)−1 ◦H2

r

= σ−1H2
r ρ

= σ−1(ρn1 , · · · , ρnr , S2
r (ρ)).

Deste modo, para todo i = 1, · · · , r, obtemos

tni = (σ−1)i(ρ
n
1 , · · · , ρnr , S2

r (ρ)) = ρni · (1 + ε′i(H
2
r ρ)) + S2

r (ρ)(b′i + η′i(H
2
r ρ))

e, consequentemente,

ti = ρi·
(

1 +
ρni ε
′
i(H

2
r ρ) + S2

r (ρ)(b′i + η′i(H
2
r ρ)

ρni

) 1
n

.

Uma vez que (ρ−1)i(ρ(t)) = ti e ρ é difeomorfismo, temos

(ρ−1)i(t) = ti·
(

1 +
tni ε
′
i(H

2
r ) + S2

r (t)(b
′
i + η′i(H

2
r )

tni

) 1
n

.

Assim, temos que (ρ−1)i = ti

(
1 +

P ′i (H
2
r )

tni

) 1
n
, com Pi = Xiε

′
i + Xr+1(b′i + η′i) satisfazendo

as condições apresentada no Teorema 1.35.

Considerando ε′i, θ
′
i ∈ Im(T ), b′i = 0 e η′i = Yiθ

′
i, para todo i = 1, · · · , r, de modo

análogo ao feito anteriormente, temos

ε′i(H
2
r ) = T (hε′i)(H

2
r ) = hε′i(t

n
α1
, · · · , tnαs , S

2
r (tP )) = hε′i ◦H

2
s (tα1

, · · · , tαs)

θ′i(H
2
r ) = T (hθ′i)(H

2
r ) = hθ′i(t

n
α1
, · · · , tnαs , S

2
r (tP )) = hθ′i ◦H

2
s (tα1

, · · · , tαs)

com hε′i ∈ Ms+1 e hθ′i ∈ C{X1, · · · , Xs+1}. Tomando gi = hε′i + Ys+1hθ′i ∈ Ms+1, existe

Gi = ε′i +Xr+1θ
′
i ∈ Im(T ) tal que Gi = T (gi). Temos

α1∏
i=1

(ρ−1)i = t1 · · · tα1

(
α1∏
i=1

(1 +Gi(H
2
r ))

) 1
n

= t1 · · · tα1

(
1 +Gα1(H

2
r )
) 1
n
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com Gα1 ∈ Im(T ), isto é, Gα1 = T (gα1) para algum gα1 ∈ C{X,Xs+1}. Segue que

Gα1(H
2
r ) = T (gα1)(H

2
r ) e assim,

Gα1(t
n
1 , · · · , tnr , S2

r (t)) = gα1(t
n
α1
, · · · , tnαs , S

2
r (t))

= gα1(t
n
α1
, · · · , tnαs , S

2
s (tα1

, · · · , tαs))

= gα1 ◦H2
s (tα1

, · · · , tαs).

Deste modo,
α1∏
i=1

(ρ−1)i = tα1

(
1 + gα1 ◦H2

s (tα1
, · · · , tαs)

) 1
n .

Portanto, podemos considerar a série q1 ∈ C{u1, · · · , us} dada por

q1 = u1

(
1 + gα1 ◦H2

s (u1, · · · , us)
) 1
n

tal que
∏α1

i=1(ρ−1)i = q1(tα1
, · · · , tαs).

Tal construção pode ser facilmente estendida para todos os subconjuntos da partição

P e assim, obtemos que, para todo i = 1, · · · , s, existe qi ∈ C{u1, · · · , us} dada por

qi = ui
(
1 + gαi ◦H2

s (u1 · · · , us)
) 1
n

com

αi∏
i=αi−1+1

(ρ−1)i = tαi
(
1 + gαi ◦H2

s (tα1
, · · · , tαs)

) 1
n = qi(tα1

, · · · , tαs). (3.10)

Pelo fato de ρi e (ρ−1)i serem dadas de maneira similar e possúırem as mesma pro-

priedades, de modo inteiramente análogo ao que foi feito acima, temos que, para todo

i = 1, · · · , s, existem q′i ∈ C{u1, · · · , us} e g′αi ∈ C{X,Xs+1} tais que

q′i = ui
(
1 + g′αi ◦H

1
s (u1 · · · , us)

) 1
n

com

αi∏
i=αi−1+1

ρi = tαi
(
1 + g′αi ◦H

1
s (tα1

, · · · , tαs)
) 1
n = q′i(tα1

, · · · , tαs). (3.11)

Como εr+1 ∈ Im(T ), existe hεr+1 =
∑

a∈Ns,b∈N cabX
aXb

s+1 tal que εr+1 = T (hεr+1) =∑
a∈Ns,b∈N cabY

aPY b
r+1, e assim

εr+1(H1
r ρ
−1) = εr+1

(ρ−1)n1 , · · · , (ρ−1)nr ,
∑
β∈Ns

aβ(ρ−1)βP

 .
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De (3.10), temos (ρ−1)αi−1+1 · · · (ρ−1)αi = qi(tα1
, · · · , tαs) e segue que

εr+1(H1
r ρ
−1) =

∑
a,b

ca,b((ρ
−1)n1 · · · (ρ−1)nα1

)a1 · · · ((ρ−1)nαs−1+1 · · · (ρ−1)nr )as(S1
s ((ρ

−1)
P

))b

=
∑
a,b

ca,bq1(tP )na1 · · ·qs(tP )nas(S1
s (q1(tP ), · · · ,qs(tP )))b

= hεr+1(q1(tP )n, · · · ,qs(tP )n, S1
s (q1(tP ), · · · ,qs(tP )))

= hεr+1 ◦H1
s ◦ (q1, · · · ,qs)(tP ).

De modo análogo, para θr+1 ∈ Im(T ), temos que existe hθr+1 ∈ C{X1, · · · , Xs+1} tal

que θr+1(H1ρ
−1) = hθr+1 ◦H1

s ◦ (q1, · · · ,qs)(tP ).

Tomando H2 = (un1 , · · · , uns , S2
s (u)) com

S2
s (u) = S1

s ((q1, · · · ,qs)(u)) +

+S1
s ((q1, · · · ,qs)(u))hεr+1(H

1
s ((q1, · · · ,qs)(u))) +

+((q(u))nαhθr+1(H
1
s ((q1, · · · ,qs)(u)))),

temos que

S2
s (TP (u)) = σr+1H

1
r ρ
−1 = S2

r (t) = S2
s (TP (u)),

ou seja, temos que H2
s é a hipersuperf́ıcie quase ordinária tal que H2

s  
P
H2
r através do

homomorfismo de C-álgebras TP : C{u1, · · · , us} → C{t1, · · · , tr} dado por TP (ui) =

tαi−1+1 · · · tαi = tαi , para todo i = 1, · · · , s.
Resta verificar a relação entre H1

s e H2
s .

Denotando

ρ−1
s := q = (q1, · · · ,qs)(u) : Cs −→ Cs e q′ = (q′1, · · · ,q′s)(u) : Cs −→ Cs,

podemos escrever

H2
s =

(
un1 , · · · , uns , S1

s (ρ
−1
s ) + S1

s (ρ
−1
s )hεr+1(H

1
s (ρ−1

s )) + (ρ−1
s )nαhθr+1(H

1
s (ρ−1

s ))
)
.

Defina σs(X,Xs+1) = (X1 + P 1
s , · · · , Xs + P s

s , Xs+1 + P s+1
s ) onde P s+1

s = Xs+1hεr+1 +

Xαhθr+1 ∈M2
s+1 e P i

s = Xig
′
αi
∈M2

s+1, g′αi como em (3.11).

Finalmente, com tal mudança (σs, ρs), temos

σsH
1
sρ
−1
s = σs((ρ

−1
s )n1 , · · · , (ρ−1

s )ns , S
1
s (ρ
−1
s ))

= ((ρ−1
s )n1 + P 1

s (H1
sρ
−1
s ), · · · , (ρ−1

s )ns + P s
s (H1

sρ
−1
s ),

S1
s (ρ
−1
s ) + S1

s (ρ
−1
s )hεr+1(H

1
s (ρ−1

s )) +Xnα(ρ−1
s )hθr+1(H

1
s (ρ−1

s )))

= (un1 , · · · , uns , S2
s (u))

= H2
s .
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De fato, a conclusão sobre a última coordenada segue direto da definição de H2
s . Para

as s primeiras coordenadas temos

ρi((ρ
−1)1, · · · , (ρ−1)r) = ti ⇒ (ραi−1+1 · · · ραi)((ρ−1)1, · · · , (ρ−1)r) = tαi−1+1 · · · tαi

⇒ q′i((ρ
−1)

P
) = tαi

⇒ q′i(q1(tP ), · · · ,qs(tP )) = tαi

⇒ q′i(q(u)) = ui.

Deste modo,

q′ ◦ q(u1, · · · , us) = (q′1 ◦ q(u), · · · ,q′s ◦ q(u))

= (u1, · · · , us)

e portanto q′ = q−1. Assim,

(u1, · · · , us) = q′(q(u1, · · · , us))

= q′(ρ−1
s )

= (q1(ρ−1
s ), · · · ,qs(ρ−1

s ))

= (· · · , (ρ−1
s )i

(
1 + g′αi(H

1
s (ρ−1

s ))
) 1
n , · · · )

= (· · · , (ρ−1
s )i

(
1 +

(ρ−1
s )ni · g′αi(H

1
s (ρ−1

s ))

(ρ−1
s )ni

) 1
n

, · · · )

= (· · · ,
(
(ρ−1
s )ni + P i

s(H
1
s (ρ−1

s ))
) 1
n , · · · ).

Comparando as coordenadas e elevando ambos os lados de cada equação à n-ésima

potência, obtemos uni = (ρ−1
s )ni + P i

s(H
1
sρ
−1
s ) para todo i = 1, · · · , s. Logo, H1

s ∼G H2
s

e temos o diagrama

H1
s  

P
H1
r

(σs, ρs) ↓ ↓ (σ, ρ)

H2
s  

P
H2
r .

Temos assim, o seguinte resultado:

Teorema 3.16. Seja Hs  
P
Hr como na Definição 3.1. Se (σ, ρ) ∈ A′ como em (3.9),

então existe H ′s h.q.o. tal que H ′s  σHrρ
−1. Além disto, temos que Hs ∼

G
H ′s.

A construção abordada neste caṕıtulo nos dá um modo de descrever uma h.q.o. Hr em

Cr+1 por meio de uma h.q.o. Hs em Cs+1 com s ≤ r. Vimos que os invariantes topológicos
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de Hr são totalmente determinados pelos invariantes topológicos de Hs. Esperamos, em

projetos futuros, explorar ainda mais tal construção na direção de compreender aspectos

geométricos e anaĺıticos de Hr por meio das informações de Hs.
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Caṕıtulo 4

Sobre a classificação anaĺıtica de

uma h.q.o.

A classificação anaĺıtica de singularidades, mesmo no caso isolado, não é um problema

fácil. O caso mais natural a ser considerado, curvas planas, foi resolvido recentemente

(veja [13]). Os passos seguintes: curvas espaciais, superf́ıcies, etc; ainda apresentam

obstáculos a serem superados.

O caso de singularidades não isoladas revela desafios ainda maiores pois os invariantes

são pouco conhecidos e, aqueles que o são, em geral não fornecem muita informação

relevante.

No caso de uma h.q.o. dada por f ∈ C{X1, · · · , Xr+1}, exceto para o caso em que

r = 1, isto é, curva plana, ou r = 2 e a superf́ıcie é normal1, os invariantes clássicos como o

número de Milnor µf = dimC
C{X1,··· ,Xr}

(fX1
,··· ,fXr+1)

e o número de Tjurina τf = dimC
C{X1,··· ,Xr}

(f,fX1
,··· ,fXr+1)

são µf = τf = ∞, não permitindo que possamos utilizá-los para estratificar o problema

da classificação anaĺıtica.

Este caṕıtulo tem como objetivo dar um primeiro passo na questão da equivalência

anaĺıtica de superf́ıcies quase ordinárias. Assim como Lipman procedeu ao estudo to-

pológico inicialmente para superf́ıcies (ver [17]) e generalizou o método, juntamente com

Gau (ver [5] e [18]), esperamos que, em projetos futuros, possamos estender nosso estudo

para hipersuperf́ıcies em Cr+1.

Para tanto, retomamos o conceito de expoentes generalizados de Zariski, introduzido

em [20], e mostramos que tais expoentes são invariantes anaĺıticos. Utilizando tal inva-

riante, procedemos à classificação anaĺıtica de superf́ıcies quase ordinárias com gênero 1

1Se uma superf́ıcie quase ordinária é normal, então ela é analiticamente equivalente a uma h.q.o. dada

por uma parametrização da forma (tn1 , t
n
2 , t1t2), veja [18].
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que são quase simples. O termo quase simples aqui não é sinônimo de fácil, mas sim no

sentido de que, para uma classe topológica fixa, há uma quantidade enumerável de classes

anaĺıticas distintas. Uma abordagem desta natureza foi realizada por Bruce e Gaffney em

[3] para o caso de curvas planas, em que curvas simples foram caracterizadas, isto é, casos

em que para uma classe topológica fixa há apenas um número finito de classes anaĺıticas

distintas.

4.1 Expoentes generalizados de Zariski

Como mencionamos na introdução deste caṕıtulo, descrever invariantes anaĺıticos

numéricos para h.q.o. não é uma tarefa fácil. O principal objetivo desta seção é apresentar

um tal invariante.

Iniciemos identificando alguns termos de uma parametrização de h.q.o. que podem

ser eliminados por mudanças de coordenadas.

Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t)) uma h.q.o. normalizada com S(t) = tλ1 +
∑

δ�λ1 bδt
δ.

Temos que a derivada de S com respeito à tj é dada por

Stj = λ1jt
λ1−θj +

∑
δ�λ1

δjbδt
δ−θj e Sj := tjStj = λ1jt

λ1 +
∑
δ�λ1

δjbδt
δ

com θj = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0). Assim, se λ1j 6= 0, então Sj e Stj admitem expoente

dominante. Por comodidade denotemos também Sr+1 = S.

Proposição 4.1. Dada H como acima e δ ∈ Nr tal que δ � λ1. Se

δ ∈ Γ
r⋃
i=1

(Γ∗ + V(Si))
r⋃

i=1,λ1i≥n

(Γ + 2λ1 − νi) , (4.1)

onde Γ∗ = Γ \ {0}, então podemos eliminar de H o termo com expoente δ alterando e,

eventualmente, ter tβ11 · · · tβrr de H com β � δ.

Demonstração. Considere uma mudança de coordenadas (σ, ρ) ∈ G que mantém H nor-

malizada, ou seja,

ρ : Cr −→ Cr

t −→ (ρ1(t), · · · , ρr(t))

com ρj = tj

(
1 +

Pj(H)

tnj

) 1
n
, Pj = Xjεj +Xr+1(bj + ηj), εj, ηj ∈Mr+1, bj ∈ C e

σ : Cr+1 −→ Cr+1

(X,Xr+1) −→ (σ1(X,Xr+1), · · · , σr+1(X,Xr+1))
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com σi = Xi + Pi, para todo i = 1, · · · , r + 1, Pr+1 = Xr+1εr+1 + Xαηr+1, εr+1 ∈ Mr+1,

ηr+1 ∈ C{X,Xr+1}, bi + ηi = 0 se λ1i < n e α = (dλ11
n
e, · · · , dλ1r

n
e)(veja Teorema 1.35).

Note que temos |α| ≥ 2, o que implica Pr+1 ∈M2
r+1. Mais ainda, todo elemento deM2

r+1

cujo expoente dominante supere λ1 pode ser considerado como parte de Pr+1.

Expandindo ρ−1
j , obtemos ρ−1

j (t) = tj

(
1− 1

n
· Pj(H)

tnj
+ · · ·

)
e, deste modo, agindo a

mudança (σ, ρ) em H temos

σi(Hρ
−1)(t) = tni , 1 ≤ i ≤ r

σr+1(Hρ−1)(t) = S(t)−
r∑
i=1

Pi(H)

ntn−1
i

Sti + Pr+1(H) + · · · (4.2)

Note que

Pj(H)

ntn−1
j

Stj =
Pj(H)

ntnj

λ1jt
λ1 +

∑
δ�λ1

δjbδt
δ

 =
Pj(H)

ntnj
Sj.

Lembrando que Sj = λ1jt
λ1 +

∑
δ�λ1 δjbδt

δ e Sr+1 = S, temos de (4.2) que, se Sj

tem expoente dominante V(Sj), então podemos, escolhendo Pi = 0 para todo i 6= j e Pj

conveniente, eliminar o termo de expoente

V(Pj) + V(Sj)− νj, j = 1, · · · , r.

Se Pi = 0 para todo i = 1, · · · , r, como Pr+1 ∈M2
r+1, teremos V(Pr+1) ∈ V(M2

r+1).

Agora, para 1 ≤ i ≤ r, temos

1. Se λ1i < n, então bi + ηi = 0 e V(Pi) ∈ νi + V(Mr+1).

2. Se λ1i ≥ n, então, além de V(Pi) ∈ νi + V(Mr+1), podemos ter V(Pi) = λ1,

escolhendo εi = 0, bi 6= 0, e V(Pi) ∈ λ1 + V(Mr+1), escolhendo εi = bi = 0.

Uma vez que V(Mr+1) = Γ∗ = Γ \ {0}, temos que, para 1 ≤ i ≤ r, podemos eliminar

termos com expoente em

V(Pi) + V(Si)− νi = νi + V(Mr+1) + V(Si)− νi = V(Mr+1) + V(Si) = Γ∗ + V(Si)

e, se λ1i ≥ n, também podemos eliminar termos com expoentes em

(λ1 + V(Si)− νi) ∪ (λ1 + V(Mr+1) + V(Si)− νi) = λ1 + Γ + V(Si)− νi = Γ + 2λ1 − νi

uma vez que se λ1i ≥ n > 0, então temos V(Si) = λ1.
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Como Pr+1 ∈M2
r+1, isto é, V(Pr+1) ∈ V(M2

r+1), podemos eliminar elementos em

V(M2
r+1)

r⋃
i=1

(Γ∗ + V(Si))

e, se λ1i ≥ n, podemos, além da união acima, também eliminar elementos em

Γ + 2λ1 − νi.

Uma vez que estamos considerando termos em H com expoentes que superam λ1, e

tais expoentes correspondem a elementos de Γ que pertencem a V(M2
r+1), podemos trocar

V(M2
r+1) por Γ, já que Γ \ V(M2

r+1) = {0, ν1, · · · , νr, νr+1 = λ1}.

Observação 4.2. Se V(Si) não existir, isto é, Si não tiver expoente dominante, não

consideraremos tal contribuição na união apresentada na proposição acima.

Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t)) uma parametrização normalizada com semigrupo

ΓH = 〈ν1, · · · , νr, νr+1, · · · , νr+g〉. Em virtude da proposição anterior, podemos supor

(e sempre o faremos) que H é (analiticamente) equivalente a uma h.q.o. sem que figurem

termos com expoentes em (4.1).

Recordemos algo sobre o conjunto sobre ΛN (H).

Considere as r-formas ωi = dX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 com i = 1, · · · , r+ 1. Temos

H∗(ωr+1) = nrt(n−1)dt1 ∧ · · · ∧ dtr
H∗(ωi) = (−1)r−inr−1tn−1

1 · · · t̂n−1
i · · · tn−1

r Stidt1 ∧ · · · ∧ dtr, para todo i = 1, · · · , r.

Note que H∗(ωr+1)
dt1∧···∧dtr = nrt(n−1) tem expoente dominante (n), mas H∗(ωi)

dt1∧···∧dtr não neces-

sariamente possui expoente dominante. No entanto, se tivermos

V(ωi) := VH
(

H∗(ωi)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

)
= V(Si) + (n)− νi ∈ ΛD(H), 1 ≤ i ≤ r,

como Sr+1 = S e V(S) = λ1 = νr+1, podemos unificar a expressão acima escrevendo:

V(ωi) := VH
(

H∗(ωi)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

)
= V(Si) + (n)− νi ∈ ΛD(H), 1 ≤ i ≤ r + 1.

Além disto, como ΓH + ΛD(H) ⊂ ΛD(H), temos

ΓH + (n)− νi + V(Si) ⊂ ΛD(H) ⊂ ΛN (H), 1 ≤ i ≤ r + 1.

Em particular, como λ11 6= 0, isto é, S1 tem sempre expoente dominante λ1, temos

V (ωr+1) = (n) e V (ω1) = λ1 + (n)− ν1.
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No entanto, para os demais ı́ndices não sabemos se temos expoente dominante e, caso

tenhamos, qual seria tal expoente sem levar em conta seus coeficientes e expoentes.

Observe que os vértices do poĺıgono de Newton de H∗(ωi)
dt1∧···∧dtr são precisamente os vértices

do poĺıgono de Newton de Si somados com (n)− νi, isto é,

VN
(

H∗(ωi)

dt1 ∧ · · · ∧ dtr

)
= VN (Si) + (n)− νi.

Analisemos a r-forma ω̃ =
∑r+1

i=1 aiXidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 com ai ∈ C.

Dada H = (tn1 , · · · , tnr , S(t)) com S(t) = tλ1 +
∑

β�λ1 bβt
β temos que

H∗(ω̃) = nr−1t(n−1)

(nar+1 +
r∑
i=1

(−1)r−iaiλ1i

)
tλ1 +

∑
β�λ1

(
nar+1 +

r∑
i=1

(−1)r−iaiβi

)
bβt

β

 .
Se nar+1 +

∑r
i=1(−1)r−iaiλ1i 6= 0, então ω̃ não fornece novas contribuições para ΛD

e ΛN , pois teŕıamos VH(ω̃) = λ1. Deste modo, vamos escolher ar+1 de modo a termos

VH(ω̃) 6= λ1. Para isto, basta considerar nar+1 = −
∑r

i=1(−1)r−iaiλ1i e assim

H∗(ω̃) = nr−1t(n)
∑
β�λ1

(
r∑
i=1

(−1)r−i(βi − λ1i)ai

)
bβt

β

com βi − λ1i não todos nulos.

Note que os expoentes de H∗(ω̃) têm ligação com os expoentes S(t) − tλ1 . De fato,

denotando R = S(t)− tλ1 e escrevendo

R =

j∑
i=1

tδiui(t)

tal que δ1, · · · , δj são elementos minimais dos expoentes em S(t) − tλ1 com respeito à

ordem parcial ≺ e ui(0) 6= 0, temos que

VN (R) ⊆ {δ1, · · · , δj} := min≺(R).

Em particular, para uma escolha genérica de a1, · · · , ar, neste caso, genérico significa

evitar a solução do sistema
∑r

i=1(−1)r−i(δli − λ1i)ai = 0, l = 1, · · · , j, temos que

VN (ω̃) = VN (R) + (n) ⊆ {δ1, · · · , δj}+ (n).

Tais considerações foram feitas por Zariski em [22] para curvas planas. Motivados por

tais aspectos definimos os expoentes generalizados de Zariski.
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Definição 4.3. Seja H = (tn1 , · · · , tnr , S(t)) e R = S(t)− tλ1 como acima, com termos de

expoentes não pertencentes a Γ
⋃r
i=1 (Γ∗ + V(Si))

⋃r
i=1,λ1i≥n (Γ + 2λ1 − νi). Os expoentes

generalizados de Zariski são os elementos

EZ(H) = min≺(R).

Antes de explorarmos propriedades dos expoentes generalizados de Zarisk, vejamos

algumas propriedades relacionadas a r-formas dadas de modo particular.

Observação 4.4. Lembremos que, da Proposição 1.38, se ω ∈ Ωr
O é tal que

ω =
∑r+1

i=1 (−1)r+1−iPidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1 com Pi satisfazendo as condições

descritas no Teorema 1.35, então, caso ω tenha expoente dominante VH(ω) = δ, podemos

eliminar o termo com expoente δ − (n), alterando, eventualmente, termos que superem

δ − (n).

Proposição 4.5. Sejam H = (tn1 , · · · , tnr , tλ1 +
∑k

j=1 bjt
δjuj) uma parametrização de uma

h.q.o. com uj(0) = 1, ω =
∑r

i=1 aiXidX1∧· · ·∧ d̂Xi∧· · ·∧dXr+1 e ar+1 = − 1
n

∑r
i=1 λ1iai.

Existem a1, · · · , ar ∈ C tais que ω tem expoente dominante δj +(n) para todo j = 1, · · · , k
se, e somente, se {δj−λ1, j = 1, · · · , k} for L.I.. Em particular, se {δj−λ1, j = 1, · · · , k}
for L.I., então podemos eliminar da parametrização expoentes em Γ∗ + δj.

Demonstração. Para i = 1, · · · , r, temos

H∗(XidX1 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr+1) = (−1)r−inr−1t(n−1)

(
λ1it

λ1 +
k∑
j=1

bjδ
j
i t
δj(uj +

1

δji
ti(uj)i)

)

e, para i = r + 1,

H∗(Xr+1dX1 ∧ · · · ∧ · · · ∧ dXr) = nrt(n−1)

(
tλ1 +

k∑
j=1

bjt
δjuj

)
.

Assim,

H∗(ω) = nr−1t(n−1)

[(
r∑
i=1

(−1)r−iλ1iai + nar+1

)
tλ1 +

k∑
j=1

bj

(
r∑
i=1

(−1)r−iδji ai + nar+1

)
tδ
j

vj

]

com vj = uj·
(

1 +
∑r

i=1
ti(uj)i

δji uj

)
uma unidade mônica.

Uma vez que estamos supondo ar+1 = − 1
n

∑r
i=1(−1)r−iλ1iai, temos

H∗(ω) = nr−1t(n−1)

k∑
j=1

bj

(
r∑
i=1

(−1)r−i(δji − λ1i)ai

)
tδ
j

vj.
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Deste modo, existem a1, · · · , ar ∈ C tais que ω tem expoente dominante δj + (n), para

todo j = 1, · · · , k, se, e somente se, para todo j = 1, · · · , k, o sistema a seguir tem solução:∑r
i=1(−1)r−i(δ1

i − λ1i)ai = 0∑r
i=1(−1)r−i(δ2

i − λ1i)ai = 0
...∑r

i=1(−1)r−i(δji − λ1i)ai = 1
...∑r

i=1(−1)r−i(δki − λ1i)ai = 0.

Note que na j-ésima equação do sistema bastaria que o termo independente fosse não

nulo.

Agora veja que, para tal sistema ter solução, devemos ter k ≤ r e o posto da matriz

M =



(−1)r−1(δ1
1 − λ11) (−1)r−2(δ1

2 − λ12) · · · (−1)r−r(δ1
r − λ1r)

(−1)r−1(δ2
1 − λ11) (−1)r−2(δ2

2 − λ12) · · · (−1)r−r(δ2
r − λ1r)

...
...

...
...

(−1)r−1(δj1 − λ11) (−1)r−2(δj2 − λ12) · · · (−1)r−r(δjr − λ1r)
...

...
...

...

(−1)r−1(δk1 − λ11) (−1)r−2(δk2 − λ12) · · · (−1)r−r(δkr − λ1r)


seja k. Para isso, deve existir uma matriz N , quadrada de ordem k, cujas colunas sejam

dadas por k colunas da matriz anterior e que seja inverśıvel. Em particular, devemos ter

det(N) 6= 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que N seja obtida pelas k primeiras colunas

de M . Como

det(N) 6= 0 ⇐⇒ det



δ1
1 − λ11 δ1

2 − λ12 · · · δ1
k − λ1k

δ2
1 − λ11 δ2

2 − λ12 · · · δ2
k − λ1k

...
...

...
...

δj1 − λ11 δj2 − λ12 · · · δjk − λ1k

...
...

...
...

δk1 − λ11 δk2 − λ12 · · · δkk − λ1k


6= 0,

temos que tal condição é equivalente a afirmar que as linhas da matriz N são L.I., ou seja,

{δj − λ1, j = 1, · · · , k} é L.I.

Finalmente, assuma que {δj − λ1, j = 1, · · · , k} seja L.I. e considere γ + δj ∈ Γ∗ + δj,

para algum j = 1, · · · , k. Como vimos acima, podemos supor VH(ω) = δj + (n) e,
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além disto, sabemos que existe h ∈ Mr+1 tal que V(h) = γ. Portanto, γ + δj + (n) é

expoente dominante de h·ω. Pelo comentado na Observação 4.4, podemos eliminar γ+δj

da parametrização, sem alterar termos que precedem γ + δj com respeito à nossa ordem

parcial considerada.

Como consequência do resultado acima, podemos destacar:

Corolário 4.6. Se H é parametrização de uma h.q.o. dada por

H =

tn1 , · · · , tnr , tλ1 +
k∑
j=1

ajt
δj(1 +

∑
γ∈Γ∗

ajγt
γ)

 ,

com aj 6= 0 e {δj − λ1, j = 1, · · · , k} e um conjunto L.I., então

H ∼
G

(tn1 , · · · , tnr , tλ1 +
k∑
j=1

tδ
j

).

Demonstração. Segue da Proposição 4.5 que podemos eliminar da parametrização todos

os expoentes da forma δj + Γ∗. Além disto, pela Proposição 1.37, podemos obter uma

parametrização equivalente com os coeficientes de δj normalizados, isto é,

H ∼
G

(tn1 , · · · , tnr , tλ1 +
k∑
j=1

tδ
j

).

O próximo resultado nos dá novos invariantes anaĺıticos numéricos para h.q.o. dadas

por parametrizações normalizadas e evidenciam a relevância dos expoentes generalizados

de Zariski.

Teorema 4.7. Os expoentes generalizados Zariski são invariantes anaĺıticos.

Demonstração. Sejam H1 e H2 duas h.q.o. normalizadas em Cr+1 com mesmo semigrupo

Γ e mesmos expoentes generalizados de Zariski δj ∈ Nr dadas por

H1 = (tn1 , · · · , tnr , tλ1 +
∑
j

ajt
δjuj) e H2 = (tn1 , · · · , tnr , tλ1 +

∑
j

bjt
δjvj),

onde uj(0) = vj(0) = 1.

Denotemos S1 = tλ1 +
∑

j ajt
δjuj e S2 = tλ1 +

∑
j bjt

δjvj.
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Suponha que H1 ∼
G
H2, isto é, existe (σ, ρ) ∈ G tal que σH1ρ

−1 = H2 de modo que

ρ : Cr −→ Cr

t −→ (ρ1(t), · · · , ρr(t))

com ρj = tj

(
1 +

Pj(H1)

tnj

) 1
n
, Pj = Xjεj +Xr+1(bj + ηj), εj, ηj ∈Mr+1, bj ∈ C e

σ : Cr+1 −→ Cr+1

(X,Xr+1) −→ (σ1(X,Xr+1), · · · , σr+1(X,Xr+1))

com σi = Xi+Pi, para todo i = 1, · · · , r, σr+1 = Xr+1 +Pr+1, Pr+1 = Xr+1εr+1 +Xαηr+1,

εr+1 ∈Mr+1, ηr+1 ∈ C{X,Xr+1}, bi + ηi = 0 se λ1i < n e α = (dλ11
n
e, · · · , dλ1r

n
e).

Como já observamos no Caṕıtulo 3, σ−1 e ρ−1 se expressam como σ e ρ. Em particular,

temos que (ρ−1)j = tj

(
1 +

P ′j(H2)

tnj

) 1
n
.

Vamos analisar a relação entre os coeficientes dos expoentes generalizados de Zariski

e mostrar que aj = bj para todo j. Isto nos dará que não há como obter uma parame-

trização de uma h.q.o. analiticamente equivalente eliminando um expoente generalizados

de Zariski, nem sequer com coeficientes distintos.

Como H1 ∼
G
H2, devemos ter

S2(t) = tλ1 +
∑
j

bjt
δjvj = S1(ρ−1) + Pr+1(H1ρ

−1). (4.3)

Note que

(ρ−1)k11 · · · (ρ−1)krr = tk11 · · · tkrr
r∏
i=1

(
1 +

P ′i (H2)

tni

) ki
n

(4.4)

e assim,

S1(ρ−1) = tλ1
r∏
i=1

(
1 +

P ′i (H2)

tni

)λ1i
n

+
∑

ajt
δj + [δ] (4.5)

em que [δ] denota termos cujos expoentes pertencem a
⋃
j δ

j + Nr e são diferentes de δj.

Tais termos não são necessários para nossa análise.

Veja que se k ≥ 2 então

(S1(ρ−1))k = tkλ1
r∏
i=1

(
1 +

P ′i (H2)

tni

) kλ1i
n

+ [δ]
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onde

r∏
i=1

(
1 +

P ′i (H2)

tni

) kλ1i
n

= 1 +
r∑
i=1

kλ1i

n

P ′i (H2)

tni
(1 + Zi,k(t)) (4.6)

com Zi,k(0) = 0 e Zi,k(t) é obtido através de produto de fatores da forma
P ′i (H2)

tni
.

Por [Γ], [V(Mr+1)] e [V(M2
r+1)] indicaremos termos com expoentes em Γ, V(M) = Γ∗

e V(M2
r+1), respectivamente.

Como Pr+1 ∈M2
r+1 temos que

Pr+1 = G0(X) +G1(X)Xr+1 +
∞∑
i=2

Gi(X)X i
r+1

onde

G0(H1ρ
−1) tem expoentes em [V(M2

r+1)] e [δ];

G1(H1ρ
−1) tem expoentes em [V(Mr+1)], [δ] ou iguais a δj;

Gi(H1ρ
−1), i ≥ 2, tem expoentes em [Γ], [δ] ou iguais a δj.

Assim,

Pr+1(H1ρ
−1) = [V(M2

r+1)] + [V(Mr+1)]·

(
tλ1

r∏
i=1

(
1 +

P ′i (H2)

tni

)λ1i
n

)

+
∞∑
k=2

[Γ]·

(
tkλ1

r∏
i=1

(
1 +

P ′i (H2)

tni

) kλ1i
n

)
+ [δ],

e temos de, (4.5) e (4.6), que

S1(ρ−1) + Pr+1(H1ρ
−1) = tλ1 +

∑
j

ajt
δj + tλ1

(
r∑
i=1

λ1i

n

P ′i (H2)

tni
(1 + Zi,1(t))

)
+ [δ]

+[V(M2
r+1)] + tλ1

r∏
i=1

λ1i

n
· P
′
i (H2)

tni
· (1 + Zi,1(t)) · [V(Mr+1)]

+
∞∑
k=2

tλ1

(
r∑
i=1

k
λ1i

n
· P
′
i (H2)

tni
· (1 + Zi,k(t)) · [V(Mr+1)]

)
.

Deste modo, podemos reescrever

S1(ρ−1) + Pr+1(H1ρ
−1) = tλ1 +

∑
j

ajt
δj + tλ1

(
r∑
i=1

λ1i

n

P ′i (H2)

tni
(1 + Yi(t))

)
+[V(M2

r+1)] + [δ]
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com Yi(0) = 0.

Segue, de (4.3), que expressão acima deve ser igual a S2(t). Assim,∑
j

(bj − aj)tδ
j

= tλ1

(
r∑
i=1

λ1i

n

P ′i (H2)

tni
(1 + Yi(t))

)
+ [V(M2

r+1)] + [δ]. (4.7)

Se bj 6= aj para algum j, então o lado direito de (4.7) deve ter termos com expoentes

iguais a δj e isto deve ocorrer dentre os termos de

tλ1

(
r∑
i=1

λ1i

n

P ′i (H2)

tni
(1 + Yi(t))

)
,

uma vez que δj /∈ [V(M2
r+1)] ⊂ Γ.

Agora consideremos uma parcela da forma

tλ1 · λ1i

n
· P
′
i (H2)

tni
· (1 + Yi(t)) (4.8)

em que podemos assumir λ1i 6= 0.

Se λ1i < n, então P ′i = Xiεi com εi ∈ Mr+1. Sendo assim,
P ′i (H2)

tni
= εi(H2) e os

expoentes que podem ocorrer são ν1, · · · , νr+1 = λ1, δj, pertencem a [δ] ou a [V(M2
r+1)] ⊂

Γ. Portanto, caso λ1i < n, em

tλ1 · P
′
i (H2)

tni
ocorrem expoentes apenas em [δ] e [V(M2

r+1)], o mesmo ocorrendo com os expoentes de

tλ1 · λ1i

n
· P
′
i (H2)

tni
· (1 + Yi(t)) .

Assim, as parcelas em (4.8) que possuem λ1i < n não terão termos com expoentes iguais

a δj.

Por outro lado, se λ1i ≥ n, então P ′i = Xiεi +Xr+1(bi + ηi) e segue que

tλ1 · P
′
i (H2)

tni
= tλ1

(
εi(H2) +

S2(t)

tni
(bi + ηi(H2))

)
com εi, ηi ∈ Mr+1. Assim, os expoentes que podem estar presentes nos termos da

expressão acima devem ser iguais a 2λ1 − νi (se bi 6= 0), pertencer a [V(M2)] ⊂ Γ,

2λ1 − νi + V(Mr+1) ⊂ Γ + 2λ1 − νi ou a [δ]. O mesmo ocorrendo com expoentes de

tλ1 · λ1i

n
· P
′
i (H2)

tni
· (1 + Yi(t)) .

Como δj /∈ Γ
⋃r
i=1,λ1i≥n(Γ+2λ1−νi), segue que em tais parcelas também não podemos

ter termos com expoentes δj.

Resta, como única possibilidade, que aj = bj para todo j. Logo, os expoentes genera-

lizados de Zariski são invariantes anaĺıticos.
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Observação 4.8. Enfatizamos que a demonstração do teorema anterior revela que ter-

mos com expoentes generalizados de Zariski não podem ser eliminados por mudanças de

coordenadas pertencentes ao grupo G e tais mudanças, a menos de homotetias, mantêm

os coeficientes de tais termos inalterados.

4.2 Superf́ıcies q.o. quase simples de gênero 1

Nesta seção, vamos utilizar os expoentes generalizados de Zariski para apresentar a clas-

sificação de superf́ıcies quase ordinárias quase simples com gênero 1.

Como comentamos no ińıcio do caṕıtulo, a noção de quase simples que adotaremos é

dada na definição abaixo.

Definição 4.9. Seja H = (tn1 , · · · , tnr , tλ1 +
∑

δ aδt
δ) uma parametrização quase ordinária

normalizada. Dizemos que H é quase simples se há uma quantidade enumerável de clas-

ses anaĺıticas distintas para h.q.o. com mesmo semigrupo ΓH , isto é, na mesma classe

topológica da h.q.o. determinada por H.

No que segue, vamos considerar superf́ıcies quase ordinárias com semigrupo dado por

Γ = 〈ν1 = (n, 0), ν2 = (0, n), ν3 = λ1 = (λ11, λ12)〉.
A Proposição 4.1, indica que, a menos de mudanças de coordenadas, podemos conside-

rar que uma superf́ıcie quase ordinária com semigrupo Γ seja dada por uma parametrização

normalizada

Ha =

(
tn1 , t

n
2 , S(t) = tλ1 +

∑
j

ajt
δjuj(t)

)
(4.9)

com δj ∈ EZ(H) expoente generalizado de Zariski, uj(0) = 1 e todo expoente de R =

S(t)− tλ1 não pertence a

Γ
r⋃
i=1

(Γ∗ + V(Si))
r⋃

i=1,λ1i≥n

(Γ + 2λ1 − νi) .

Doravante, sempre estaremos considerando parametrizações como acima.

A Proposição 1.37 indica que podemos normalizar no máximo dois coeficientes de

expoentes de Zariski, ou seja, se temos δ1, δ2 ∈ EZ(H) tais que {δ1−λ1, δ2−λ1} seja L.I.,

então podemos considerar

Ha =

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + tδ1 + tδ2 +
∑

16=j 6=2

ajt
δjuj(t)

)
.
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Se ainda temos um terceiro expoente generalizado de Zariski δ3, então o Teorema 4.7 nos

dá que Ha não pode ser equivalente a

Hb =

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + tδ1 + tδ2 +
∑

16=j 6=2

bjt
δjuj(t)

)

se a3 6= b3 e, neste caso, para cada escolha de b3 ∈ C, teŕıamos uma classe anaĺıtica

distinta, ou seja, Ha não seria quase simples.

Deste modo, as superf́ıcies que desejamos caracterizar estão entre aquelas com até dois

expoentes generalizados de Zariski.

Se n = 2, então o vetor de Fröbenius é dado por F = λ1 − (2, 2) ≺ λ1. Deste modo,

segue do Exemplo 1.36 que a superf́ıcie quase ordinária não admite expoente generalizado

de Zariski e ela é equivalente a uma h.q.o. com parametrização (t21, t
2
2, t

λ1), ou seja, temos

apenas uma classe anaĺıtica e, portanto, é quase simples.

Assim, no que segue, vamos assumir n > 2.

O próximo lema nos dá condições para que uma parametrização como em (4.9) possa

ter mais que dois expoentes generalizados de Zariski.

Lema 4.10. Seja H = (tn1 , t
n
2 , S(t1, t2)) uma h.q.o. normalizada em C3 com gênero g = 1

como em (4.9). Se

a) λ12 > 0 e λ11 ≥
3n

n− 2
, ou b) λ12 = 0 e λ11 ≥

4n

n− 2
, ou c) λ12 ≥

2n

n− 2
,

então podemos ter 3 expoentes generalizados de Zariski.

Demonstração. Suponha que λ12 > 0 e λ11 ≥ 3n
n−2

. Temos que (n− 1)λ1 + n(−3, 0) � λ1.

De fato,

(n− 1)λ11 − 3n = (n− 2)λ11 + λ11 − 3n ≥ λ11.

Se (n− 1)λ11 − 3n > λ11, então temos o desejado. Se (n− 1)λ11 − 3n = λ11, como n > 2

e λ12 > 0, segue que (n− 1)λ12 > λ12.

Note que Z = {(n− 1)λ1 + n(−3, 1), (n− 1)λ1 + n(−2, 0), (n− 1)λ1 + n(−1,−1)} não

está contido em Γ
⋃r
i=1 (Γ∗ + V(Si))

⋃r
i=1,λ1i≥n (Γ + 2λ1 − νi) e seus elementos superam

λ1, com respeito à nossa ordem parcial considerada, e min≺(Z) = Z. Portanto, todos os

elementos de Z podem ocorrer como expoentes generalizados de Zariski.

Suponha que λ12 = 0 e λ11 ≥ 4n
n−2

. Como no caso anterior, temos (n−1)λ1+n(−4, 1) �
λ1. De fato,

(n−1)λ1 +n(−4, 1) = (n−2)λ1 +n(−4, 1)+λ1 � (n−2)

(
4n

n− 2
, 0

)
+n(−4, 1)+λ1 � λ1.
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Deste modo, temos que (n− 1)λ1 + n(−4, 2), (n− 1)λ1 + n(−3, 1), (n− 1)λ1 + n(−2, 0)

satisfazem todas as condições para serem expoentes generalizados de Zariski.

Suponha agora λ12 ≥ 2n
n−2

. Em particular, λ11 ≥ λ12 ≥ 2n
n−2

. De maneira análoga à

analise anterior conclúımos que (n − 1)λ1 + n(−2, 0) � λ1 e (n − 1)λ1 + n(0,−2) � λ1.

Nesse caso, temos que (n− 1)λ1 + n(−1,−1), (n− 1)λ1 + n(−2, 0) e (n− 1)λ1 + n(0,−2)

podem ser expoentes de Zariski.

Observação 4.11. Em virtude do lema anterior, para que tenhamos no máximo dois

expoentes generalizados de Zariski, podemos assumir

0 = λ12 ≤ λ11 <
4n

n− 2
ou 0 < λ12 ≤ λ11 <

2n

n− 2
ou 0 < λ12 <

2n

n− 2
≤ λ11 <

3n

n− 2
.

(4.10)

Observe que se δ � λ1 é um expoente de S(t1, t2), dado como em (4.9), expresso na

representação padrão δ = γλ1 + n(α, β), com 0 ≤ γ ≤ n − 1, devemos ter γ ≥ 2. De

fato, se γ < 2, então deveŕıamos ter (α, β) ∈ N2 e, neste caso, δ ∈ Γ, que não figura em

S(t1, t2).

No primeiro caso, isto é, 0 = λ12 e λ11 <
4n
n−2

, como a parametrização é normalizada,

devemos ter n < λ11 <
4n
n−2

, ou seja, 1 < 4
n−2

que nos dá a restrição n < 6.

Proposição 4.12. Seja H = (tn1 , t
n
2 , S(t1, t2)) uma h.q.o. normalizada em C3 de gênero

1 como em (4.9). Se λ12 = 0 e λ11 <
4n
n−2

, então H será quase simples se 3 ≤ n ≤ 4 e,

neste caso,

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ11
1 + at(n−1)λ1+n(−2,γ1) + bt(n−1)λ1+n(−3,γ2)

)
com a, b ∈ {0, 1}, algum γ1, γ2 ∈ N e a = 0 se γ1 ≥ γ2.

Demonstração. Como estamos considerando n > 2, vamos analisar este caso para cada

uma das possibilidades n ∈ {3, 4, 5}.
Para n = 3, um elemento δ /∈ Γ tal que δ � λ1 pode ser expresso como δ = 2λ1+3(α, β)

com α < 0 ou β < 0. Deste modo, devemos ter

λ11 ≤ 2λ11 + 3α e 0 = λ12 ≤ 2λ12 + 3β.

Assim, β ≥ 0 e α ≥ −λ11
3

> −4, ou seja, α ≥ −3.

Se α ≥ 0 e β ≥ 0, então δ ∈ Γ e, se α = −1 e β ≥ 0, então δ ∈ Γ+2λ1−ν1. Em ambos

os casos, a Proposição 4.1 permite desconsiderarmos tal expoente δ da parametrização.

Portanto, podemos considerar

H ∼
G

(
t31, t

3
2, t

λ1 +
∑
β1≥0

aβ1t
2λ1+3(−2,β1) +

∑
β2≥0

aβ2t
2λ1+3(−3,β2)

)
.
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Aplicando o Corolário 4.6, obtemos que

H ∼
G

(
t31, t

3
2, t

λ1 + at2λ1+3(−2,γ1) + bt2λ1+3(−3,γ2)
)

com a, b ∈ {0, 1}, algum γ1, γ2 ∈ N e a = 0 se γ1 ≥ γ2.

Para n = 4, um elemento δ � λ1 é expresso como

3λ1 + 4(α1, β1) ou 2λ1 + 4(α2, β2).

Se 2λ1 + 4(α2, β2) � λ1, então devemos ter β2 ≥ 0 e α2 ≥ −λ11
4
> −1

4
· 4n
n−2

= −2,

ou seja, α2 ≥ −1. Note que, para tais valores, δ ∈ Γ ∪ (Γ + 2λ1 − ν1) e a Proposição 4.1

permite que eliminemos tais expoentes da parametrização.

Se 3λ1 + 4(α1, β1) � λ1, então, como acima, β1 ≥ 0 e α1 ≥ −3. Se α1 ≥ −1, então

podemos desconsiderar tais expoentes δ, graças à Proposição 4.1.

Desta forma, podemos considerar

H ∼
G

(
t41, t

4
2, t

λ1 +
∑
β1≥0

aβ1t
3λ1+4(−2,β1) +

∑
β2≥0

aβ2t
3λ1+4(−3,β2)

)
.

Novamente, o Corolário 4.6, nos dá

H ∼
G

(
t41, t

4
2, t

λ1 + at3λ1+4(−2,γ1) + bt3λ1+4(−3,γ2)
)

com a, b ∈ {0, 1}, algum γ1, γ2 ∈ N e a = 0 se γ1 ≥ γ2.

Agora, para n = 5, como devemos ter λ12 = 0 e 5 = n < λ11 <
4n
n−2

= 20
3

, a única

possibilidade é que λ1 = (6, 0). No entanto, neste caso, constatamos que

3λ1 + n(−2, 2) = (8, 10) � λ1

4λ1 + n(−3, 1) = (9, 5) � λ1

4λ1 + n(−2, 0) = (14, 0) � λ1

e os expoentes 3λ1 + n(−2, 2), 4λ1 + n(−3,−1) e 4λ1 + n(−2, 0) satisfazem as condições

para serem considerados expoentes generalizados de Zakiski. Assim, esta situação pode

ser desconsiderada de nossa análise, pois não fornecerá h.q.o. quase simples.

Retornando às condições (4.10), a proposição abaixo, nos garante que a desigualdade

0 < λ12 ≤ λ11 <
2n
n−2

sempre origina superf́ıcies quase simples.

Proposição 4.13. Seja H = (tn1 , t
n
2 , S(t1, t2)) uma h.q.o. normalizada em C3 de gênero

1 como em (4.9). Se 0 < λ12 ≤ λ11 <
2n
n−2

, então

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1
)

ou H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + tγλ1+n(−1,−1)
)

para algum γ tal que γλ1 + n(−1,−1) � λ1.
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Demonstração. Se 0 < λ12 ≤ λ11 <
2n
n−2

, então, dado um expoente δ � λ1 de S(t1, t2)

escrito na representação padrão como δ = γλ1 + n(α, β) com 2 ≤ γ ≤ n− 1, devemos ter

γλ1 + n(α, β) � λ1 ⇐⇒ (−α,−β) ≺ γ − 1

n
·λ1.

Em particular,

(−α,−β) ≺ n− 2

n
·λ1.

Assim, −α < n−2
n
· 2n
n−2

= 2 e −β < n−2
n
· 2n
n−2

= 2. Logo, α ≥ −1 e β ≥ −1.

Caso, α, β ≥ 0, então δ ∈ Γ. Se α = −1 e β ≥ 0, então δ = γλ1 + n(−1, β) ∈
Γ + 2λ1 − ν1. Se α ≥ 0 e β = −1, então δ = γλ1 + n(α,−1) ∈ Γ + 2λ1 − ν2. Em todos

esses casos, o termo com expoente δ pode ser eliminado pela Proposição 4.1.

Deste modo, em S(t1, t2), pode ocorrer no máximo um termo com expoente δ e refe-

rente ao caso α = β = −1.

Note que, δ = γλ1 + n(−1,−1) � λ1 implica (n, n) ≺ (γ − 1)λ1.

Portanto, neste caso, a h.q.o. é equivalente atn1 , tn2 , tλ1 +
∑

γλ1+n(−1,−1)�λ1

aγt
γλ1+n(−1,−1)

 .

Se aγ = 0 para todo γ, então

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1
)
.

Caso contrário, tomemos γ0 o menor valor para o qual aγ0 6= 0. Assim,

γ0λ1 + n(−1,−1) = min≺{γλ1 + n(−1,−1); n
2
< γ ≤ n − 1} é o único expoente ge-

neralizado de Zariski e

γλ1 + n(−1,−1) = (γ − γ0)λ1 + γ0λ1 + n(−1,−1) ∈ Γ + γ0λ1 + n(−1,−1).

Segue do Corolário 4.6 que

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + aγ0t
γ0λ1+n(−1,−1)

)
.

A Proposição 1.37 permite normalizar o coeficiente aγ0 e assim temos o desejado.

Vamos agora tratar o caso 0 < λ12 <
2n
n−2
≤ λ11 <

3n
n−2

.

Suponha 0 < λ12 <
2n
n−2
≤ λ11 <

3n
n−2

e considere em S(t1, t2) um termo com expoente

δ � λ1 expresso na representação padrão, δ = γλ1 + n(α, β) com 2 ≤ γ ≤ n− 1. Temos,

γλ1 + n(α, β) � λ1 ⇐⇒ (−α,−β) ≺ γ − 1

n
·λ1.
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Em particular,

(−α,−β) ≺ n− 2

n
·λ1

e assim, −α < n−2
n
· 3n
n−2

= 3 e −β < n−2
n
· 2n
n−2

= 2. Logo, α ≥ −2 e β ≥ −1.

Analogamente ao caso tratado na proposição anterior, os expoentes com α, β ≥ 0,

α = −1 e β ≥ 0, α ≥ 0 e β = −1 podem todos ser eliminados de S(t1, t2) pela Proposição

4.1. Assim, podemos nos restringir aos seguintes expoentes:

γ1λ1 + n(−1,−1) e γ2λ1 + n(−2, β) com β ≥ −1.

Deste modo, as parametrizações em que estamos interessados estão entre as que são

da forma:

H ∼
G

tn1 , tn2 , tλ11 +
∑

γ1λ1+n(−1,−1)�λ1

aγ1t
γ1λ1+n(−1,−1) +

∑
γ2λ1+n(−2,β)�λ1

∑
β≥−1

bγ2,βt
γ2λ1+n(−2,β)

 .

(4.11)

Para n = 3 ou n = 4, a exigência de que os expoentes que ocorrem na parame-

trização superem λ1, com relação à nossa ordem parcial considerada, implica que a única

possibilidade para γ1 e γ2 seria γ1 = γ2 = n− 1 e assim

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−1)λ1+n(−1,−1) +
∑
β

bβt
(n−1)λ1+n(−2,β)

)
com β ≥ −1.

Aplicando o Corolário 4.6 e a Proposição 1.38 obtemos

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−1)λ1+n(−1,−1) + bt(n−1)λ1+n(−2,β)
)

com a, b ∈ {0, 1}, β ≥ −1, mas com a = 0, se β = −1 e b 6= 0, uma vez que, neste caso,

(n− 1)λ1 + n(−2,−1) seria o único expoente de Zariski generalizado e, como (n− 1)λ1 +

n(−1,−1) = (n−1)λ1 +n(−2,−1)+n(1, 0), o termo com expoente (n−1)λ1 +n(−1,−1)

poderia ser eliminado pelo Corolário 4.6.

Para n = 5, podemos ter em (4.11) que 3 ≤ γ1 ≤ 4 e podemos considerar que a

parametrização seja

H ∼
G

(
t51, t

5
2, t

λ1 + at3λ1+5(−1,−1) + bt4λ1+5(−1,−1) +
∑
β≥−1

cβt
4λ1+5(−2,β)

)
.

Note que se a 6= 0 ou c−1 6= 0, então 4λ1 + 5(−1,−1) não seria expoente generalizado

de Zariski e, além disto, o Corolário 4.6 garante que podemos eliminar o termo com tal

expoente.
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Mais ainda, como os vetores 2λ1 + 5(−1,−1), 3λ1 + 5(−1,−1) e 3λ1 + 5(−2, β) são

dois a dois L.I., o Corolário 4.6 e a Proposição 1.37 nos dão que

H ∼
G

(
t51, t

5
2, t

λ1 + at3λ1+5(−1,−1) + bt4λ1+5(−1,−1) + ct4λ1+5(−2,β)
)

onde a, b, c ∈ {0, 1}, β ≥ −1 com ab = 0 e b = 0 se β = −1 e c 6= 0.

Vamos dividir a análise do caso n > 5 e 0 < λ12 <
2n
n−2
≤ λ11 <

3n
n−2

em duas situações:

0 < λ12 ≤
n

n− 2
ou

n

n− 2
< λ12.

Inicialmente consideremos 0 < λ12 ≤ n
n−2

. Note que a hipótese n > 5 nos dá que

λ12 = 1. Além disto, para que λ1 ≺ δ = γλ1 + n(α, β), 2 ≤ γ ≤ n− 1, devemos ter β ≥ 0

e

−nα ≤ (γ − 1)λ11 < (γ − 1)
3n

n− 2
≤ (n− 2)

3n

n− 2
= 3n

ou seja, α > −3.

Uma vez que γλ1 +n(α, β) ∈ Γ∪ (Γ + 2λ1− ν1) para β ≥ 0 e α ≥ −1 a única eventual

possibilidade é α = −2.

Proposição 4.14. Considere n > 5, 0 < λ12 ≤ n
n−2

. Teremos que H = (tn1 , t
n
2 , S(t1, t2))

será quase simples se, e somente se, 2n
n−2
≤ λ11 <

2n
n−4

. Além disto, temos que:

Se 2n
n−3
≤ λ11 <

2n
n−4

, então

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−1)λ1+n(−2,γ1) + bt(n−2)λ1+n(−2,γ2)
)

com a, b ∈ {0, 1}, γ1, γ2 ∈ N e a = 0 γ1 ≥ γ2.

Se 2n
n−2
≤ λ11 <

2n
n−3

, então

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−1)λ1+n(−2,γ)
)

com a ∈ {0, 1}, γ ∈ N.

Demonstração. Pela discussão anterior à proposição temos que λ12 = 1 e, se δ = γλ1 +

n(α, β) � λ1 é um expoente de S(tn1 , t
n
2 ), podemos considerar 2 ≤ γ ≤ n − 1, β ≥ 0 e

α = −2.

Caso λ11 ≥ 2n
n−4

, então

(n− 1)λ11 > (n− 2)λ11 > (n− 3)λ11 = (n− 4)λ11 + λ11 ≥ λ11 + 2n,

ou seja,

(n− 1)λ1 + n(−2, β), (n− 2)λ1 + n(−2, β) e (n− 3)λ1 + n(−2, β)
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superam λ1 para todo β ≥ 0. Em particular, temos que

(n− 1)λ1 + n(−2, 0), (n− 2)λ1 + n(−2, 1) e (n− 3)λ1 + n(−2, 2)

satisfazem as condições para serem expoentes generalizados de Zariski e, neste caso, como

temos ao menos três expoentes generalizados de Zariski, não podemos ter superf́ıcie quase

simples.

Caso 2n
n−3
≤ λ11 <

2n
n−4

, então

(n− 1)λ11 > (n− 2)λ11 = (n− 3)λ11 + λ11 ≥ λ11 + 2n e

(n− 3)λ11 − 2n = (n− 4)λ11 − 2n+ λ11 < λ11.

Assim, não há possibilidade para expoentes da forma γλ1 +n(−2, β) � λ1 com γ ≤ n− 3

e podemos considerar que

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 +
∑
γ1≥0

aγ1t
(n−1)λ1+n(−2,γ1) +

∑
γ2≥0

bγ2t
(n−2)λ1+n(−2,γ2)

)
.

Pelo Corolário 4.6, temos que a superf́ıcie dada pela parametrização acima é tal que

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−1)λ1+n(−2,γ1) + bt(n−2)λ1+n(−2,γ2)
)

com a, b ∈ {0, 1}, γ1, γ2 ∈ N e a = 0 γ1 ≥ γ2.

Se 2n
n−2
≤ λ11 <

2n
n−3

, então

(n− 1)λ11 = (n− 2)λ11 + λ11 ≥ λ11 + 2n e

(n− 2)λ11 − 2n = (n− 3)λ11 − 2n+ λ11 < λ11.

Deste modo, não há possibilidade para expoentes da forma γλ1 + n(−2, β) � λ1 com

γ ≤ n− 2 e podemos considerar

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 +
∑
β≥0

aβt
(n−1)λ1+n(−2,β)

)
.

Novamente, o Corolário 4.6 nos dá que

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−1)λ1+n(−2,β)
)

com a ∈ {0, 1} e β ≥ 0.
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Ainda resta analisar o caso em que n > 5 e n
n−2

< λ12 <
2n
n−2
≤ λ11 <

3n
n−2

. Note que,

em particular, devemos ter λ12 > 1. Além disto, temos

(n− 1)λ11 = (n− 2)λ11 + λ11 ≥ λ11 + 2n e

(n− 1)λ12 = (n− 2)λ12 + λ12 > n+ λ12.

Deste modo, temos que

(n− 1)λ1 + n(−1,−1) e (n− 1)λ1 + n(−2, β), β ≥ −1

podem ser expoentes generalizados de Zariski.

Caso 2n
n−3
≤ λ11 <

3n
n−2

, então (n− 2)λ11− 2n = (n− 3)λ11− 2n+λ11 ≥ λ11 e podemos

escolher β > 0 tal que

(n− 1)λ1 + n(−1,−1), (n− 1)λ1 + n(−2, 0) e (n− 2)λ1 + n(−2, β)

sejam expoentes generalizados de Zariski e, deste modo, não obteremos uma superf́ıcie

quase simples.

Sendo assim, de modo a podermos obter superf́ıcies quase simples, podemos nos ater

ao caso n > 5 e n
n−2

< λ12 <
2n
n−2
≤ λ11 <

2n
n−3

.

Veja que, se n ≥ 9, então

2 < 2 +
4

n− 2
=

2n

n− 2
≤ λ11 <

2n

n− 3
= 2 +

6

n− 3
≤ 3,

ou seja, não há possibilidade para valores de λ11. Consequentemente, basta considerarmos

n ∈ {6, 7, 8} e reexaminando as desigualdades 2n
n−2
≤ λ11 <

2n
n−3

, obtemos que, para tais

valores de n, devemos ter λ11 = 3.

Além disto, a condição n
n−2

< λ12 <
2n
n−2

implica que λ12 = 2.

Note que um expoente δ /∈ ΓH que pode figurar na parametrização deve ser da forma

δ = γλ1 + n(α, β) � λ1 tal que 2 ≤ γ ≤ n− 1, com α < 0 ou β < 0.

Uma vez que λ1 = (3, 2) para os casos que restam analisar, temos que a condição

γλ1 + n(α, β) � λ1 é traduzida por

(α, β) � −(γ − 1)

n
· (3, 2). (4.12)

Se γ = 2, como 6 ≤ n ≤ 8, então α ≥ 0 e β ≥ 0 e podemos eliminar δ da parame-

trização.

Se γ = 3, então α ≥ −1 e β ≥ 0, que, em virtude da Proposição 4.1 também pode ser

eliminado.

Deste modo, podemos considerar 4 ≤ γ ≤ n− 1.
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1. Para n = 6, temos γ ∈ {4, 5}.

Se γ = 4, então (4.12) nos dá que α ≥ −1 e β ≥ −1.

Se γ = 5, então (4.12) permite concluir que α ≥ −2 e β ≥ −1.

Lembrando que, se α = −1 e β ≥ 0, ou, se α ≥ 0 e β ≥ −1, a Proposição 4.1

permite eliminar o termo com tal expoente e, portanto, podemos considerar

H ∼
G

(
t61, t

6
2, t

λ1 + at4λ1+6(−1,−1) + bt5λ1+6(−1,−1) + ct5λ1+6(−2,β)
)

com β ≥ −1. Além disto, como os elementos do conjunto {4λ1 + 6(−1,−1) −
λ1, 5λ1 + 6(−1,−1) − λ1, 5λ1 + 6(−2, β) − λ1} são dois a dois L.I., a Proposição

1.37 permite normalizar até dois coeficientes com tais expoentes. Assim, seguindo

o Corolário 4.6, podemos assumir que a, b, c ∈ {0, 1} com b = 0 se a 6= 0 ou c 6= 0 e

β = −1.

2. Para n = 7, temos γ ∈ {4, 5, 6}.

Se γ = 4, então (4.12) nos dá que α ≥ −1 e β ≥ 0 e, consequentemente, pela

Proposição 4.1, podemos eliminar os termos correspondentes .

Se γ = 5, novamente por (4.12), temos que α ≥ −1 e β ≥ −1.

Se γ = 6, então obtemos que α ≥ −2 e β ≥ −1.

Procedendo como no caso anterior, temos que

H ∼
G

(
t71, t

7
2, t

λ1 + at5λ1+7(−1,−1) + bt6λ1+7(−1,−1) + ct6λ1+7(−2,β)
)

com a, b, c ∈ {0, 1}, b = 0 se a 6= 0 ou c 6= 0 e β = −1.

3. Para n = 8, temos γ ∈ {4, 5, 6, 7}.

Se γ = 4, então (4.12) implica que α ≥ −1 e β ≥ 0 e, como antes, pela Proposição

4.1, podemos eliminar os termos com expoentes para tais valores.

Se γ = 5, a condição (4.12) nos dá que α ≥ −1 e β ≥ −1. Neste caso, 5λ1+8(−1,−1)

seria o único expoente a ser considerado.

Se γ = 6, obtemos α ≥ −1 e β ≥ −1, ou seja, 6λ1 + (−1,−1) é o único expoente

eventualmente a ser considerado para γ = 6.

Se γ = 7, então α ≥ −2 e β ≥ −1.
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Analisando os posśıveis expoentes, levando em conta que os vetores 4λ1 +8(−1,−1),

5λ1 + 8(−1,−1), 6λ1 + 8(−1,−1), 6λ1 + 8(−2, β) com β ≥ −1 são dois a dois L.I.

e, aplicando as Proposições 4.1 e 1.37, bem como o Corolário 4.6, obtemos que

H ∼
G

(
t81, t

8
2, t

λ1 + at5λ1+8(−1,−1) + bt6λ1+8(−1,−1) + ct7λ1+8(−1,−1) + dt7λ1+8(−2,β)
)

com β ≥ −1, a, b, c, d ∈ {0, 1}, satisfazendo: Se a 6= 0, então b = c = 0. Se a = 0 e

b 6= 0, então c = 0. Se a = b = 0, d 6= 0 e β = −1, então c = 0.

Podemos reunir as análises realizadas nesta seção no seguinte resultado.

Teorema 4.15. Seja H = (tn1 , t
n
2 , S(t1, t2)) uma h.q.o. normalizada de gênero 1. Então

H é quase simples se, e somente se, ela se enquadra em um dos seguintes casos:

a) Temos n = 2. Neste caso, H ∼
G

(
t21, t

2
2, t

λ1
)
.

b) Temos n > 2 e 0 < λ12 ≤ λ11 <
2n
n−2

. Neste caso, H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + atγλ1+n(−1,−1)
)

com a ∈ {0, 1} e algum 2 ≤ γ ≤ n− 1 tal que γλ1 + n(−1,−1) � λ1.

c) Temos n ∈ {3, 4}.

c.1) Para 0 = λ12 < n < λ11 <
4n
n−2

temos

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−1)λ1+n(−2,γ1) + bt(n−1)λ1+n(−3,γ2)
)

com a, b ∈ {0, 1}, γ1, γ2 ∈ N e a = 0 no caso em que γ1 ≥ γ2 e b 6= 0.

c.2) Para 0 < λ12 <
2n
n−2
≤ λ11 <

3n
n−2

temos

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−1)λ1+n(−1,−1) + bt(n−1)λ1+n(−2,β)
)

com a, b ∈ {0, 1}, β ≥ −1 e a = 0 caso em que β = −1 e b 6= 0.

d) Temos n = 5, 1 ≤ λ12 ≤ 3 e λ11 = 4.

H ∼
G

(
t51, t

5
2, t

λ1 + at3λ1+5(−1,−1) + bt4λ1+5(−1,−1) + ct4λ1+5(−2,β)
)

onde a, b, c ∈ {0, 1}, β ≥ −1, ab = 0 e b = 0 caso β = −1 e c 6= 0.

e) Temos n > 5 e λ12 = 1.

e.1) Para 2n
n−3
≤ λ11 <

2n
n−4

temos

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−1)λ1+n(−2,γ1) + bt(n−2)λ1+n(−2,γ2)
)

com a, b ∈ {0, 1}, γ1, γ2 ∈ N e a = 0, sempre que γ1 ≥ γ2 e b 6= 0.
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e.2) Para 2n
n−2
≤ λ11 <

2n
n−3

temos

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−1)λ1+n(−2,γ)
)

com a ∈ {0, 1} e γ ∈ N.

f) Temos n ∈ {6, 7, 8} e λ1 = (3, 2).

f.1) Para n ∈ {6, 7} temos

H ∼
G

(
tn1 , t

n
2 , t

λ1 + at(n−2)λ1+n(−1,−1) + bt(n−1)λ1+n(−1,−1) + ct(n−1)λ1+n(−2,β)
)

com a, b, c ∈ {0, 1}, β ≥ −1 e b 6= 0 sempre que a 6= 0 ou caso c 6= 0 e β = −1.

f.2) Para n = 8, temos

H ∼
G

(
t81, t

8
2, t

λ1 + at5λ1+8(−1,−1) + bt6λ1+8(−1,−1) + ct7λ1+8(−1,−1) + dt7λ1+8(−2,β)
)

com β ≥ −1, a, b, c, d ∈ {0, 1}, satisfazendo: se a 6= 0, então b = c = 0, se

a = 0 e b 6= 0, então c = 0, se a = b = 0, d 6= 0 e β = −1, então c = 0.

Demonstração. Segue das Proposições 4.12, 4.13 e 4.14, bem como das análises dos casos

apresentados no decorrer desta seção.
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