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RESUMO

Modelos multiplicativos (ou lineares-bilineares) sdo tteis em distintas dreas do conhecimento
para analisar dados organizados em tabelas de dupla entrada com dois fatores e sua interagao
sendo estudados. Isso é particularmente importante nas fases finais de programas de melhora-
mento de plantas, em que, via de regra, varios gendtipos sdo avaliados em diferentes ambientes
e a interacdo gendtipos x ambientes (GEI), geralmente, dificulta a sele¢do e recomendagdo am-
pla de cultivares superiores. Dentre esses modelos, o de efeitos principais de gendtipos (G)
mais GEI, referido na literatura como GGE ou SERG (Sites “environments” Regression Model)
merece especial destaque devido a ampla aplicabilidade por pesquisadores e melhoristas na
andlise de dados resultantes de experimentos multiambientais (MET), especialmente a sua in-
terpretacio gréfica que considera apenas os dois primeiros componentes principais denominada
GGE biplot. Muitos autores t€ém apontado as vantagens obtidas pela aplicacdo da inferéncia
bayesiana nestes modelos em substituicao a analise padrdo, ou cldssica, que considera os pa-
rametros como sendo de efeitos fixos (frequentista). Tanto o encolhimento de estimativas dos
parametros que modelam a GEI quanto modelos que contemplam a heterogeneidade de varian-
cias entre locais foram tratados diretamente sob a metodologia bayesiana para o modelo AMMI
(Additive Main Effects and Multiplicative Interaction), mas ainda nao foram discutidos para
modelos GGE. O principal objetivo desta tese foi estender a versdo bayesiana do modelo GGE
em dois sentidos: a) estudar distribui¢des a priori de maxima entropia para o encolhimento dos
efeitos G+GEI e b) implementar a versdao heteroceddstica. Essas propostas foram verificadas
em cendrios simulados e exemplificadas com dados reais. Os resultados mostraram que a infe-
réncia bayesiana, com distribui¢des a priori de mdxima entropia para componentes de varidncia
dos valores singulares, flexibiliza o modelo GGE. Além disso, considerando variancia especi-
fica em cada local obtem-se um melhor ajuste do modelo, permitindo, por outro lado, avaliar
os gendtipos com diferentes precisdes, recuperando informagdes experimentais presentes em
diferentes ensaios a partir da representacdo grafica biplot. Ficou também evidenciada a ver-
satilidade da modelagem bayesiana para incorporar inferéncia ao biplot (atribuindo regides de
credibilidade para ambiente médio, gendtipo ideal, correlacdes entre ambientes e resumos do
tipo “quem venceu onde”) dificeis de serem obtidas nas andlises biplot usuais do modelo GGE.
Os métodos aqui discutidos sio bastante promissores e estdo sendo implementados programas
para disponibiliza-los aos pesquisadores.

Palavras-chave: Amostragem Gibbs. Inferéncia bayesiana. Modelos lineares-bilineares. Maxima
Entropia.



ABSTRACT

Multiplicative (or linear-bilinear) models are useful in different areas of knowledge to analyze
data in two-way tables in which both factors and their interaction are studied. This is particularly
important in the final stages of plant breeding programs, where several genotypes are evaluated
in different environments and the interaction between genotypesxenvironments (GEI) gene-
rally makes it difficult to select and widely recommend cultivars. Among these models, the
Main Effects of Genotypes (G) plus GEI, referred to in the literature as GGE or SERG (Sites
“environments” Regression Model) has wide applicability by researchers and breeders in the
analysis of data resulting from multi-environmental experiments (MET). Of main relevance is
its graphical interpretation that considers only the first two main components called GGE biplot.
Many authors have pointed out the advantages of applying Bayesian inference in these models,
avoiding standard analysis which considers the parameters to be fixed effects. Shrinking estima-
tes of the parameters that model the GEI and the heterogeneity of variances between locations
were modeled directly under the Bayesian methodology for the AMMI model (Additive Main
Effects and Multiplicative Interaction), another model belonging to the general class of multi-
plicative models and provided flexibility in the analysis of MET data. The main objective of this
thesis was to extend the Bayesian version of the GGE model in two directions: a) to study ma-
ximum entropy principle to derive objective a priori distributions to G + GEI effects and b) to
implement the heteroscedastic version. These proposals were exemplified with both simulated
and actual data. We showed that maximum entropy prior distributions for variance components
of singular values makes the GGE model more flexible. Furthermore, considering the specific
variance in each location, a better fit of the model is obtained, allowing, on the other hand, to
evaluate the genotypes with different precision, retrieving experimental information present in
different tests from the biplot graphical representation. The versatility of Bayesian modeling
to incorporate inference to the biplot was also shown, with many aspects such as credibility re-
gions for medium environment and ideal genotype, correlations between environments and for
the representation “who won where”, that are all difficult to obtain in the standard biplot analy-
sis. In this sense, the method presented here looks quite promising and his implementation on
statistical packages suitable for researchers is a work in progress.

Keywords: Gibbs Sampling. Linear—bilinear models. Maximum Entropy. Multi-environmental
Trials



Figura 2.1 -

Figura2.2 —

Figura 2.3 —

Figura 2.4 —

Figura 2.5 —

Figura 2.6 —

LISTA DE FIGURAS

Relacdo entre coordenadas retangulares e polares . . . . . . ... ... ..
Dispersao de dados amostrados de distribui¢des tridimensionais von Mises-
Fisher para trés valores dos parametros de concentracdo (azul: 4, verde: 16
evermelho: 64). . . . . . ...
Representacdo geométrica do produto interno entre um marcador de linha
l; eum marcadode colunae;. . . ... ... ... ...
Biplot GGE para 20 gendétipos avaliados em 10 ambientes sendo a varidvel
orendimentoemton/ha. . . . . ... ... ... ..
Biplot GGE exibindo a configuracdo "média versus instabilidade"para 20
gendtipos em 10 ambientes. . . . . . ... ... Lo
Biplot GGE para 20 genétipos em 10 ambientes exibindo o padrdo "quem

venceu onde”. . . . .. L e



2.1
2.1.1
2.2
221
2.2.2
223
224
2.2.5
2.2.6
2.3
24
24.1
24.2
2.5
2.5.1
2.5.2
2.5.3
254
2.6
2.7

SUMARIO

PRIMEIRA PARTE . . . . . . .. ..
INTRODUCAO . ... .. ittt ittt it itiiiieee..
REFERENCIALTEORICO . . . ..ttt it ettt eiieeeennn
Dadosdirecionais . ... ... ... ittt ittt
Distribuicao von Mises-Fisher . .. ... ..............0c....
Inferénciabayesiana . . . . . . ... ... . L il e e e
Atribuicao de informacdoapriori . .. ... ... . 0 000 e e
Priori de maximaentropia .. ... ... ...ttt ittt
Resumos pontuais e intervalares a posteriori . . . . . ... ...........
Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov(MCMC) . ... ... ....
O algoritmo de Metropolis—Hastings . ... ..................
Amostradorde Gibbs . . . ... ... L oo i e
Interacio gendtipos por ambientes(GEI) ... .................
Modelos lineares-bilineares . . . . . ... ... ... ... 0.
OmodeloGGE . . . . . . . . it i i i i i
Andlise biplotemmodeloGGE . . . . . ... ... ...............
Método bayesiano aplicado a modelos lineares-bilineares . ........ ..
Distribuicoes a priori e condicionais completas a posteriori . . . . . ... ...
Distribuicoes condicionais para vetores singulares no subespaco corrigido . .
Amostragem e inferéncia para parametros lineares e bilineares . . . . . . ..
Regioes de credibilidade bivariadas para escores genotipicos e ambientais . .
Estimadores de encolhimento em modelos lineares-bilineares . . . ... ...
Heterogeneidade de variancia residual entre locais em analise de dados MET
REFERENCIAS . . ...ttt ettt et e e e
SEGUNDA PARTE . .. .. . ittt it ittt et tee e
ARTIGO 1 Shrinkage in the Bayesian analysis of the GGE model: a case

study withsimulation . ... ........... ... 0.
ARTIGO 2 Modelagem bayesiana GGE para ensaios multiambientais com

variancias heterogéneas . . . . . . . . . . it ittt e e e e e e e

CONCLUSAOD . . i it et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s s



PRIMEIRA PARTE



10
1 INTRODUCAO

Ensaios de avaliagdo de cultivares sdo de fundamental importincia em programas de
melhoramento de plantas e devem ser realizados em diferentes locais, bem como no decorrer
de vérios anos. Os resultados observados podem ser utilizados para classificar, selecionar e
recomendar gendtipos superiores segundo caracteristicas de interesse. Os dados resultantes de
ensaios multiambientes (MET), permitem modelar a interacdo gendtipos por ambientes (GEI)
que representa um dos maiores desafios ao trabalho do melhorista. A GEI é percebida pela
resposta diferencial dos gendtipos frente a diversidade ambiental, sendo classificada como qua-
litativa ou cruzada (crossover interactions-COI) quando ocasiona mudancas na classificacio das
respostas genotipicas em fungdo dos ambientes de teste. A presenca de COI dificulta a avaliacio
e recomendagdo ampla de cultivares para todos os ambientes-alvo, mas oferece a possibilidade
de explora-la em seus efeitos positivos visando identificar adaptagdes de gendtipos a ambientes
especificos. Nesse sentido, a andlise de uma tabela de dupla entrada (gen6tipos X ambientes)
se tornou central para a avaliacdo de ensaios de cultivares.

Modelos lineares-bilineares (ou multiplicativos) de efeitos fixos sao uteis para analisar
dados bidirecionais e tem amplas aplicagdes para o estudo da GEI. Nessa classe de modelos,
estimam-se, inicialmente, os efeitos principais por minimos quadrados ordindrios (ordinary le-
ast squares-OLS) e os parametros bilineares sdo obtidos, em um segundo estdgio, pela aplica¢ao
da decomposi¢do por valores singulares (DVS) a matriz de erros de ndo aditividade aos efei-
tos principais. A grande virtude dos modelos multiplicativos estd na possibilidade de analisar
adaptabilidade e estabilidade em uma Unica abordagem e, principalmente, na capacidade do
método em recuperar padrao e descartar ruido. Isso € possivel devido as propriedades da DVS
que permitem aproximar uma matriz de alta dimensionalidade por outra de menor dimensdo.
Além disso, o padrdo de respostas de gendtipos entre os ambientes pode ser visualizado direta-
mente em biplots que s@o representacdes graficas baseadas nas propriedades do produto interno
de vetores compostos pelos escores genotipicos e ambientais.

Dentre os modelos lineares-bilineares, o de efeitos principais aditivos e interagdo mul-
tiplicativa (additive main effects and multiplicative interaction model-AMMI) (GAUCH, 1988;
GAUCH; ZOBEL, 1997) e o site regression model (SREG) (CORNELIUS; CROSSA; SEYED-
SADR, 1996; CROSSA; CORNELIUS, 1997), também referido por modelo de efeitos princi-
pais de genétipos (G) mais GEI (GGE), merecem especial destaque pela grande aplicabilidade

em programas de melhoramento de plantas. O AMMI corresponde ao modelo geral e estima
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todos os efeitos separadamente, enquanto o GGE € obtido ao se confundir o efeito G com o
efeito da GEI, que sdo absorvidos pelos parametros bilineares e obtidos por DVS. Além desses
dois, outros modelos multiplicativos podem ser obtidos a partir de um modelo linear-bilinear
geral (CORNELIUS; SEYEDSADR, 1997).

Um tema frequentemente pesquisado, no contexto da andlise frequentista da classe de
modelos lineares-bilineares, € a determinacdo do nimero de termos multiplicativos que devem
ser retidos no modelo para explicar a interacdo. Muitos métodos estatisticos foram propos-
tos para esse fim, sendo que os mais populares envolvem a aplicacdo de testes F aproxima-
dos, validacdo cruzada e procedimentos baseados em computacio intensiva (GAUCH, 1988;
CORNELIUS; SEYEDSADR; CROSSA, 1992; DIAS; KRZANOWSKI, 2003; HADASCH;
FORKMAN; PIEPHO, 2017).

Outra proposta para o ajuste de modelos multiplicativos, sem envolver o uso de testes
ou procedimentos de validacdo cruzada, € a utilizacdo dos denominados estimadores de enco-
lhimento (CORNELIUS; CROSSA; SEYEDSADR, 1996; CORNELIUS; CROSSA, 1999). A
ideia € multiplicar as estimativas de OLS, referentes aos termos bilineares, por um fator que
promove o encolhimento dessas estimativas, principalmente de componentes relacionados a
dimensdes mais elevadas. O método € visto como uma forma de recuperar informacdes inter
efeitos com o apelo de que os primeiros componentes sejam estimados de forma mais pronunci-
ada e aqueles com pouca contribuicao sejam encolhidos para o valor zero. Para tanto, nenhuma
suposicdo de aleatoriedade € feita sobre quaisquer parametros do modelo e a unica restricao
utilizada € de que as estimativas minimizem o erro quadratico médio (EQM).

Nao obstante as vantagens oferecidas, as versdes usuais de modelos multiplicativos
(efeitos fixos) como o GGE estdo sujeitas a diversas limitacdes, como por exemplo, dificul-
dade em lidar com dados desbalanceados e heterogeneidade de variancias, apesar de existirem
procedimentos frequentistas para imputacdao de dados (DIAS; KRZANOWSKI, 2003; YAN,
2013) e possibilidade de dimensionamento dos dados e ponderacdes de médias de celulas base-
adas em DVS (CROSSA; CORNELIUS, 1997; YAN, 2014; RODRIGUES et al., 2015). Além
disso, a incorporacdo de inferéncia aos escores bilineares no biplot tem sido uma tarefa dificil
e os métodos aplicados sdo suscetiveis a criticas nas abordagens para efeitos fixos do AMMI
e GGE (DENIS; GOWER, 1994; DENIS; GOWER, 1996; MAIA et al., 2006; LAVORANTTI;
DIAS; KRAZNOWSKI, 2007; YANG et al., 2009; YAN; GLOVER; KANG, 2010).
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Tais dificuldades motivaram a procura por métodos mais flexiveis. Versdes em modelos
mistos do GGE e AMMI foram propostas por Piepho (1997), Piepho (1998), Smith, Cullis e
Thompson (2001) e Piepho e Mohring (2006) e resultam da andlise fatorial analitica da matriz
de variancias-covariancias genéticas entre ambientes. Esses modelos naturalmente oferecem
mais vantagens em termos estatisticos e bioldgicos que suas versdes fixas, ja que lidam facil-
mente com a heterogeneidade de variancias, dados incompletos e a correlagdo espacial dentro
do ambiente. Além disso, considerar genétipos com efeitos aleatdrios, abre a possibilidade de
incorporar os coeficientes de parentesco na forma fatorial analitica, obtendo assim estimativas
mais precisas de valores genéticos (CROSSA et al., 2006; CROSSA et al., 2011; OAKEY et al.,
2006; BURGUENO et al., 2007).

Outra op¢do vantajosa € a utilizacdo da inferéncia bayesiana que tem como caracte-
ristica principal a possibilidade de incorporar informagdes além daquelas obtidas pelos dados
experimentais utilizando informagdes a priori. Até pouco tempo atrds, a aplica¢io da inferéncia
bayesiana aos modelos multiplicativos era limitada, devido 4s dificuldades envolvidas na amos-
tragem dos vetores singulares (restritos a serem ortogonais entre si). Viele e Srinivasan (2000)
e Liu (2001) foram os primeiros a ajustar parametros do AMMI sob a metodologia bayesiana
e mostraram como conduzir o processo de amostragem, principalmente, para os termos biline-
ares, cujos suportes para distribuic@o a posteriori ndo sdo triviais. Crossa et al. (2011) e Perez-
Elizalde, Jarquin e Crossa (2012), a luz do trabalho pioneiro de Viele e Srinivasan (2000), de-
monstraram empiricamente a flexibilidade do modelo bayesiano para incorporar inferéncia aos
parametros bilineares, bem como informagdes de experimentos anteriores. Desde entdo, impor-
tantes contribui¢des foram publicadas (JOSSE et al., 2014; OLIVEIRA et al., 2015; SILVA et
al., 2015; JARQUfN et al., 2016; OLIVEIRA et al., 2016; ROMAO et al., 20019; SILVA et al.,
2019).

Silva et al. (2015) apresentaram uma justificativa bayesiana para o método de enco-
lhimento (shrinkage) descrito por Cornelius, Crossa e Seyedsadr (1996) e Cornelius e Crossa
(1999). Cornelius e Crossa (1999) constataram que modelos ajustados pelo método shrinkage
eram superiores aqueles truncados para determinado nimero de termos multiplicativos a partir
de testes F. Além disso, se mostraram tdo bons e, as vezes, melhores que os melhores preditores
lineares ndo viesados (BLUPs) de modelos considerando a interagdo aleatéria. Contudo, o mé-
todo shrinkage para modelos multiplicativos de efeitos fixos € recomendado para uma tabela de

dupla entrada balanceada e o procedimento para obtencdo dos valores singulares eventualmente
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viola as restrigdes do modelo, sendo nessério a incorporagdo de procedimentos de correcdo ad
hoc ao algoritmo. A modelagem bayesiana, por outro lado, é flexivel o suficiente para lidar
com todas essas limitacdes e oferece ajustes mais parcimoniosos, como ressaltado por Silva et
al. (2015) no contexto do modelo AMMI.

Além disso, heterogeneidade de variancias pode ser modelada de forma natural utili-
zando inferéncia bayesiana. Silva et al. (2019) consideraram variancias residuais diferentes
entre os ambientes em uma andlise aplicada ao AMMI-bayesiano destacando as diferengas que
podem surgir quando esse cendrio é negligenciado. E de consenso que nem sempre é razodvel
adotar a suposicao de homogeneidade de variancias em dados MET, pois isso pode induzir a er-
ros na avaliacdo e selecdo dos melhores gendtipos. Modelar heterogeneidade de variincias, por
outro lado, pode resultar em uma melhor estimativa de efeitos genotipicos, uma vez que as es-
timativas obtidas para os componentes de variancia sdo mais precisas (EDWARDS; JANNINK,
2006; ORELLANA; EDWARDS; CARRIQUIRY, 2014).

A modelagem bayesiana, como aplicada ao AMMI, é geral podendo ser estendida a
outros modelos multiplicativos, bastando assumir as pressuposi¢des especificas em cada um
deles (PEREZ-ELIZALDE; JARQUIN; CROSSA, 2012). Versdes bayesianas do GGE foram
apresentadas por Jarquin et al. (2016), Oliveira et al. (2016) e Omer e Singh (2017). Contudo,
prioris mais especificas para valores singulares e componentes da varincia nos locais ndo foram
utilizadas. A extensdo do método shrinkage e a modelagem da hetegoneidade da variancia resi-
dual entre ambientes traria importantes contribui¢des ao modelo GGE, ja que o mesmo possui
um forte apelo a andlise grifica, principalmente a versdo que considera apenas os dois pri-
meiros componentes principais, denominada por GGE biplot (YAN et al., 2000), intensamente
aplicada na andlise MET. Com isso, os primeiros eixos podem ser estimados de forma mais
pronunciada e certamente os modelos ajustados serdo mais parcimoniosos. Além disso, sob a
suposicdo de heterogeneidade, os gendtipos podem ser avaliados com precisdes diferentes (em
cada ambiente), o que pode aumentar a capacidade de recuperar informagdes sobre diferencas
experimentais entre 0s ensaios no biplot.

Os objetivos da presente tese foram: 1) apresentar uma revisao do estado da arte na ané-
lise bayesiana GGE para ensaios MET; ii) relaxar a suposicdo de homogeneidade de variancias
entre ambientes na andlise GGE; iii) estender o método de encolhimento ao GGE a partir de

atribuicdo de priori especifica para valores singulares e compara-lo com a andlise bayesiana
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usual e iv) incorporar regides bivariadas ao GGE biplot e propor formas para interpretar o efeito
G+GEI na anélise gréafica.

A tese estd organizada em duas partes. Além desse capitulo introdutdrio, a primeira
parte € composta por mais um capitulo que € o referencial tedrico, descrevendo aspectos fun-
damentais relacionados a conceitos utilizados na andlise de dados resultantes de experimentos
multiambientais, na aplica¢do de modelos multiplicativos a esses dados e, principalmente, apre-
senta o estado da arte da andlise bayesiana desses modelos e, em especial, do modelo GGE. Na
segunda parte, 0s objetivos propostos sdo contemplados em dois artigos. No primeiro deles
estuda-se o efeito de encolhimento de parametros bilineares obtido pela atribui¢do de prioris de
maxima entropia aos componentes de variincia do valor singular. O segundo artigo teve por
objetivo modelar a heterogeneidade de variancia residual em locais e avaliar as implica¢cdes no
inter-relacionamento de genotipos e ambientes, bem como o efeito das suposicdes feitas sobre
a estrutura da variancia residual em parametros que descrevem a G+GEI no biplot. Por fim, sdao

apresentadas as conclusdes gerais da tese.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Este capitulo tem por objetivo apresentar conceitos e defini¢des, bem como os principais
aspectos tedricos envolvidos na aplicagdo do método bayesiano aos modelos lineares-bilineares,

em particular ao GGE que € o tema da presente pesquisa.

2.1 Dados direcionais

Em muitos contextos de investigacdes, os dados ou medidas sobre os fendmenos po-
dem ser coletados, convenientemente, em termos de direcdes e dao origem aos denominados
dados direcionais (MARDIA, 1972; BANERIJEE et al., 2005; LEY; VERDEBOUT, 2017).
Define-se uma dire¢do aleatéria, na dimenséo p, por um vetor Y de norma unitéria (||Y|| = 1)
tomando valores na superficie de uma hiperesfera (denotada por §)) de raio unitdrio no espaco
p-dimensional (R”), tendo o seu centro na origem (MARDIA; KENT; BIBBY, 1979).

Exemplificando para o caso particular do espaco bidimensional, um ponto P no plano
pode ser representado tanto no sistema de coordenadas retangulares por um par ordenado (x,y),
como também em termos de suas coordenadas polares por meio de um raio e um adngulo (7, 0).

A relacdo existente entre esses dois sistemas de representacdo é dado por:

x = rcos(0)
y =rsen(0) (2.1)
r=+/x*+ y2

emque0<O<2mrer>0.

Ao considerar r = 1, tem-se x = cos(0) e y = sen(0) , ou seja, cada angulo (ou dire¢do)
corresponde a um ponto P na circunferéncia do circulo de raio unitdrio centrado na origem
(Figura 2.1). Analogamente qualquer ponto na circunferéncia € determinado por uma direcao
(angulo). Na situacgdo ilustrada pela Figura 2.1, os dados sdo ditos circulares. Para r =0, 6
nao estd definido (nenhuma direcao € indicada) JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001).

Essas propriedades sdo, naturalmente, estendidas ao espaco p-dimensional (p =1,2,---).



16

Figura 2.1 — Relagdo entre coordenadas retangulares e polares

Fonte: Jammalamadaka e Sengupta (2001)

Variaveis aleatdrias direcionais sdo descritas pelas denominadas funcdes esféricas. Como
jé especificado, as direcdes, em geral, podem ser visualizadas como pontos na superficie de uma
hiperesfera, mas elas sdo, obviamente, medidas angulares. Distribuicdes direcionais envolvem
duas caracteristicas basicas que sdo o vetor de referéncia, com um sentido de locagdo, ou di-
recdo média e um parametro que mede a dispersdo dos pontos em relacio a esse vetor. Dessa
forma, correspondendo as distribui¢cdes paramétricas usuais para varidveis lineares, existem va-
rias distribui¢des paramétricas para varidveis direcionais. Aqui serd destacada uma das mais
importantes funcdes esféricas que € a distribuicao von Mises-Fisher (MARDIA; JUPP, 2000;
NUNEZ-ANTONIO; GUTIERREZ-PENA, 2005).

2.1.1 Distribuicao von Mises-Fisher

A von Mises-Fisher (VMF) é uma extensao natural da distribuicdo gaussiana em uma
hiperesfera unitdria, sendo uma das principais distribuicdes utilizadas na estatistica direcional.
Diz-se que um vetor Y tem uma distribui¢do p-variada von Mises-Fisher, indicado por Y ~
VMF (l,k), se Y é distribuido na superficie de S, com fungio densidade de probabilidade dada
por:

FIk) = cp(k)e™'Y; yes, 2.2)
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em que o vetor U ([,LT u= 1) denota a média direcional em relacdo a varidvel direcional Y.
O termo k > 0 € denominado de parametro de concentragdo que, como o proprio nome sugere,
especifica o quanto os vetores unitarios estao concentrados em torno de . Como exemplificado
na Figura 2.2, quanto maior o valor de k mais concentrados os pontos estdo em torno da média
direcional.

Figura 2.2 — Dispersdo de dados amostrados de distribui¢des tridimensionais von Mises-Fisher para trés
valores dos parAmetros de concentracio (azul: 4, verde: 16 e vermelho: 64).

Fonte: Mash’al e Hosseini (2015)

A constante de normalizagio € expressa por ¢, (k) com a seguinte equagao:

kp—1)/2
2m)P Pl 1y p(K)}

cp(k) = 0 (2.3)

sendo /,.(k) a fungdo Bessel modificada do primeiro tipo e ordem r, cuja expressdo é dada por

B — — 2k ) v "o e 0,46, 2.4)
L(r+3)C(z) /o

Em (2.4), T'(+) denota a fungdo gama definida por Mood, Graybill e Boes (1974) como

['(m) = /0 Yy ledy, m>0 (2.5)
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com as propriedades de que I'(m+ 1) = mI"(m). No caso particular de m ser um inteiro positivo
(me€Zy)entao I'(m) = m!.

Como ja ressaltado, um fato interessante da distribuicdo VMF € sua semelhancga em re-
lagdo a distribuicdo gaussiana. Assim, se um vetor Y é composto por p varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas com Y ~ N,, (i, °I) e considerando [|Y|| = 1, en-
tdo € possivel demostrar que Y ~ VMF (pu,1/ 62) (JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001;
OLIVEIRA et al., 2015; YASUTOMI; TANAKA, 2014). Além disso, se Y ~ VMF (u,k), o
vetor X = AY (sendo A uma matriz ortogonal conhecida) tem distribuicio VMF (A, k), ou
seja, a VMF € invariante sobre transformacao linear ortogonal (MARDIA; JUPP, 2000).

Um caso especial da von Mises-Fisher surge quando o parametro de concentracdo é
igual a zero (k = 0). A distribui¢do assim obtida é denominada de esférica uniforme e sua
funcado densidade de probabilidade € dada por:

r()

fly)=—5" YES,. (2.6)
212

Como os pontos estdo distribuidos uniformemente na superficie da hiperesfera, ndo é

possivel definir um vetor direcional médio.

2.2 Inferéncia bayesiana

Por razdes histdricas, para melhor descrever a modelagem bayesiana, € interessante ini-
cialmente comparé-la as versdes cldssicas ou frequentistas, que constituem um dos pilares da
andlise estatistica de dados. A inferéncia frequentista, algumas vezes referida como inferén-
cia cldssica, estd intimamente ligada ao principio da repetibilidade, ou seja, procedimentos
tais como estimacao e teste de hipoteses sdo desenvolvidos pressupondo seus desempenhos em
todas as amostras aleatdrias possiveis de serem obtidas em circunstancias idénticas e nao ape-
nas com relacdo a amostra aleatdria especifica que foi obtida (BERNARDO; SMITH, 1994).
A teoria da verossimilhanga exerce papel de destaque na abordagem cléssica e toda a infor-
magdo sobre os pardmetros de interesse estd contida na fungdo de verossimilhanga L(0 |y),
sendo y = {y1,y2, " ,¥»} um vetor amostral observado ¢ @ = {6,,0,,--- ,6,} um vetor para-
métrico, cujos valores sdo desconhecidos. Os parametros, embora desconhecidos, sdo conside-

rados quantidades fixas e apenas fungdes da amostra (estimadores) sdo consideradas aleatdrias.
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A inferéncia bayesiana, por outro lado, adota uma postura subjetivista com uso explicito
de probabilidades para quantificar o grau de incerteza ou crenga acerca de quantidades de in-
teresse ndo observadas que sdo representadas por modelos probabilisticos. Consequentemente,
os parametros, bem como todas as quantidades desconhecidas em um modelo estatistico sdo
considerados varidveis aleatorias. O objetivo da inferéncia bayesiana consiste em raciocinar da
melhor maneira possivel com base no conhecimento atual da informag¢ao, combinando todas as
informacdes subjetivas que se tem sobre o fendmeno ou problema em estudo (antes de acessar
os dados experimentais), com aquelas fornecidas pelos dados observados (ROAZZI; O’BRIEN;
DIAS, 2003; BOLSTAD; CURRAN, 2017).

A inferéncia bayesiana € baseada em uma equacao geral que representa um importante

resultado relacionado a probabilidade condicional (BOX; TIAO, 1973), expressa por:

_p(y,0) p(y|6)p(6)
POy = ply)  »ply)

(2.7)

Considera-se, sem perda de generalidade, que os valores, y; € 6; que compdem, respectiva-
mente, os vetores y e O sdo quantidades continuas. Na equagdo (2.7), p(0) é a densidade a
priori de 0 e representa a crenca anterior, aprendida antes que os dados sejam observados. A
expressao p(y,0) = p(y| 0)p(0) é a densidade conjunta de (y, 0), sendo p(y | 0) a densidade
conjunta dos dados condicionada no conhecimento de @ (BAIO; BERARDI; HEATH, 2017).
O fator p(0 | y) é a denominada densidade a posteriori de 0 e sintetiza o conhecimento atual
sobre os parametros, representando o modelo bayesiano de aprendizagem. O resultado ex-
presso por (2.7) é comumente referido como teorema de Bayes (CASELLA; BERGER, 2011;
STONE, 2013). A densidade marginal p(y), por sua vez, é obtida integrando a fun¢éo conjunta

p(y| 0)p(0), em relagdo ao vetor 0, ou seja:

pv) = [ [ pyl6)p(6)a6 8)

emque d@ =d6,,---,d6,,.

A integral definida em (2.8) frequentemente € substituida por uma constante (que sera
denotada pela letra c), porque depois da integracdo, ¢ depende de y mas ndo envolve mais o
vetor aleatorio 0. Essa integral, por vezes complicada, pode ser obtida notando que ¢ é uma
constante de normalizagéo e a densidade a posteriori pode entéo ser representada por p(0 |y) o<

p(y | 8)p(0), em que o simbolo o indica proporcionalidade. Além disso, p(y | ) pode ser
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reinterpretada como a fungdo de verossimilhanca L(0 | y) e a densidade a posteriori reescrita
como p(0 |y)<L(0 |y)p(0) (YOUNG; SMITH, 2005). Assim, o teorema de Bayes determina
que a densidade a posteriori seja igual ao produto da funcao de verossimilhanca pela densidade
a priori a menos de uma constante (indicado por o).

Toda inferéncia acerca de @ ¢ obtida diretamente da densidade a posteriori p(0 |y), o
que ndo inclui inferéncia sobre uma observagdo futura yg. Na 6tica bayesiana, yg € y ndo sao
independentes porque sua densidade depende de @, um vetor aleatdrio cujo valor atual depende
de y. Dessa forma, célculos probabilisticos envolvendo uma observagdo futura sao realizados
por meio da distribui¢c@o preditiva de yg que € obtida integrando a densidade conjunta de yg e y

em relacdo a 0:

fooln = [ [ foelvde=[ [ ruoloms@lyee @9

expressando, de forma intuitiva, que a incerteza associada com o valor predito de futuras ob-
servagdes apresentam dois componentes: a variabilidade amostral e a incerteza nos parametros
(RENCHER; SCHAALIJE, 2008). Desde que y( depende de y somente por meio de 0, a equa-
¢do (2.9) pode ser simplificada por:

poln = [ [ p(rol6)p(6|y)e. 2.10

A distribui¢do preditiva € mais um dos ganhos da inferéncia bayesiana, ja que previsoes
que consideram a incerteza inerente ao procedimento de estimag¢do (uma caracteristica marcante
da andlise bayesiana) sdo mais eficientes do que aquelas obtidas por métodos frequentistas que

resultam de praticas do tipo “plug-in” dos parametros estimados.

2.2.1 Atribuicao de informacao a priori

E importante observar que o teorema de Bayes apresentado pela equacio (2.7) nio es-
pecifica quais devam ser nossas crengas, mas sim como elas devem mudar depois de acessar
novas informacdes, ou seja, fornece a chave pelas quais as crengas originais devem se atualizar
a luz da evidéncia (GHOSH; DELAMPADY; SAMANTA, 2007; BERNARDO; SMITH, 1994).
Entdo, apos definir um modelo para os dados, o proximo passo do pesquisador, em relacdo a
modelagem bayesiana, € a atribuicao de informacdo as quantidades desconhecidas, por meio de

suas “convicgdes” ou hipdteses. Para tanto, a interpretacdo de probabilidade utilizada € a subje-
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tiva em que o grau de credibilidade € medido, em fun¢do da evidencia atribuida a hipétese, por
crengas individuais (PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA, 2003; GILLIES, 2000; BERGER
et al., 2006). Para a inferéncia bayesiana, a coeréncia interna dos modelos € um dos critérios de
validacdo e métodos ad hoc como os da inferéncia frequentista ou cldssica sdo evitados.

Em muitos casos, o estatistico pode obter informagdes a priori substanciais sobre os
parametros do modelo, advindas de situacdes praticas podendo recorrer a outros individuos
considerados especialistas em eventuais condi¢cdes. A sintetizacao e quantificagdo dessas infor-
macoes subjetivas em uma distribuicao que traduza da melhor maneira os conhecimentos que
se tem a priori, para posterior utilizagdo na sequencia do método bayesiano, pode se dar por
diversos procedimentos, envolvendo métodos estruturais e preditivos de eliciagdo (PAULINO;
TURKMAN; MURTEIRA, 2003; ALBERT, 2007).

No entanto, atribuir uma distribui¢cdo de probabilidade, totalmente especificada a um
parametro desconhecido, por procedimentos empiricos ou subjetivos, pode se tornar uma tarefa
dificil. Em muitas situagdes, a sele¢do da distribuic@o a priori € bastante delicada na auséncia
de informagdes prévias confidveis e solucdes genéricas devem ser escolhidas (GHOSH; DE-
LAMPADY; SAMANTA, 2007; MARIN; ROBERT, 2007). A escolha de p(0), muitas vezes,
¢ decidida por motivos préticos, em vez de fortes crengas subjetivas ou informagdes prévias
contundentes. Nesse sentido, a utilizacdo das denominadas prioris objetivas tem se tornado
uma escolha comum, tendo como objetivo principal minimizar o impacto da selec@o a priori na
inferéncia (SIMPSON et al., 2017). As prioris objetivas, por vezes, sao referidas como prioris
nao informativas (MARIN; ROBERT, 2007; ROBERT, 2007).

Como ndo houve consenso sobre uma defini¢do precisa de “muito pouca” em relacdo a
quantidade de informagao a ser atribuida, diferentes propostas surgiram no intuito de responder
a questdo de como uma distribui¢do a priori objetiva deva ser definida. Uma primeira pro-
posta para traduzir uma informacdo vaga (ignorancia a priori) sobre um determinado parametro
¢ utilizar o principio da razdo insuficiente de Bayes-Laplace, sugerindo que, na auséncia de
qualquer razao em contrério, todos os valores do parametro desconhecido devem ser considera-
dos igualmente provaveis (BERNARDO; SMITH, 1994; JAYNES, 2003). Entdo, segundo esse
principio, considera-se uma distribuicao a priori constante no espago paramétrico (uniforme)
h(0) o< k, em que k assume valores em um subconjunto da reta. Essa priori serd imprdpria se o

intervalo para h(0) for ilimitado, ou seja, se [h(0)d(0) = .
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Outra priori muito utilizada foi desenvolvida por Jeffreys (1961), que se baseia no prin-
cipio da invariancia de transformag¢des um a um, sendo esta uma vantagem em relagdo ao pro-

cedimento de Bayes-Laplace. A priori de Jeffreys se baseia na Informagdo de Fisher 7(0) que

1(0)=E (82 [%D (2.11)

¢ obtida por:

em que @ é um vetor de pardmetros. A priori de Jeffreys é entdo dada pela raiz quadrada
do determinante da matriz de informacao de Fisher, ou seja, h(0) o< [det] (6)]%. No caso uni
paramétrico tem-se h(60) o< [ (9)% (MARIN; ROBERT, 2007; PAULINO; TURKMAN; MUR-
TEIRA, 2003).
Outras propostas surgiram para expressar a indiferenca, ou a falta de informacao, sobre
o valor de um parametro em relagao a outro. Essas propostas se basearam, por exemplo, no prin-
cipio de invariancia de grupo e na teoria da informacdo (HARTIGAN et al., 1964; VILLEGAS
et al., 1969; BERNARDO, 1979; BERGER; BERNARDO, 1992). A razdo para a diversidade
de pontos de vista, como ja referido, se deve ao fato de que a consideragao sobre falta de infor-
macao a priori difere dependendo da situagdo, isto €, varios autores propdem diferentes prioris
para diferentes grupos de transformacgdes apropriadas em diferentes contextos (PRESS, 2003).
Prioris objetivas geralmente sdo imprdprias e sdo utilizadas com o apelo de que os dados
sejam informativos, o suficiente, para obter a densidade a posteriori propria. Essa dificuldade
em utilizar prioris impréprias pode ser contornada incorporando prioris proprias com grandes
valores para a variancia. Isso pode ser feito trabalhando-se com prioris subjetivas, utilizando o
conceito de familias conjugadas. Ao se utilizar esse método impde-se que a familia de distri-
buicdes a priori H seja fechada sob amostragem de F = {f(y|0) : 8 € ®} sendo F a familia de
distribuicdes considerada e ® o espago paramétrico. Diz-se entdo, que a familia H é conjugada
de F se
p(0) € H= p(Oly) = h(0)p(y|0) € H. (2.12)

A ideia é garantir que p(0) e p(0]y) pertencam a mesma familia geral de fungdes ma-
tematicas, escolhendo p(0) para ter a mesma “estrutura” que p(y|0), quando a dltima é visu-
alizada como uma fun¢do de & (BERNARDO; SMITH, 1994). Prioris conjugadas oferecem
maior flexibilidade algébrica, ja que, as informacdes podem ser incorporadas pela atribui¢dao
de valores convenientes aos hiperparametros da densidade a priori. Para uma priori gaussiana,

por exemplo, atribuir média nula e grandes valores para variancia implica em uma densidade a
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priori aproximadamente ndo informativa. O mesmo ocorre, por exemplo, para uma densidade
qui-quadrado escalada invertida ao se atribuir grau de liberdade igual a um e parametro de es-
cala com altos valores (CROSSA et al., 2011). Prioris mais informativas podem ser atribuidas
de forma andloga apenas declarando hipéteses sobre os valores dos hiperparametros (HOFF,
2009; ROBERT, 2007).

Uma estratégia flexivel € decompor a distribuicdo a priori de forma hierdrquica, divi-
dindo o processo de atribui¢do de informacdes em diferentes estdgios. Isso pode facilitar a
especificacdo, além de ser uma abordagem natural em certas situacdes. Para exemplificar o
método, considera-se que a distribui¢io a priori para um parametro 6, dependa de um hiperpa-
rAmetro @, o que se representa por p(6 | ¢). A ideia é ndo fixar valores para ¢ e sim especificar

uma distribuicdo a priori p(¢). Nesse contexto, a distribuicdo marginal p(6) é dada por

p(6) = [ p(6.0)d9 = [ p(6|6)p(9)do. (2.13)

Nesse exemplo, considerou-se apenas dois niveis na hierarquia, mas teoricamente nao existe
limitagdo quanto ao numero de estdgios. Embora, comumente, aplicacdes nao excedam o se-
gundo nivel.

Cabe ressaltar que a questao de atribuicdo de informacao a priori recai agora sobre as es-
pecificagcdes dos hiperparametros. Um aspecto interessante e, de certa forma, atraente € que mas
especificagdes nas distribui¢des além do primeiro nivel tem menor impacto inferencial do que
uma ma especificagdo na distribui¢do a priori padrdo p(6), como argumentam Paulino, Turk-
man e Murteira (2003). Essa hierarquizacdo da distribuicdo justifica-se, de forma geral, pela
impossibilidade em quantificar, exatamente, a informacao a priori, bem como pelo interesse
em considerar a incerteza sobre os hiperparametros. Além disso, dificuldades em especificar os
hiperparametros, que se tornan maiores, conforme se aumentam os niveis da hierdrquia, fazem
com que, geralmente, se terminem essa decomposi¢do com prioris ndo informativas em ultimo
nivel.

Um novo conceito para construcdo de distribui¢des a priori € proposto por Simpson
et al. (2017) pela defini¢cdo de prioris proprias que penalizam a complexidade induzida pelo
desvio em relagdo a um modelo base (mais simples), sendo formuladas pela entrada de um
pardmetro de escala & definido como pardmetro de flexibilidade tal que 7 (&) é a densidade de
um dos componentes do modelo. Para o modelo base considera-se que & = 0. Além disso, esse

parametro de flexibilidade pode ser um escalar, varios escalares ou ainda um vetor. Tais prioris
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sdo invariantes a reparametrizagdes, tendo uma conexao natural com as prioris de Jeffreys e
fornecem uma estrutura ampla e ttil a uma grande classe de modelos hierdrquicos (incluindo
analises univariadas e multivariadas).

Essas prioris sdo referidas por prioris de Complexidade Penalizada (ou prioris PC) e sdo
informativas, sendo obtidas sob certos principios. Simpson et al. (2017) ressaltam as excelentes
propriedades de robustez das prioris PC, que sdo projetadadas para contemplar o principio da
parcimonia (navalha de Occam). A informacdo perdida ao aproximar um modelo flexivel pelo
modelo base € quantificada utilizando a divergéncia de Kullback-Leibler (KLD) (KULLBACK;
LEIBLER, 1951). Nesse sendido, a medida de complexidade (d) do modelo f, comparado ao
modelo g, é dada por d (f||g) = \/2KLD(f]|g), que é a maneira natural de usar a KLD para
definir a distancia entre dois modelos com densidades f e g. Esses aspectos permitem utilizar a

proposta PC para definir distribui¢des a priori padrao em modelos hierdrquicos.

2.2.2 Priori de maxima entropia

A grande critica a ser feita a diversidade de métodos para incorporar informagdes a
priori é que diferentes escolhas podem levar a resultados expressivamente diferentes para uma
mesma verossimilhanca. A resposta a essa questdo pode ndo estar na conveniente escolha de
valores para hiperparametros em prioris conjugadas, por exemplo, mas sim na derivacdo de
densidades a priori consistentes com o conhecimento que se tenha a disposi¢do, o que pode
ser tratado com a utilizagdo do principio da entropia maxima (JAYNES, 1957; JAYNES, 2003),
sendo capaz de produzir estimativas menos tendenciosas o possivel sob a informacao fornecida.
Em termos ndo-analiticos, a entropia pode ser definida como a “falta de informa¢do” de uma
determinada distribuicao de probabilidade (FRANK; SMITH, 2010).

A medida de entropia de Shannon (1948) para uma varidvel aleatdria continua Y, com

suporte em S, é quantificada por uma fungdo H(y) dada por:

HE) == [ F0)in(70))dy .14

sendo f(y) > 0, com a igualdade vdlida apenas fora do suporte S da varidvel. O problema em
encontrar a distribuicdo que maximiza a entropia se reduz a maximizar a entropia de Shannon
(2.14) sujeita aos vinculos do sistema, sendo que o primeiro deles € a condi¢do de normalizacao

de f(y) ([ f(y)dy =1). Outros vinculos podem ser incorporados dependendo das informagdes
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que estdo disponiveis e sdo representados por:

Elgi(y)] = /S f)gi(y)dy = a; (2.15)

para 1 <i<m, em que a; € o momento centrado de i-ésima ordem sendo g; uma funcio que
faz f, com suporte em S, atender as restricdes de momentos (COVER; THOMAS, 2006). A
maximizacao da entropia sujeita as condi¢des ou vinculos (2.15) pode ser obtida pelo método
dos multiplicadores de Lagrange (TEMPLEMAN; XINGSI, 1989). Entdo, considerando as

m—+ 1 condi¢des de vinculo, maximizar H(y) equivale a maximizar a Lagrangeana:

L(.Cor ) = J(f) = — /S FO)I(F(y))dy+

oo [/sf(y)dy_ 1] +iici [/Sf(}’)gi(}’)dy—ai] (10

sendo {, {1, ..., §, os multiplicadores de Lagrange. Derivando (2.16), em relagdo a f(y),

obtem-se:

oJ i
3701~ —In(f(y))— 1+ Co+i221(;-gi(y>- (2.17)

Igualando a expressao (2.17) a zero, encontra-se a forma da densidade maximizada que €
f(y) = et G8i0) em que o, &1, ..., & sdo escolhidos de forma que f satisfaca as restricoes
que foram incorporadas.

De acordo com a teoria da informacao, a distribuicao que melhor representa o estado de

informacao disponivel € obtida com a maximizagdo da entropia de Shannon.

2.2.3 Resumos pontuais e intervalares a posteriori

Estritamente falando, quando se utiliza o teorema de Bayes para determinar o que se
pode aprender sobre os valores dos parametros a partir dos dados, o método bayesiano fornece
uma distribui¢do de probabilidade a posteriori completa p(0|y) e ndo apenas um tnico ponto
no espago paramétrico. Obviamente € util resumir essa distribuicdo (para exibicao em texto,
gréifico ou tabelas) em termos de um valor que represente o melhor ajuste, bem como quantifi-
car a dispersdo em relacao ao mesmo (GREGORY, 2005). Nesse contexto, estimativas pontuais
ou intervalares para os parametros sao tomadas como resumos matematicos da distribui¢ao con-
junta a posteriori, ou das densidades marginais a posteriori dos pardmetros individuais 6;. A

média, mediana ou moda da densidade marginal a posteriori dos parametros, por exemplo, sdo



26

frequentemente utilizadas como resumos pontuais, em que a escolha por uma ou outra dessas
medidas obviamente dependente da natureza que envolve a modelagem, bem como, do valor
que minimiza a fun¢do de perda utilizada pela regra de Bayes (HOFF, 2009; BERNARDO;
SMITH, 1994; YOUNG; SMITH, 2005). Quando nenhuma fun¢ao de perda especifica esta dis-
ponivel, existem alternativas como, por exemplo, o estimador de maximo a posteriori (MAP),
definido como 8 = argmaxgp(0|y) = argmaxeL(y|0)p(8) (MARIN; ROBERT, 2007).

Por outro lado, um intervalo sobre o qual a densidade a posteriori marginal de um
pardmetro 6; integra 1 —w (com 0 < w < 1) pode ser tomado como uma estimativa intervalar
de 100(1-w)% para o referido parametro (GELMAN et al., 2003). Formalmente um intervalo de
densidade, ou regido de credibilidade, como sdo comumente referidos em inferéncia bayesiana,
a um nivel de 100(1-w)% de credibilidade, € obtido por meio de um subconjunto C C ®, em
que ® é o espago de pardmetros, tal que p{C|Y =y} = 1 —w. Considerando 6 continuo e
0',62 sendo 100w, e 100(1 —wy) quantis da densidade marginal a posteriori, [91,62} defini
um intervalo com um nivel de credibilidade (1 —w) sendo w; +w, = w. Um intervalo central é
obtido com w; = wy = w/2 (GHOSH; DELAMPADY; SAMANTA, 2007).

Entretanto, em muitas situagdes busca-se determinar uma regiao (ou intervalo) que con-
centra a maior densidade no espago paramétrico, sendo referida como regido de credibilidade
com méxima densidade a posteriori (HPD). Nesse contexto, uma regido R do espaco paramé-
trico € denominada HPD a (1 —w) de credibilidade se p(6 € R|y) = (1 —w) de forma que se
61 € Re 6, ¢ R, entdo f(61]y) > f(62]y) (BOX; TIAO, 1973).

E importante observar que inferéncias sumdrias, pontuais ou intervalares, como as refe-
ridas acima, sdo obtidas por valores esperados a posteriori, ou seja, pela integral E [g(0)]y] =
Jg(0)h(6]y)d6 com escolhas apropriadas de g(6). Contudo, expressdes analiticas fechadas
para as integrais envolvidas estdo disponiveis apenas em casos especificos e modelos mais com-
plexos, que envolvem funcdes n dimensionais, de forma geral, sdo intrataveis analiticamente.
Além disso, a obten¢do da distribui¢do a posteriori também exige o cdlculo de uma integral ana-
liticamente dificil. Essa dificuldade representou, durante longo tempo, uma grande limitacao
a aplicacdo generalizada do método bayesiano. Mas devido ao enorme avanco metodoldgico e
computacional, métodos de integragdo numérica tem permitido enorme flexibilidade, tornando

vidvel a aplicagdo e popularizacdo da metodologia bayesiana.
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2.2.4 Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC)

Como mencionado anteriormente, obter solu¢des analiticas em situagdes envolvendo
modelagem multivariada, na maioria das vezes, ndo é possivel e mesmo solu¢des numéricas
diretas sdo impraticdveis para quatro ou cinco dimensdes (YOUNG; SMITH, 2005). Essa difi-
culdade pode ser contornada pela utilizacido de procedimentos estocdsticos e essa flexibilidade
representa uma das principais vantagens praticas dos métodos bayesianos. Nesse contexto, os
métodos de Monte Carlo adquiriram ampla aplicabilidade e buscam amostrar nimeros aleatd-
rios para simular amostras da distribui¢io a posteriori por meio de algoritmos computacionais
(JIANG, 2010; ANDRIEU et al., 2003). Quando nado é possivel amostrar valores diretamente
da densidade a posteriori a simulacdo de cadeias de Markov tem sido o método mais utili-
zado, para amostrar iterativamente valores dos paradmetros de interesse de uma distribuicdo
que se aproxima cada vez mais de p(6), sendo esta a estratégia dos denominados Método de
Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) (ROBERT; CASELLA, 2004; GREGORY, 2005;
KOCH, 2007).

Uma cadeia de Markov € um processo estocdstico, ou seja, uma sequéncia de varidveis
aleatdrias (X1,Xp,...) em que para qualquer tempo (ou estdgio) n, a distribuicdo de X,, , dados
todos os X anteriores, depende apenas do valor mais recente (X,,—1) (GELMAN et al., 2003).
Define-se por espaco de estados S, o subconjunto de valores que {X,,} = {X;;,0,1,2,...} pode
assumir. Assim, se X,, = i, diz-se que o processo estd no estado i no tempo n (KULKARNI,
2011). Se a cadeia ¢ independente do tempo ela é dita ser homogénea. Agora seja S C R”
e A uma o— dlgebra em S, a distribui¢do de uma cadeia de Markov homogénea com espagos
de estados S € determinada pela sua distribui¢do inicial e pela funcdo de transi¢do que € uma
aplicagdo P : S x A — [0, 1] (PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA, 2003).

Se a cadeia de Markov tem espaco de estado discreto sua probabilidade de transi¢do é

dada por:

P(Xn :j|Xn—l :i;Xn—Z :ka"' 7X0 :m) = (2.18)
:P(Xn:]|Xn71:l):pl7]9 i7j7k7"'7m€S

em que o elemento p; ; representa a probabilidade condicional p(j|i) de que a cadeia esteja no
estado j no tempo n, dado que no tempo n — 1 estava no estado i (sendo j estocdstico e i fixo).

A representa¢do p; ; € utilizada para indicar o elemento da linha i e da coluna j na matriz P de

probabilidades de transicdo da cadeia.
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No caso de cadeias de Markov com espago de estado continuo ndo faz sentido falar em
probabilidade de transi¢do como em (2.18) e sim em kernels ou densidade de transicdo (PRESS,
2003). Entao sendo X um vetor aleatorio de dimensao m com densidade f em R e assumindo
que B é um subconjunto em R™, o kernel de transicdo especifica que a probabilidade condici-
onal de X,,; | pertencer ao subconjunto B dado que X,, = x é dada por (WAAGEPETERSEN;
SORENSEN, 2001):

P(x,B) =P(X,11 € B|X, =x) (2.19)

Uma questdo chave na simulacdo de uma cadeia de Markov € ela convergir para uma
distribui¢do estaciondria ou invariante 7, independente de qualquer distribuicdo inicial adotada
(GELMAN et al., 2003). Isso significa que se uma cadeia atingiu um estidgio em que 7 ¢
a distribuicao estaciondria, ela a retém nos movimentos subsequentes. A convergéncia e a
unicidade exigem que a cadeia seja aperiodica e irredutivel (KULKARNI, 2011). Uma cadeia
¢ aperiddica se todos os estados tiverem o periodo igual a 1. Se todos os estados da cadeia de
Markov se comunicarem, de modo que seja possivel ir de qualquer estado i para qualquer estado
J, em uma ou mais etapas ou transic¢oes, a cadeia de Markov € dita ser irredutivel (JIANG, 2010;
SORENSEN; GIANOLA, 2002).

Seja uma cadeia de Markov munida das propriedades ressaltadas anteriormente, com
espaco de estados S, que converge para uma distribuicdo invariante 7 em que x € S denota
o estado atual do sistema e y € S denota o estado na proxima etapa. Além disso, suponha que
p(x,y) seja a probabilidade de uma transi¢do de x para y e que p(y,x) denote a probabilidade de
uma transi¢ao na direcdo oposta. Nesses termos, diz-se que uma cadeia de Markov é reversivel

se satisfizer a condi¢do:

n(x)p(x,y) = n(y)p(y,x) (2.20)

para todo x,y € S, que € conhecida como a equacao detalhada de equilibrio (FARR; MANDEL;
STEVENS, 2015). E possivel provar que uma cadeia ergédica satisfazendo (2.20) tem 7 como
sua distribuic@o estaciondria dnica (SORENSEN; GIANOLA, 2002). Essa propriedade é de
extrema importancia para a constru¢do de cadeias de Markov.

Os Métodos MCMC sao utilizados para construir um nticleo de transicdo que gera uma
cadeia de Markov com uma distribui¢@o estaciondria 7 de interesse. Entdo a cadeia gerada pode
ser usada para a obtencdo de estimativas de Monte Carlo para esperancas E [ (X)] em relagdo

a w (TIERNEY, 1994; HASTIE, 2005) obtidas por:
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1 N
E(h(X)) = / h(x)7m(x)dx = lim (N;h(Xi)> (2.21)

N—oo

Entio, E [h (X)] pode ser aproximado pela média amostral E [h (X)] ~ YN, h(X;) /N para

grandes valores de N.

2.2.5 O algoritmo de Metropolis — Hastings

No algoritmo Metropolis — Hastings (M—H) a amostragem ndo é realizada de forma
direta e a geracao sucessiva de valores aleatérios candidatos € feita a partir de uma distribui¢cao
proposta conhecida ¢(x|-) envolvendo duas etapas. Suponha que no tempo n o estado da cadeia
seja X,, = x e para simplificar a notacdo admite-se, sem perda de generalidade, que X seja
um escalar. Entdo a primeira etapa do algoritmo M-H consiste em gerar um valor candidato
Y11 =y, para o préximo estado da cadeia X, 1 = X/, a partir da densidade proposta g(x|-). A
segunda etapa envolve um teste com base em uma probabilidade de aceitagdo a(x,y). Se o valor
y for aceito, o préximo estado da cadeia serd X, | =y, caso contrério a cadeia ndo se movera e
X1 =x.

A densidade conjunta do vetor aleatério (X,,Y;+1), sendo X, e Y, como definidos

anteriormente, é dada por:

g(x,y) = q(x,y)m(x) (2.22)

em que 7 € a densidade estaciondria dado que X, tem o valor x. Considerando que a propriedade
de reversibilidade ¢ satisfeita por ¢(x,-), para todo (x,y), tem se g(x,y)w(x) = g(y,x)7w(y), e a
densidade da proposta € o niicleo de transi¢do correto da cadeia produzida pelo M—H. Contudo,
¢ provavel que para alguns pontos (x,y) ocorrerd g(x,y)m(x) > q(y,x)7m(y).

Entdo para garantir a condigdo de reversibilidade introduz-se o fator a(x,y) < 1, que é
a probabilidade de aceitagdo, multiplicando o lado esquerdo da desigualdade, definindo ainda

a(y,x) = 1 que multiplica o lado direito, de modo a obter:

q(x,y)m(x)a(x,y) = q(y,x)7(y)a(y,x)
Q(x7y)7r(x)a(xay) = ‘I(Y7x)7r(Y)'

O valor a(x,y) é calculado por:

(2.23)



30

Para inverter o sentido da desigualdade (2.23), basta considerar a(y,x) < 1, definindo
a(x,y) = 1. Como consequéncia dos argumentos apresentados para a derivagio de a(x,y) < 1,

tem-se que a probabilidade de aceitacdo deve ser:

a(x,y) = min <1, %) s q(x,y)m(x) > 0. (2.24)

Se a propriedade de reversibilidade é satisfeita g(x,y)m(x) = g(y,x)m(y) entdo a(x,y) =
1 e o candidato gerado y é aceito, o que equivale a amostrar o ponto candidato da distribuicdo de
equilibrio 7. E importante notar que para a aplicacio desse método é necessério que se conheca
a distribuicdo 7 apenas proporcionalmente, uma vez que a constante de normalizagdo se cancela
na razdo n(y)/m(x) JIANG, 2010; SORENSEN; GIANOLA, 2002). O processo M—H garante
a convergéncia para a distribuicdo de equilibrio para um nimero N grande de iteragdes (na
verdade tendendo ao infinito), embora esse resultado tedrico ndo forneca nenhuma orientagcdo
prética sobre como decidir se a amostra simulada representa uma aproximacao razodvel. Na
pratica, as cadeias sao monitoradas inspencionando-se o valor da taxa de aceitacdo, construindo

grificos e computando estatisticas de diagndstico em relagdo aos valores simulados (ALBERT,

2007).

2.2.6 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs € um algoritmo MCMC muito popular devido a sua simplici-
dade computacional, sendo um caso particular do algoritmo M—H quando o kernel de tran-
sicdo é conhecido (ROBERT; CASELLA, 2004). Para constatar esse fato, considera-se, ini-
cialmente, que o estado atual da cadeia seja X, = x e que X, | = x/, em que x e x’ se-
jam vetores p- dimensionais. Em muitas aplicacdes a atualiza¢do é realizada coordenada a
coordenada, sendo esse o contexto aqui exemplificado. Entdo ao se passar de x para x’, a
proposta é gerada a partir de g;(x,z;) = 7(z;]x_;), em que z; é a i-ésima coordenada de x’
e x_; = (X1,x2, - ,Xi—1,Xi+1, - ,Xp). Analogamente tem-se 0 movimento oposto dado por
qi(x',x;) = w(x;|x"_;), sendo x; a i-ésima coordenada de x e x’ ; = (21,22, * ,Zi—1,Zi+1,** +Zp)-

No contexto da inferéncia bayesiana, as densidades 7(z;|x_;) e m(x;|x’_;), em que os
vetores sdo compostos por pardmetros de modelos propostos, sdo referidas como densidades
condicionais completas a posteriori e sdo também representadas por 7(z;|---) e w(x;|---). Re-
parando que 7(z;|x_;) = w(x")/m(x_;) e w(x;]x_;) = m(x)/m(x_;) e substituindo essas quanti-

dades na probabilidade de aceitagdo a(x,y), referente a segunda etapa do algoritmo M-H, dada
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por (qi(x',x;)m(x") /qi(x,z;)m(x)), tem se que (SORENSEN; GIANOLA, 2002):

g (X x)r)  mE)rE)mx)
qi(x,z)mw(x)  wE)TE) (X)) I (2.25)

Assim, uma proposta de M—H gerada a partir da distribuicao condicional completa apro-
priada € sempre aceita. Esse esquema é conhecido como amostrador de Gibbs (SORENSEN;
GIANOLA, 2002; GELMAN et al., 2003; GAMERMAN; LOPES, 2006). O nucleo de transi-

cdo do amostrador Gibbs para a atualizacdo de todos os elementos de x envolve o produto
m(z1 | x2,x3,- ,xp) (22 | 21,X3,7 7+, Xp) -+ TT (z,, | 1,23, ,prl). (2.26)

Para exemplificar o método, considera-se o vetor de pardmetros 8 = (6y,6,...,0,) de
um determinado modelo de interesse. Nesse contexto, a distribui¢ao a posteriori de @ é dada
por p(6;,6,,...,6,]y), sendo y um vetor de dados experimentais n-dimensional. Seja 6_; =
(61,...,6i_1,6i11,...,6),), 0 vetor de dimensdo p — 1 que se obtém ao excluir o i-ésimo elemento

de 0. Entao a distribuicio condicional completa a posteriori de 6; é dada por

p(el ‘ 947)’) °<p<917 79i—179i59i+17"' 7917 ‘ y) (227)

Considerado o caso em que 6; € um escalar, os movimentos sio realizados ao longo de
cada coordenada. De forma geral, poderia ser considerado um vetor 0; de dimensdo d > 1 e
a densidade condicional a posteriori seria d-dimensional p(0;/0_;,y), o que pode resultar em
convergéncia mais rdpida, ja que a estrutura de correlagdo entre os componentes € incorporada
na densidade condicional a posteriori (LIU; WONG; KONG, 1994).

O amostrador de Gibbs fornece um processo iterativo para geracao de sucessivas amos-
tras das distribuicdes condicionais completas a posteriori (2.27). Gamerman e Lopes (2006)
apresentam uma descri¢c@o desse procedimento que é exemplificado por meio do algoritmo apre-
sentado abaixo.

O primeiro passo € a atribuicdo de valores arbitrarios aos elementos do vetor 0, ou seja,
00 — (9?, e 919). Feito isso, a j-ésima iteracdo, referente a cadeia de Markov, é obtida pelo

seguinte algoritmo:

I.Inicializar o contador de iteragdo de cada j = 1 e o conjunto de valores iniciais 0° =

(60.....60):
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2.0bter um novo valor 87 = (91’ o ,GI{)T de 0/~ através de sucessivas geracdes dos

valores:
. - -
elpr(elyeéf )0y ))

. . "’

0/ ~p(6:16(",....60") -
. . .

65 ~p(8,16.....00.")

3. Mudar o contador de j para j+ 1 e repetir o passo 2 até a convergéncia.

Ap6s um periodo inicial durante o qual as amostras dependem do valor inicial e devem
ser descartadas (queima), os valores 6, ..., 914, para j suficientemente grande, sdo considerados

amostras da distribui¢io a posteriori conjunta:

p(61,6;---,0,y)

610 _.y) =
P(6i[6-0.y) Ip(61,6i--,6,|y)d6,---db,

(2.29)

e a coordenada Gij € considerada como se tivesse sido extraida da distribuicao marginal a pos-
teriori com densidade p(6;|y) = p(6ily)/ [ p(6]y)d6;. Isto é, o amostrador de Gibbs produz
amostra a partir de uma distribuicao conjunta, amostrando sucessivamente todas as distribui¢des
condicionais completas a posteriori e isso implica que a forma das distribui¢des condicionais
completas determina exclusivamente a forma da distribui¢io conjunta. A medida que o ni-
mero de iteracdes aumenta, a distribui¢do de transicao se aproxima do seu estado de equilibrio
e a convergéncia € assumida de forma aproximada. A amostra de Monte Carlo pode entdo ser
usada diretamente para aproximar as probabilidades de interesse, bem como obter estimativas
pontuais (YOUNG; SMITH, 2005). Regides HPD podem ser obtidas por algoritmos iterativos
a partir dos valores simulados como proposto por Chen e Shao (1999).

Dentre os métodos envolvendo técnicas de MCMC, o amostrador de Gibbs vem sendo o
mais comumente empregado quando as distribuicdes condicionais completas permitem amos-
tragem direta. O amostrador de Gibbs, explorando as distribui¢cdes condicionais completas
através de algoritmo iterativo, foi proposto inicialmente por Geman e Geman (1984), no con-
texto de reconstrucdo de imagens, e posteriormente utilizado por Gelfand e Smith (1990) para
simulag@o de distribuicdes a posteriori. Uma abordagem mais detalhada e rigorosa sobre pro-
cedimentos MCMC pode ser encontrada, por exemplo, em Sorensen e Gianola (2002), Kulkarni

(2011) e Robert e Casella (2004).
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2.3 Interacio genétipos por ambientes (GEI)

O melhoramento de plantas € a ciéncia dedicada ao desenvolvimento de novas varieda-
des de cultivares a partir da manipulacdo da sua constituicdo genética. Sendo assim, um dos
principais objetivos dos melhoristas € a selecao e recomendagio de gen6tipos superiores no que
se refere a produtividade, estabilidade de producdo e ampla adaptabilidade aos mais variados
ambientes (SILVA; DUARTE, 2006; ASFAW et al., 2009). A adaptabilidade pode ser definida
como a capacidade de gendtipos em aproveitar vantajosamente as variacdes ambientais. A es-
tabilidade, por sua vez, refere-se ao comportamento altamente previsivel do genétipo, mesmo
que avaliado em diferentes ambientes (BOREM; MIRANDA; FRITSCHE-NETO, 2017; RE-
SENDE; DUARTE, 2007).

O fendétipo (caracteristica observada) é entdo influenciado pelo genétipo (que refere-se
a constituicdo genética do individuo) e pelo ambiente, que pode ser definido como o conjunto
das condicdes externas que interagem com o individuo e afetam seu processo de crescimento e
desenvolvimento (YAN; KANG, 2003). Além disso, a avaliacao fenotipica deve também levar
em conta a influéncia de outro componente, de suma importancia, denominado de interagcdo
gendtipos por ambientes (GEI). A decisdo de lancamento de novas cultivares normalmente €
dificultada pela ocorréncia da GEI que representa um dos maiores desafios aos melhoristas
(CARVALHO et al., 2002). Assim, o processo de selecao, normalmente, se d4 pela andlise do
desempenho dos gendtipos em ambientes distintos, que podem ser ano, local, ou ambiente de
semeadura (PIEPHO, 1996; CARGNIN et al., 2006; GUILLY et al., 2017).

De forma geral, a GEI € percebida pelas respostas diferenciadas de genétipos em funcao
da variabilidade ambiental e faz com que gendtipos ndo possuam performances semelhantes
em todos os ambientes de teste (CROSSA; YANG; CORNELIUS, 2004). Ela é considerada
simples ou quantitativa quando nao se observam alteracdes de posicoes relativas das respostas
dos gendtipos frente a diversidade ambiental, ou seja, observam-se apenas diferencas na mag-
nitude das respostas. Por outro lado, se existe auséncia de correlacio entre os desempenhos dos
genotipos, fazendo com que esses apresentem respostas diferentes, ocasionando alteracdo no
ranqueamento (em fun¢do dos ambientes em que foram avaliados), a GEI € dita ser cruzada ou
qualitativa, sendo, por vezes, referida por COI (do inglés Crossover Interaction) (BURGUENO
et al., 2008; YANG et al., 2009; CRUZ; REGAZZI; CARNEIRO, 2012).

Na agricultura, o tipo mais importante de GEI é a COl, ja que a selecdo de genétipos

com o objetivo de maximizar a produtividade, no caso de mudangas de classificagdo nos am-
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bientes, é complicada (COOPER; DELACY, 1994; SINGH; CECCARELLI; GRANDO, 1999;
YANG et al., 2009). Isto motivou o desenvolvimento de métodos e testes estatisticos para iden-
tificar a presenca de COI em conjunto de dados provenientes de ensaios multiambientes (MET
- multienvironment trials) que sdo descritos sob o modelo fixo (BAKER, 1988; CORNELIUS;
SEYEDSADR; CROSSA, 1992), modelo aleatério (YANG, 2002) e modelo misto (YANG,
2007).

Na presencga de COI, a maneira de aumentar os ganhos genéticos € a identificagdo de ge-
nétipos especificamente adaptados. Assim, percebe-se que o tipo de GEI desempenha um papel
importante na identificacdo dos gendtipos adequados para adaptagdo especifica ou ampla. Essa
fonte de variacdo tem sido modelada a luz de diferentes métodos estatisticos incluindo procedi-
mentos uni e multivariados (CROSSA, 1990; PIEPHO, 1997; SMITH; CULLIS; THOMPSON,
2001; PIEPHO; MOHRING, 2006; CROSSA et al., 2011). Dentre esses métodos, os modelos
lineares-bilineares como o AMMI e o GGE merecem especial destaque pela ampla aplicabi-
lidade em programa de melhoramentos e ensaios multiambientes de forma geral (CROSSA;

VARGAS; JOSHI, 2010).

2.4 Modelos lineares-bilineares

Para analisar dados envolvendo dois fatores que possam ser organizados em tabelas de
dupla entrada, Gollob (1968), Mandel (1969) e Mandel (1971) introduziram o seguinte modelo

para a média de caselas y;;:

t
Vij =M+T+ 8+ Y MliYjx + & (2.30)
k=1

sendoi=1,....r; j=1,...,cet <min(r—1,c— 1), em que r é o niimero de linhas, ¢ o
numero de colunas e ¢ o posto da matriz de dupla entrada. Na equacdo (2.30), i representa
a média geral; 7; ¢ o efeito do i-ésimo fator linha e §; € o efeito do j-ésimo fator coluna. Os
termos A i Yjk» presentes no somatorio, sio chamados de componentes bilineares (ou multipli-
cativos) do modelo, em que A, Qi € ¥jx sdo, respectivamente, o valor singular e os elementos
relacionados a linha i e coluna j dos vetores singulares associados ao k-ésimo componente
principal (k = 1,...,7). Por fim, &;; denota o erro experimental que, usualmente, € admitido ser
identicamente e normalmente distribuido com média zero e varidncia comum &;; ~ N (O, 62).

Esse modelo tem sido referido na literatura por modelo de efeitos principais aditivos e interagao
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multiplicativa ou simplesmente (AMMI) a partir do trabalho de Zobel, Wright e Gauch (1988)
e adquiriu ampla aplicabilidade para andlise de dados em experimentos multiambientais.

Outros modelos podem ser obtidos a partir do modelo geral (2.30) por eliminagdo de
termos aditivos. Eliminando 7; obtém-se o modelo de regressao de colunas (column regres-
sion-CREG) que também ¢€ referido como regressao de locais (site regression-SREG) ou ainda
por efeito principais de genétipos mais GEI (GGE) (CROSSA; CORNELIUS, 1997). Por ou-
tro lado, o modelo resultante ao reter 7; e eliminar §; é denominado regressdo de genotipos
(linhas) (genotypes regression-GREG). Ao eliminar conjuntamente os termos lineares e a mé-
dia geral (u,7;,6;) obtém-se o modelo completamente multiplicativo (completely multiplica-
tive model-COMM). Outro membro dessa classe de modelos foi caracterizado por Seyedsadr
e cornelius (1992), sendo referido por modelo multiplicativo deslocado (shifted multiplicative
model-SHMM) em que os termos bilineares absorvem tanto os efeitos principais (ambientais e
genotipicos), quanto o efeito de GEI, mas contém um parametro de deslocamento, cuja solu¢ao
por minimos quadrados ndo pode ser obtida analiticamente (CROSSA; CORNELIUS; YAN,
2002).

Quando os parametros lineares sdo eliminados, ou deixam de ser estimados, os respec-
tivos efeitos de linha ou coluna sdo confundidos com o efeito da interacdo e absorvidos pelos
parametros bilineares, diferentemente do que acontece com o0 modelo AMMI em que todos os
efeitos sdo estimados separadamente. Cornelius e Seyedsadr (1997) formalizaram a classe de
modelos para andlise de tabela de dupla entrada em um modelo linear-bilinear geral (GLBM)

(General Linear-Bilinear Model) representado por:
w t
Yij = Z Brxnij + Z MO Yk + €ij (2.31)
h=1 k=1

em que xj,;; sdo constantes conhecidas, 8, é o h-ésimo parametro linear (h=1,...,w) e A, i € Vjx
sdo componentes bilineares relacionados ao k-ésimo componente principal (k=1, ..., t), como
apresentado no modelo (2.30), em que w e ¢ sdo os ndmeros de termos aditivos e multiplicativos,
respectivamente.

O ajuste da classe GLBM ¢€ realizado em dois estagios. No primeiro estagio sdo ajusta-
dos os efeitos principais pelo método de minimos quadrados sujeitos as restricdes marginais de
identificabilidade (Zi T=Y;0;= O). O segundo estagio corresponde ao ajuste dos termos bili-
neares por decomposi¢do por valores singulares (DVS) da matriz de erros de nio aditividade ao

modelo linear, sujeito as restri¢des de identificabilidade (Zi O =Y Yjk = O); de ortonormali-
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dade dos vetores singulares (Zi Otl%C =Y }/JZk = 1) e (Zi Qi Qi = X VikYiw =0, k #* k’) e ainda
arelacdo de ordem A; > A, > ... > A, . A grande virtude dos modelos lineares-bilineares estd
na possibilidade de simplificar os dados pela sele¢dao de poucos eixos principais para aproximar

o padrao da interacao.

2.4.1 O modelo GGE

Como apontado na subse¢ado anterior (2.4), o modelo SREG € obtido da equagdo geral
(2.31) do GLBM retirando-se o parametro T que representa o efeito do fator linha e que, daqui
por diante, serd utilizado para denotar o efeito de gendtipo. Entdo, o efeito do genétipo (G)
nao € estimado separadamente do efeito da GEI, eles estdo confundidos (G+GEI). O modelo
SREG, assim como outros modelos multiplicativos, pode ser aplicado a qualquer matriz de du-
pla entrada em que a interacao entre os fatores seja importante para o estudo do comportamento
do fendomeno em questao. Como aqui estd sendo abordado no contexto de andlise multiambien-
tal, esse modelo sera referido por GGE (conforme definido anteriormente), cuja equacao € dada
por:
t
Vij =B+ 8+ Y Mo+ & (2.32)
k=1
em que:
u € a média geral;
o ; € o efeito do j-ésimo ambiente;

Ak € 0 k-ésimo valor singular da matriz de (GGE )’ (GGE ) ou (GGE) (GGE) ';

Qi € o elemento referente ao i-€simo genotipo relacionado ao k-ésimo vetor singular de

(GGE) (GGE) ';

Yjk € o elemento referente ao j-€simo ambiente relacionado k-€simo vetor singular de

(GGE)' (GGE);
g;j € o erro médio associado a observagao tal que g;; ~ N (O, 63).

O ajuste do modelo, como ja relatado, € realizado em dois estdgios. No primeiro es-
tdgio ajustam-se os efeitos principais pelo método de minimos quadrados aplicados & matriz
de médias Y,x. = [Y,- j}. A média Y;; € obtida a partir de / repeti¢des de um ensaio em que

genotipos sdo avaliados em ¢ ambientes. As solu¢des OLS para a média geral e o efeito do
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j-ésimo ambiente, sob as restri¢des de identificabilidade, sdo dadas por fl =Y e Sj =Y;,-Y,
respectivamente, em que:
5 _ LijYij 7 _LiY

Y. e Y;
rXc r

(2.33)

O segundo estdgio corresponde ao ajuste do efeito G + GEI. Para tanto € necessario
obter a matriz de residuos de ndo aditividade aos efeitos principais (f’, =Y j). O desvio relaci-
onado a cada combinagdo entre genétipo e ambiente € dado por &;; = gge; i=Yij— Y, i=Yiji— Y i

Esses desvios determinam a matriz GGE, «., como representada abaixo.

ggey gger, - 88l
boe boe ... goe

GGE(,XC): gg.21 gg'zz | gg.zc ‘ (2.34)
_@rl @}Q @rc_

As estimativas para os parametros bilineares sao entdo obtidas pela DVS da matriz GGE
(JOHNSON; WICHERN, 1998; ANDERSON, 2003). A DVS constitui-se em um importante
resultado da algebra matricial e oferece um método (por meio de um algoritmo) para encontrar
os componentes principais relativos ds linhas e colunas de uma matriz especificada. Por DVS,

a matriz GGE, ., de dimensdes (r X ¢), pode ser decomposta da seguinte maneira:

1
GGE=USV' =Y Loyl (2.35)
k=1

sendo S;; a matriz diagonal contendo os valores singulares A; da matriz (GGE)(GGE)" ( os
mesmos de (GGE) " (GGE)). As matrizes Uy, € Vx;, por sua vez, contém em suas colunas os
vetores singulares @ (autovetores de (GGE)(GGE)") e ¥, (autovetores de(GGE) " (GGE)),
respectivamente, com as propriedades ja mencionadas no modelo (2.30). Tomando de forma
cumulativa a soma dos sucessivos termos do desdobramento obtido pela DVS € possivel obter

aproximagdes cada vez melhores para soma de quadrado total de G+GEI (SQggE)-

2.4.2 Analise biplot em modelo GGE

A representacdo grafica do efeito G+ GEI, por meio de biplots centrado em locais, se
tornou popular na andlise GGE a partir do trabalho de Yan et al. (2000). O método biplot foi,

originalmente, proposto por Gabriel (1971) e permite representar graficamente linhas (vetores
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linhas) e colunas (vetores colunas) de uma matriz de interesse. Assim, esta técnica possibilita
a representacdo simultanea de individuos e varidveis em baixas dimensdes, de forma a tornar
visiveis padroes e facilitar a observacdo e interpretacdo de relagdes existentes entre eles, sdo,
portanto, considerados uma forma simples de observar resultados da andlise estatistica (GREE-
NACRE, 2010). Biplots tém sido utilizados na andlise de dados visuais por cientistas das mais
distintas dareas de pesquisa, como: economia, sociologia, negdcios, medicina, ecologia, genética
e agronomia (YAN; TINKER, 2006).

Neste sentido, uma matriz X, , pode ser fatorada como um produto entre duas matrizes
A, X Byx, de forma que a matriz original X possa ser recomposta como um produto interno
entre os vetores marcadores de linhas (I;,i =1, ...,n) (linha da matriz A) e os vetores marcadores

de colunas (¢;,j=1,...,p) (colunas de B) da seguinte forma:
X = [xi;j] = [{lie;)] = [lEill|[e ]| cos 65 ] (2.36)

em que (-,-) denota o operador produto interno, ||-|| representa o médulo do vetor e 6;; o dngulo
formado entre os vetores (YAN, 2001). Uma interpretacdo geométrica, no plano, é oferecida

pela Figura 2.3.

Figura 2.3 — Representagdo geométrica do produto interno entre um marcador de linha I; € um marcado
de coluna ¢;.

X

4

Fonte: Oliveira (2014)
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A interpretacdo € realizada pela observacao do comprimento de cada vetor e do sinal do
produto interno, que, em udltima instancia, depende do angulo formado entre eles (GABRIEL,
1971; YAN; KANG, 2003). Desta forma, o sinal de cada elemento x;;, da matriz X, depende
do sinal do cos 6;;, ou mais explicitamente, do dngulo 6;;. Para 8 < 90°, o cos 6 € positivo e,
consequentemente, o produto escalar serd positivo. Se 8 > 90°, o cos 0 € negativo e o produto
escalar também serd negativo. No caso particular de 8 = 90°, como cos 6 = 0 o produto interno
serd nulo.

Assim, toda matriz de caracteristica (ou posto) 2 ou 3 pode ser, integralmente, repre-
sentada (graficamente) em um biplot bi ou tri-dimensional, respectivamente. Por outro lado,
para matrizes com alta dimensionalidade (posto(X) = min(n,p) > 3), os dados ainda podem
ser representados, de forma aproximada, em duas ou trés dimensdes, utilizando biplots. Gabriel
(1971) utilizou a decomposicdo de X em valores e vetores proprios como técnica para obter os
marcadores das linhas/individuos e das colunas/varidveis. A DVS de uma matriz X ¢ dada por
X =USV' em que S é a matriz diagonal formada pelos valores singulares de X "X (ou de XX )
e as matrizes U e V contém em suas colunas os autovetores de X ' X e XXT, respectivamente.

A partir da DVS € possivel decompor X em um produto de duas matrizes:
X = (us’) (s"/v7) 2.37)

comA=US"eB= Sl_fVT, sendo f um nimero real, tal que 0 < f < 1.

A anélise biplot foi introduzida em pesquisas agrondmicas a partir dos trabalhos de
Bradu e Gabriel (1978), Kempton (1984), Gauch (1992) e Cooper e Delacy (1994). Desde
entdo, o método se tornou popular com ampla aplicabilidade em ensaios de competicdo de
cultivares, dentre outras utilidades. Diferentes biplots podem ser considerados e dependem do
modelo multiplicativo em uso, sendo que as duas configuragdes mais utilizadas, em ensaios
agricolas, sao aquelas centradas nos efeitos principais e média geral, isolando o efeito da GEI
(AMMI), e em ambientes (GGE).

O Modelo GGE biplot, como ja mencionado, se configura em uma versdo do GGE
aproximada que retém apenas os dois primeiros componentes principais (PC1 e PC2), sendo
eXpresso por:

Yij = O+ Vik + Eiji (2.38)
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em que y;; = yi; — (L +6;), o = /l,{a,-k, Vi = /lkl Iy e f como definido em (2.37), com
i=1,.,r, j=1,...,ce k=1,2. A aproximacdo em duas dimensdes indicada na equacao
(2.38) reflete a restricdo de que o terceiro e subsequentes valores singulares sdo iguais a zero
(22:3 oY = 0) (HU; YANG, 2013). Marcadores de linhas (o;, o) e marcadores de colu-
nas (}f]k] , Y;z) sdo plotados em relac@o ao plano determinado pelos dois primeiros PCs.

A justificativa para a utilizacdo da configuragdo (2.38) se baseia na ideia de que apenas
G e GEI sejam relevantes para a avaliacdo das cultivares. Assim, Yan e Kang (2003) advogam
que na avaliacdo de cultivares, € essencial remover o efeito principal de ambientes (E) dos
dados. Outro ponto importante, segundo os defensores do modelo GGE, € que G e GEI devem
ser considerados simultaneamente para tomar decisdes de sele¢cdo mais significativas (YAN et
al., 2007; GAUCH, 2006; YAN; HOLLAND, 2010; XU et al., 2014).

Quando f = 1, diz-se que o GGE biplot tem escala focada em genétipo, pois o) = Ay Qi
e Y;k = Yjx € os escores genotipicos possuem médias irrestritas, sendo a norma dos vetores
iguais aos valores singulares associados (representam a unidade original dos dados) exibindo a
inter-relacdo entre gendtipos com mais precisd@o. Por outro lado, se f = 0, ocorre o oposto e
o biplot € baseado em escala focada em ambiente, sendo esse 0 método mais frequentemente
usado (referido como o dimensionamento da anélise de componentes principal), naturalmente,
¢ mais informativo das inter-relagdes entre os ambientes. Quando o fator de escala é f = 1/2,
os escores resultantes da multiplicacdo entre vetores e valores singulares (marcadores de linhas
e colunas) possuem mesma qualidade de representacdo para ambos, individuos (genétipos) e
varidveis (ambientes), mas ndo a méaxima que € possivel separadamente (GABRIEL, 2002;
YAN, 2002). Apesar de intimeras possibilidades, a escolha de f no intervalo considerado, ndo
altera relacOes entre genotipos e ambientes, embora as aparéncias dos biplots fiquem diferentes
(YAN; KANG, 2003; YAN, 2014).

No GGE biplot, o PC1 informa sobre adaptabilidade. Assim quanto maior o valor relaci-
onado a abcissa, maior serd o rendimento da cultivar, enquanto pequenas projecdes no eixo das
ordenadas indicam que os mesmos sdo relativamente estdveis. Naturalmente, cultivares afasta-
das da abcissa, com grandes projecdes para o eixo PC2 (abaixo ou acima da origem do biplot)
s@o consideradas menos estaveis. Logo, o genétipo ideal seria aquele com alto valor para PC1
e pequenos valores para PC2. Essa proposta subtende a existéncia de uma alta correlacio entre
os escores do PC1 e efeitos principais de genétipos (YAN et al., 2000; YAN et al., 2001; YAN;
HUNT, 2001; YAN, 2002; YAN; RAJCAN, 2002).
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A Figura 2.4 exemplifica uma representacdo GGE biplot obtida para um conjunto simu-
lados de dados MET em que 20 gendtipos (linhas) sdo avaliados em 10 ambientes (colunas),
cuja varidvel considerada é rendimento em tonelada por hectare (fon/ha). Esse biplot apresenta
vetores ambientais que facilitam a visualizacdo das correlagdes entre os ambientes permitindo
separar subgrupos semelhantes (indicado por angulos agudos entre os vetores).

Figura 2.4 — Biplot GGE para 20 gendétipos avaliados em 10 ambientes sendo a varidvel o rendimento
em fon / ha.
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Outra proposta para separar graficamente G e GEI envolve a criacio de eixos adicionais
no biplot GGE2. Um eixo € tracado pela origem do biplot, passando pela coordenada média
ambiental que serd referido por AEA (do inglés average environment axis). Uma abcissa €
obtida pela proje¢do do marcador de gendétipos sobre AEA, de forma que o rendimento médio
da cultivar é aproximado por essa proje¢do. Por outro lado, a estabilidade das cultivares é
medida pela projecdo em outro eixo que também passa pela origem, sendo perpendicular ao
AEA, referido por AEC (average environment coordination). Quanto maior o comprimento
absoluto da projecao de uma cultivar nessa ordenada, menos estdvel ela serd (YAN, 2001; YAN;
TINKER, 2005).

A Figura 2.5 apresenta o biplot exibindo essa configuracdo, que € referida por "média

versus instabilidade", sendo util para avalaiar gen6tipos em um ambiente alvo. O eixo AEA



42

corta a origem passando pelo segundo e quarto quadrantes e sua ordenada AEC passa pelo
primeiro e terceiro quadrantes. O pequeno circulo sobre a AEA, mais préximo 4 origem, repre-
senta o ambiente médio (average environment-AE) e quanto menor for o angulo de um vetor
ambiental em relacdo ao vetor do ambiente médio, mais representativo o respectivo ambiente
serd do ambiente de destino. O pequeno circulo, mais afastado da origem e ainda sobre o eixo
AEA, representa o genétipo ideal (ideal genotype-1G) definido para ter o maior rendimento mé-
dio de todos os ambiente e sendo altamente estivel. Nesse sentido, a distincia de um gendtipo
a esse ideal € critério de selec@o para o conjunto de ambientes considerados.

Figura 2.5 — Biplot GGE exibindo a configuracdo "média versus instabilidade"para 20 genétipos em 10
ambientes.

0
PC1

Além disso, o padrao “quem venceu onde”, que objetiva encontrar o gendtipo com me-
lhor desempenho em cada ambiente, € acessado diretamente no biplot do modelo GGE (YAN et
al., 2000). Para tanto, é construido um poligono cujos vértices sdo os genotipos mais afastados
em relacdo a origem do plano determinado pelos eixos PC1 e PC2 (os demais genétipos ficam
localizados no interior desse poligono). Entdo, a partir do centro do biplot, tracam-se retas que
sdo perpendiculares a cada lado do poligono dividindo o mesmo em setores. De forma geral, o
fator de linha no vértice do poligono, em um determinado setor, possui 0os maiores valores para

todos os fatores coluna presentes nesse setor (YAN; KANG, 2003). Essa representacdo é exem-
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plificada na Figura 2.6. Assim, em um biplot, as linhas (gendtipos) com os maiores valores
para diferentes colunas (ambientes) podem ser facilmente visualizadas, independentemente de
quantas linhas existem no conjunto de dados, ou mesmo do fator de parti¢do (ou foco) utilizado

(YAN, 2001; YAN; KANG, 2003).

Figura 2.6 — Biplot GGE para 20 genétipos em 10 ambientes exibindo o padrdo "quem venceu onde".
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O GGE biplot ¢ um método grafico versatil que permite interpretacdes diretas baseada
nas propriedades do produto interno e pode ser utilizado para: 1) classificar cultivares e ambi-
entes com base em seus desempenhos; ii) identificar o melhor cultivar em cada ambiente; iii)
agrupar os ambientes com base nas melhores cultivares; (vi) avaliar as cultivares, com base no
rendimento médio e na estabilidade; (vii) avaliar os ambientes com base na capacidade de dis-
criminagdo e na representatividade, dentre outras possibilidades (YAN, 2001; YAN et al., 2010;
YAN, 2015; YAN, 2016). Além disso, € possivel comparar todos os gendtipos (ou ambientes)
com um gendtipo (ou ambiente) hipotético ideal, visualizando o desempenho e a estabilidade
de cada um deles em relacdo ao ambiente de destino (YAN; KANG, 2003; YAN, 2014).

Esse procedimento de andlise adquiriu grande aplicabilidade no contexto do melhora-
mento de plantas para o estudo da adaptabilidade e estabilidade genotipica possibilitando a

identificacdo de gendtipos altamente produtivos e amplamente adaptados, bem como combi-
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nacdes positivas de gendtipos a ambientes especificos (recomendacdes regionalizadas). Além
disso, oferece um amplo arcabougo de procedimentos graficos, possibilitando a visualizacdo e
interpretagdo de padrdes de forma simples e ilustrativa. Vantagens e desvantagens do modelo
GGE biplot sdo discutidas por diversos autores (GAUCH, 2006; YAN; TINKER, 2006; YAN et
al., 2007; GAUCH; PIEPHO; ANNICCHIARICO, 2008; BALESTRE et al., 2009; YAN et al.,
2011; GAUCH, 2013).

2.5 Método bayesiano aplicado a modelos lineares-bilineares

As limitacdes presentes na andlise cldssica dos modelos lineares-bilineares motivaram a
busca por procedimentos mais flexiveis, dentre os quais se destaca a utiliza¢cdo do método baye-
siano. Viele e Srinivasan (2000) foram os primeiros a propor um procedimento metodolégico
para estimar parametros no modelo AMMI sob a 6tica bayesiana e mostraram como conduzir o
processo de amostragem por meio de procedimentos MCMC. Importantes contribui¢des foram
dadas por Liu (2001), principalmente na obtencdo de densidades completas a posteriori com
formas conhecidas para os vetores singulares permitindo tornar o algoritmo de amostragem
mais rdpido e estavel.

As dificuldades apresentadas por métodos paramétricos e ndo paramétricos frequentistas
para incorporar inferéncia ao biplot motivaram Crossa et al. (2011) a resgatarem os trabalhos de
Viele e Srinivasan (2000) e Liu (2001). Crossa et al. (2011) e Perez-Elizalde, Jarquin e Crossa
(2012) mostraram como construir e interpretar regidoes de credibilidade no biplot (AMMI-2),
bem como incorporar ao modelo informagdes obtidas em experimentos anteriores.

O modelo AMMI-bayesiano, proposto por Viele e Srinivasan (2000), pode ser descrito

a partir de uma notac¢do vetorial da seguinte forma:

t
y=X|B+Zg+ ) Adiag(Zoy)Xoy, +€ (2.39)
k=1

sendo y,; 0 vetor contendo n = [cr respostas fenotipicas, em que os termos [/, r € ¢ sdo o
nimero de repeticdes por ambiente, nimero de gendtipos € o nimero de ambientes, respecti-

vamente. Os vetores B,,.| € g, contém, respectivamente, os parimetros de efeitos de blocos

clx
hierarquizados dentro de ambientes e efeitos principais de genétipos. Os termos A, O € ¥y
sao o valor singular e vetores singulares relacionados ao k-ésimo componente principal, com

k=1,...,t; sendo t = min(r,c), o posto da matriz de interacdo GE. As matrizes X|, Xy, ¢ Z de
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dimensdes (n x cl), (n x ¢) e (n X r), respectivamente, sdo de delineamento dos efeitos em fB,
Y. € g (e &), sendo € € o vetor de erros aleatérios, com € ~ N, (0, 621,,), em que 0 é vetor

nulo, 62 a variancia residual e I,, a matriz identidade de ordem n.

Como especificado na subsecdo (2.4), o modelo AMMI estd sujeito as restricdes de
ordem A; > Ax1; > 0 e de ortonormalidade dos vetores singulares @y e ¥;. A distribuicdo
condicional dos dados é normal multivariada, ou seja, y|A g, Ok, ¥;,8, B, Gez ~N <uy, Gezl) com
B, =XiB+Zg+Y|_, hdiag(Zay) Xz,

O modelo expresso pela equacao (2.39) € a versao apresentada por Oliveira et al. (2015).

Nas abordagens oferecidas por Viele e Srinivasan (2000), Liu (2001) e Crossa et al. (2011), uma

média geral (1) é estimada de forma a obter a equacéo (2.40),

t
y=1u+XB+Zg+ ) Ndiag(Zoy)Xy, +¢€ (2.40)
k=1

em que 1 € o vetor unitdrio de dimensdo n x 1 e o0 modelo apresenta as mesmas restricdes de
identificabilidade presentes na abordagem frequentista usual da andlise AMMI.

Perez-Elizalde, Jarquin e Crossa (2012) introduziram uma notacdo matricial ao modelo
AMMI utilizando a distribuicao von Mises-Fisher como priori sobre o conjunto de matrizes or-
tonormais, cujos termos sdo os coeficientes bilineares dos vetores singulares. Essa nova aborda-
gem permite a incorporacdo de informacao a priori de forma mais simples e intuitiva, bastando
expressar informacoes subjetivas a priori em relacdo as médias fenotipicas em uma matriz Y.
Além disso, informacgdes a priori relativas aos pardmetros bilineares sdo incorporadas pelas
matrizes resultantes da decomposi¢do por valores singulares da matriz de interacdo GE e a
amostragem nao € realizada vetor por vetor e sim matricialmente.

A metodologia do AMMI-bayesiano pode ser estendida a outros modelos multiplicati-
vos, fixando certos parametros iguais a zero e relaxando algumas restri¢des. Jarquin et al. (2016)
mostraram como implementar a anélise bayesiana do modelo GGE, utilizando um modelo mul-
tinivel (hierdrquico) a partir do método de amostragem matricial proposto por Perez-Elizalde,
Jarquin e Crossa (2012). Oliveira et al. (2016), por sua vez, apresentam uma abordagem veto-
rial para o GGE apenas deletando do modelo (2.39) o parametro referente ao efeito principal de

genotipos g, obtendo a seguinte expressao:

t
y=XiB+ Y Adiag(Zay) Xo, +€ (2.41)
k=1
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em que os termos bilineares A, & e ¥, agora descrevem o efeito de G+GEIL As restri¢des sdo
andlogas aquelas ressaltadas para o modelo AMMI (2.39).

Outras contribui¢cdes foram dadas para este método recentemente. Josse et al. (2014),
por exemplo, mostraram como conduzir a amostragem dos parametros bilineares livre das res-
tricdes de ortonormalidade dos vetores singulares. Além disso, diversos trabalhos t€ém abordado
a flexibilidade da inferéncia bayesiana para superar limitagdes presentes em abordagens AMMI
cléssicas. A robustez do modelo AMMI-bayesiano, sob perdas aleatdrias de gendtipos em ambi-
entes, foi verificada por Romao et al. (20019). Silva et al. (2019), por sua vez, mostraram como
modelar variancias heterogéneas entre os ambientes. Algumas aplicacdes do método também
podem ser encontradas na literatura (OLIVEIRA et al., 2018; J UNIOR et al., 2018; TEODORO
et al., 2019; ZEFFA et al., 2020).

2.5.1 Distribuicoes a priori e condicionais completas a posteriori
Oliveira et al. (2015) atribuiram as seguintes densidades a priori para os parametros do
modelo AMMI (2.39):
Blug.3 ~N (Rp.1503) .1 =0e of = 10%

g/iy, 0 ~ N(0,1,05) com p(oy) o< 1/0g;

2 2 _ 2 _108-
)‘k’nu“lk7G)LkNN+ <l’l’lk7alk)hu’lk_oeclk_ 10 ’
a; ~ uniforme esférica no subespago corrigido;

¥: ~ uniforme esférica no subespago corrigido;
2 2
p (Ge) o< 1/ Og¢ -

Como pode ser observado, pelas hipdteses sobre os hiperparametros, as prioris sdo nao
informativas para quase todos os parametros, com exce¢do ao parametro g. Para o efeito de
genotipo € atribuida uma densidade a priori hierarquica em dois niveis com priori de Jeffreys
(1 / ng) para variancia genotipica, o que implica em considerar uma populacdo comum para
efeitos genotipicos, tal como acontece nos modelos mistos, em que gendtipos sdo considerados
aleatorios. Essas mesmas densidades a priori foram utilizadas por Oliveira et al. (2016) no

ajuste do GGE-bayesiano (exceto para g que € retirado do modelo).
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Crossa et al. (2011) utilizam densidades a priori semelhantes, assim como Viele e Sri-
nivasan (2000) e Liu (2001), considerando valores para os hiperparametros, no modelo (2.40),
iguaisa: pg =1g x 0, hy =15 x 0, 1y, =0e 1% 10® para cada componente de variéncia 62,
Gé, ng e G%k. Para distribuicio de 6 foi assumida uma distribui¢io qui-quadrado-escalada-
inversa considerando grau de liberade v, = 1 e pardmetro de S2 = 10%, respectivamente. Com
1ss0, todas as distribui¢cdes a priori podem ser consideradas, aproximadamente, vagas ou nao
informativas, inclusive para efeitos de gendtipos o que, consequentemente, resulta em estimati-
vas semelhantes aquelas obtidas por OLS para efeitos fixos em todos os parametros do modelo
AMMI.

Em relacdo aos componentes bilineares, N +(-, -) denota a distribui¢do normal positiva,
obtida pelo truncamento da distribui¢do normal ao dominio [0,e0), pois os valores singulares
devem assumir apenas valores positivos. A distribui¢dao uniforme esférica, como ja abordada na
subsecdo (2.1), especifica que os vetores unitarios estdo distribuidos com mesma probabilidade
na superficie de uma hiperesfera. Contudo, devido a restricdo de ortogonalidade (a,jak/ =
'y,j'yk/ =0 para k#k'), os vetores & e ¥, devem ser distribuidos somente em um subespago
restrito da esfera unitaria em R? para p = r ou p = c, respectivamente.

Um vetor p-dimensional y em R?” € dito ter distribuicdo uniforme esférica na esfera
p—s (0 <s < p-—1) dimensional contida em R? , denotada por y ~ U (S,’Z_S>, se ele € dis-
tribuido uniformemente na esfera unitaria Sﬁ_s ={h heRPe h"h =1 sendo h ortogonal a s
vetores independentes em R” } (LIU, 2001). Existem dois casos triviais: quando s = p — 1 em
que y assume apenas dois valores possiveis {—1,1} com igual probabilidade e para s = 0 que
corresponde a defini¢do de distribui¢do uniforme esférica na subcessdo (2.1.1). A densidade
esférica uniforme também € considerada uma priori ndo informativa, utilizada para declarar
conhecimento vago a cerca dos vetores singulares.

Outras hip6teses podem ser assumidas sobre os hiperparametros a partir das densidades
a priori destacadas anteriormente. Silva et al. (2015), por exemplo, utilizaram prioris especi-
ficas para componentes de variancia dos valores singulares com p (G/%k> o<1/ G%k (k=1,...,1),
obtendo com isso efeito de encolhimento para os parametros bilineares, semelhantes aqueles
obtidos pelo método Shrinkage proposto por Cornelius e Crossa (1999) e Cornelius, Crossa
e Seyedsadr (1996) ao multiplicar as solu¢des de minimo quadrados dos valores singulares
(obtidas no modelo AMMI fixo) por um fator de encolhimento, tomando como critério a mini-

mizacdo do erro quadritico médio. A heterogeneidade de variancia residual entre os ambientes
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também pode ser modelada atribuindo-se prioris para as componentes de variancia Gezj, em que
p <Gezj> o< 1/63},, para j = 1,...,c, sendo ¢ o nimero de ambientes (SILVA et al., 2019).

Como foi visto na subsecao (2.1), toda inferéncia em relacio aos parametros do modelo
¢ realizada pela distribui¢do conjunta a posteriori que combina as informacgdes trazidas pelos
dados experimentais, por meio da fun¢do de verossimilhanga, com aquelas atribuidas a priori
baseadas em conhecimentos subjetivos de pesquisadores. No caso do modelo AMMI (2.39), a

func¢do de verossimilhanca é dada por:

L(6ly) = (y—ny) (y- uy)} (2.42)

eoiiel {2
sendo @ = (B,g, A, 0, ¥, 02) e By = X1 B +Zg + Y)_, A diag (Zo) Xa,.
A distribui¢do a posteriori € obtida entdo como resultado da aplicacdo do teorema de
Bayes:
p(® )<L (O p (8] By 02) p (B g 0F) p(0F | 4, S2) %

(2.43)
% (02 | ve: S Teey (e | B3, 02, ) p(@0) p (%)

em que ® = (B, g, Gé,?tk, o, Yy 63).

As distribui¢des a posteriori completamente condicionadas podem ser obtidas para cada
parametro a partir da distribuicdo conjunta a posteriori (2.43). Sua forma € gaussiana para
efeitos principais e valores singulares e inversa escalada qui-quadrado para componentes da
variancia. Maiores detalhes e o desenvolvimentos algébricos de sua obten¢do podem ser en-
contrados em Oliveira et al. (2015), Silva et al. (2015) e Silva et al. (2019). Particularmente,
para os vetores singulares as distribui¢des condicionais completas a posteriori sao do tipo von
Mises-Fisher.

Para o GGE, a verossimilhanga L(0sgeg|y) € baseada no modelo (2.41) em que py =
XiB + Y Mdiag(Zo )XY, Além disso, na densidade a posteriori (2.43), considera-se
Drec = (ﬂ,lk, o, Yy, 662). As densidades condicionais completas a posteriori sdo andlogas
aquelas obtidas para 0 AMMI deletando—se o vetor paramétrico g e podem ser encontradas com

maiores detalhes em Oliveira et al. (2016) ou em Jarquin et al. (2016).

2.5.2 Distribuicoes condicionais para vetores singulares no subespaco corrigido

Como pode ser observado na subsecao (2.5.1), atribuiram-se aos vetores singulares dis-

tribuicdes esféricas uniformes no “subespaco corrigido”. A distribuicdo esférica uniforme,
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como j4 referido, € obtida a partir da von Mises-Fisher quando o parametro de concentracao é
nulo (k = 0), ou seja, ndo existe uma “direcdo preferida” e os pontos estdo dispersos uniforme-
mente na superficie da hiperesfera. A principal dificuldade para aplicacdo do método bayesiano
ao modelo AMMI sao as restricdes de ortogonalidade dos vetores singulares oriundas da DVS.

Os vetores singulares estdo distribuidos em hiperesferas unitdrias contida em R?”, sendo
p =r e p = c para genltipos e ambientes, respectivamente. Como ja ressaltado, os vetores
singulares devem ser ortogonais a s(0 < s <t — 1) dire¢des indicadas por vetores de uma base
¢t dimensional na dimensao p, ou seja, sdo vetores p — s dimensionais no espaco de dimensao
p. O vetor o (r x 1) dimensional, por exemplo, é ortogonal a s vetores na hiperesfera S.~*
contida em R”. Nesse contexto, o suporte para amostrar diretamente a partir das condicionais
completas a posteriori ndo € trivial (VIELE; SRINIVASAN, 2000).

Viele e Srinivasan (2000) contornaram esse problema amostrando os vetores a partir
de distribui¢des uniformes em R, onde ndo existem restricdes, para depois, por meio de
transformacdo linear ortogonal, obté-los normalizados com correto suporte em R, utilizando
o processo de ortonormalizacdo de Gram-Schimidt. Aqui serd exemplificado o processo para
amostrar os vetores singulares genotipicos. Para vetores singulares ambientais o procedimento
¢ andlogo.

Admitindo, sem perda de generalidade, que r > ¢, o vetor ¢ deve ser ortogonal aos
demais s vetores @ps com k' < k, para k = 1,...,t. Esses 5(0 <5 <k—1) vetores, por sua
vez, compdem as colunas de uma matriz que denotaremos por Ay, de dimensdo (r x s). Pela
propriedade do complemento ortogonal, existe Hy (r x (r —s)) tal que H,, = [Ayy, Hi] é uma
matriz ortonormal, ou seja, as colunas de H; formam um conjunto ortonormal de vetores que
s@o0 ortogonais as colunas Ay,.

Pode-se entdo determinar uma varidvel auxiliar, ou seja, o vetor a;, (r —s) dimensional,
por uma transformac@o linear ortogonal bijetora: o = H,;r Q.. Assim, a distribuicdo condici-
onal de o € obtida com suporte em R"™°. Para mostrar esse fato € necessdrio recordar que
a distribuicdo condicional a posteriori de o em S.~° C R" é proporcional a uma von Mizes-

Fisher (OLIVEIRA et al., 2016) e dada por:

A
plaul) { 24 (af o)} .44

e

em que o = Agk (y —XiB —Zg) para o AMMI, ou p, = Agk (y —X;B) para GGE, com
Aak = dlag (XZYk) Z
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A transformacdo @ = H,;r(xk ¢ um a um, o que implica o; = Hyer;, de forma que
o = Hka;; = Hg <HII ak>. Por outro lado, tem-se que akT = a;HkaT, obtendo-se, por con-

sequéncia, as seguintes expressoes:

A M (.
HCARDES exp{(,—k2 (0 HH,, uak)} = exp{d—k2 ((ep) 1] uak)} (2.45)

e e

O vetor de constantes H,;rua . deve ser normalizado. Dividindo e multiplicando a dltima

=
expressdao em (2.45), convenientemente, por ¢, = \/(HkT[.LaJ HkT”ak = ,/ﬂngkH,;ryak,

resultando em

T
Mo T ok (o) Hillg, oy
52 (o ) =

)T oM .
% o2 Cr o2

*
kHa, = 0 02 7
e

Substituindo (2.45) pela expressdo obtida em (2.46) tem-se:

Cklk T ~
plail= e (L) @) o, 47)
e

com pardmetro de concentragio c;A/02 e vetor média direcional Ro, = c,?lH,;ruak. As-
sim, a distribuicdo de ¢ é uma von Mises-Fisher em S,y C R"*, indicado por a,t] cee o~
VMF (r— s, e/ Gez, A, k). Por fim, € necessdrio obter o vetor no subespago correto em R”
e isso € realizado pela transformacdo inversa o, = Hya; € S7~° C R’, lembrando que a von
Mises-Fisher € invariante sob transformacao ortogonal e que a transformacdo ortogonal pre-
serva a norma do vetor (LIU, 2001).

A partir de cdlculos andlogos obtém-se ¥, = D,—fyk tal que ¥; € Sc—s C R por:

pt e ] (4) () ) .48)

o;

em que fi, = dk_leTu},k, sendo 1, = A,T,k (y —XiB —Zg) com Ay, = diag (Zo) X, di =

—
\/ <D,j/.t7k) D,;r[,tyk =4/ [.L}T,](DkD,;r[,tyk e Dy a matriz de transformacdo linear, ¢ X (¢ — ) di-

mensional, com colunas ortonormais e ortogonais aos vetores singulares ambientais ¥;,s que

compdem as colunas da matriz By;. A transformag@o inversa € obtida por ¥, = D;¥;.
Para o modelo AMMI com heterogeneidade de variincias entre os ambientes, as densi-

dades condicionais dos vetores singulares ndo sdo esféricas e sim elipticas. As densidades no
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subespaco corrigido foram obtidas em Silva et al. (2019) e mais detalhes serdo apresentados no

decorrer do texto.

2.5.3 Amostragem e inferéncia para parametros lineares e bilineares

Como ja destacado, o método utilizado para obter estimativas para quantidades desco-
nhecidas em modelos lineares-bilineares € o0 MCMC. Viele e Srinivasan (2000) utilizaram o
amostrador de Gibbs com passos de Metropolis Hastings, ja que a forma da distribui¢do condi-
cional completa a posteriori para os vetores singulares ndo era conhecida. Liu (2001) utilizando
as mesmas distribui¢des a priori derivou um conjunto de distribui¢des condicionais que permi-
tem amostragem direta pelo amostrador de Gibbs, reduzindo assim o tempo computacional e
tornando o algoritmo mais estdvel.

O algoritmo para amostragem envolve passos que devem ser repetidos iterativamente
gerando as cadeias de Markov para os parametros e, considerando o modelo (2.39), pode ser

conduzido da seguinte forma:
A1 - Atribuir valores iniciais aos parametros:
0 0 0
@ = B¢’ (62)" 4.0l 7, (o) (2.49)
A2- A [-ésima iteracdo pode ser obtida a partir do seguinte esquema de atualizagdo:

_ 11 ol el g -1 . o .
a) Gerar B'|g/ L) A at Yt (02)" apartir da distribuigdo condicional:

8
N [(XTxl) X[ (y-ze ) (x]x) <63>l‘1} (2.50)
4
v=Y A diag (za ) Xo7! 2.51)
k=1

b) Gerar gl\ﬁl, (65)171 ,l,f_l , af{‘l , }';C_], (662)171 a partir da distribui¢go:

N ZTZ+IL)1_1 1zT (y-xi8'-v) ZTZ+I£)H ) (62) 7. @52
<62>171 1 ’ (62)171 g " N

g g
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! _ g -1 . . ..
c) Gerar (Gg) |gl,[31,7L,f 1,af€ 1,75{ 1, ((762) a partir da distribuicdo condicional:

ng

() s
inv —escalada — xz ng, ——— (2.53)
d) Para gerar a /-ésima observacio dos parametros bilineares, a sequéncia d1), d2) e d3) deve
ser seguida para k = 1,2, ...,¢

d1) Gerar A/|g, (o ) Blalt yt( e) !, a partir da distribuicdo condicional:

(™" AN
N <¢Z ¢k+I;—2) ¢2Mk/,<¢2¢k+l = ) (2.54)

}Lk lk

My =y—XiB' ~Zg' X A 1dlag<Za§< l)xzﬁ ¢k—dzag(Zaf( l)x Y e ol =
108.

d2)Gerara|g ( ) ﬁ l;i,ﬁ 7( e)

AL
#,uak) , tal como de-

finida anteriormente, considerando a matriz ortogonal Hy/, r X (r —s). Sendo que:

Gerar as coordenadas do vetor auxiliar a,t daVFM (r —s

Bo, =c ' Hilg e\/ug HH] o (2.55)

-
M, = |diag(Xo¥, 2| (y-XiB'-2¢) (2.56)

obter a; = Hy @}

d3) Gerar i |g', (o, ) B’ Al at, (o )l_l:

Gerar y; da VFM <c -, o di ) o #y >, tal como definida anteriormente sendo Dy, ¢ X

(¢ —5), uma matriz ortogonal.
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fiy =d.'Dip, e/ DD} 1, (2.57)

y, = [diagXoa)z] (y—Xip' ~zg) (2.58)

obter ¥, = Dr7;.

e) Gerar (Gez)l g, (ng)l , ﬁl,kl, af{, 72 a partir da condicional a posteriori:

T
inv — escalada —xz [n, (y #y) (y #y)] (2.59)
n
l !
py=XB' +2g' + Y Mdiag(Za})X,, (2.60)

k=1

Os passos seguidos de “a” até “‘e” formam um ciclo de gera¢do do amostrador de Gibbs e
devem ser repetidos iterativamente para gerar as cadeias de Markov. Nesse algoritmo considera-
se 0 modelo com homogeneidade de variancias e ainda com priori ndo informativa para todos
os parametros bilineares. Versdes considerando outras hipéteses a priori podem ser encontradas
em Silva et al. (2015) e Silva et al. (2019).

A convergéncia das cadeias pode ser monitorada a partir de métodos formais, como os de
Raftery e Lewis (1992) e Heidelberger e Welch (1983). Métodos informais, baseados em tecni-
cas gréficas, também podem ser utilizados para avaliar a estacionariedade das cadeias MCMC.
Nesse contexto, um dos instrumentos mais utilizados € a representacdo gréfica de cada uma
das quantidades escalares. Esse diagrama, referido por grafico dos tragos, deve ser analisado
visualmente, ao longo de vdrias janelas temporais, para inspecionar a ocorréncia de eventuais
alteracdes no padrao. Além disso, indicagcdes de que as cadeias se estabilizaram e, portanto,
convergiram podem ser obtidas, visualmente, pela geracdo de histogramas sequenciais (GEL-
FAND; SMITH, 1990) ou pelo acompanhamento grafico da evolucdo das médias ergdticas,
a medida que o numero de iteracdes aumenta (PAULINO; TURKMAN; MURTEIRA, 2003).
Esses e outros métodos formais (e infromais) podem ser consultados em Paulino, Turkman e
Murteira (2003), Robert e Casella (2004) e Gamerman e Lopes (2006).

Apoés a convergéncia, as observagdes nas cadeias podem ser utilizadas para o processo

de estimacdo e inferéncia. Com exce¢do aos vetores singulares, todos os parametros podem
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ser estimados pela média ou moda a posteriori das observagdes geradas. Regides com maxima
densidade a posteriori para as quantidades univariadas, a (1 —w)% de credibilidade, podem ser
construidas empiricamente por meio de algoritmos iterativos como o proposto por Chen e Shao
(1999).

Para vetores singulares o e ¥, a média a posteriori ndo satisfaz as restricdes de or-
tonormalidade. Assumindo, por exemplo, IT,.. como matriz relacionada a vetores singulares
0 (andlogo para 7,;) cujas colunas sdo as médias a posteriores de ¢, pode ser demonstrado
que esses vetores singulares, que denotaremos por @, ndo sdo ortogonais, uma vez que esta
restri¢do foi aplicada apenas ao processo MCMC, e tao pouco tem norma unitaria (LIU, 2001).
Uma matriz IT deve satisfazer as seguintes restri¢oes fITl =0e ﬁTﬁ =1. Além disso, IT deve

ser tal que IT = argmingyss (TT) sendo,
1 & T
ss(IT) = — ) trace [ n—-m) (m-n ] (2.61)
e | (' -10) - (0 m)

em que os termos / € m denotam a /-ésima iteragdo do algoritmo de Gibbs e o niimero total
de iteracdes (observacdes) das cadeias de Markov selecionadas para o processo de inferéncia,
respectivamente.

Para encontrar as estimativas dos vetores singulares considera-se, inicialmente, a de-
composicdo por valores singulares da matriz IT, que é dada por IT = LSV, em que S¢xc € a
matriz diagonal formada por valores singulares e L,x. € V.x. s30 as matrizes contendo os ve-
tores singulares a esquerda e a direita, respectivamente (assumindo, sem perda de generalidade,
que o nimero da linha é maior que o nimero de colunas, » > ¢). Liu (2001) demonstrou que a
matriz IT existe e é Unica, satisfazendo as referidas restri¢cdes, sendo obtida por MM=LV'. A

mesma argumentacao se aplica a vetores singulares ambientais.

2.5.4 Regioes de credibilidade bivariadas para escores genotipicos e ambientais

Crossa et al. (2011) e Perez-Elizalde, Jarquin e Crossa (2012) mostraram como incorpo-
rar inferéncia aos escores genotipicos e ambientais no biplot AMMI-2 por meio de regides de
credibilidade bivariadas. As regides de credibilidade no biplot sdo construidas para os dois pri-
meiros componentes principais descritos pelos escores <7Lll/ za“ ) 121 / 2a,~2) e (lll/ 2,yj1 , 121 /2 sz) ,

comi=1,...re j=1,...,c. Oliveira et al. (2015) e Silva et al. (2015) utilizaram as distancias

euclidianas dos pontos a origem das distribuicdes empiricas dos escores (OOMS, 2009) para
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determinar elipses de credibilidade bivariadas, a 95 % de probabilidade, para os escores genoti-
picos e ambientais. Hu e Yang (2013) apresentam outros métodos para a construcdo de regides
de confianga bivariadas.

Interpretacdes, em relacdo a estabilidade e adaptabilidade, sdo baseadas na observacao
de posi¢cdes e sobreposicdes entre as regides de credibilidade nos quadrantes do biplot. So-
breposi¢des entre essas regides indicam que os valores dos escores ndo sdo estatisticamente
diferentes entre si e, portanto, os gendtipos ou ambientes podem ser interpretados como parte
de um subgrupo homogéneo com caracteristicas semelhantes relativas ao efeito da GEI. Por
outro lado, valores de interagcdo referentes aos escores cujas regioes de credibilidade incluem a
origem (0,0) sdo considerados ndo estatisticamente diferentes de zero, no nivel de credibilidade
adotado, como destacam Crossa et al. (2011). Para o GGE, as interpretac¢des no biplot sdo rela-
tivamente diferentes do AMMI, ja que o efeito descrito pelos escores se referem a G+ GEI, e
devem ser realizadas como exemplificado na subse¢do 2.4.2.

Embora trabalhos como o de Crossa et al. (2011) oferecam um procedimento metodolo-
gico para incorporar inferéncia ao biplot, trabalhos préticos de competicdo de cultivares ainda
s@0 escassos na literatura, mesmo ja existindo rotinas disponiveis e até uma biblioteca especi-
fica no software R para isso, denominado “bayesammi” (YASEEN et al., 2018). Oliveira et al.
(2018) e Junior et al. (2018), por exemplo, se preocuparam em obter interpretacdes mais prati-
cas para regides de credibilidade. Contudo, é necessdrio mais pesquisas sobre o tema de forma
a tornar as interpretacdes mais claras e imprimir maior aplicabilidade as versdes bayesianas do

AMMI e GGE.

2.6 Estimadores de encolhimento em modelos lineares-bilineares

Como ja salientado, no decorrer do texto, parametros bilineares de modelos multiplica-
tivos sdo obtidos por DVS e correspondem a uma mistura entre padrao e ruido. Por construgdo,
0s primeiros componentes principais recuperam mais padrao e descartam mais ruido em rela-
cdo aqueles associados as dimensdes subsequentes. Assim, a principal propriedade da classe
GLBM ¢ a possibilidade de melhorar a capacidade preditiva do modelo pela determinagao do
nimero 6timo de eixos a serem retidos na andlise. Isso, geralmente, tem sido feito a partir de
testes baseados em distribui¢cdes F, validac¢do cruzada e procedimentos computacionais intensi-
vos (CORNELIUS; SEYEDSADR; CROSSA, 1992; DIAS; KRZANOWSKI, 2003; GAUCH,
2006; FORKMAN; PIEPHO, 2014; HADASCH; FORKMAN; PIEPHO, 2017). Nesse sentido,
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os termos bilineares dos modelos multiplicativos sdo truncados em algum ponto, acreditando-se
que termos adicionais (além de tal ponto) t€ém pouca significancia ou valor preditivo.

Outra proposta de ajuste, ainda no contexto de efeitos fixos, é baseada na utilizacao
de estimadores de encolhimento para os termos bilineares (CORNELIUS; CROSSA; SEYED-
SADR, 1996; CORNELIUS; CROSSA, 1999). Essa abordagem fundamenta-se na ideia de que
médias fenotipicas OLS nao sdo as melhores op¢des € ndo podem ser usadas em todas as si-
tuacoes (STEIN, 1956; JAMES; STEIN, 1961; EFRON, 1975). Todavia, relaxando a restri¢ao
de auséncia de viés e utilizando o critério de minimo erro quadratico médio (EQM) na avali-
acdo de estimadores, € possivel obter um estimador que produz um efeito de retracdo em es-
timativas médias convencionais, denominado estimador shrinkage (EFRON; MORRIS, 1977).
Esses estimadores, geralmente, tem a forma de um produto entre um escalar, cujo valor estd
compreendido entre zero e um [0, 1], e um estimador de minimos quadrados (ou de médxima
verossimilhanga).

Dentre os estimadores (ou preditores) que promovem encolhimento podem ser destaca-
dos os estimadores de James e Stein (1961), utilizado no contexto de efeitos fixos, os preditores
bayesianos em que parametros sido considerados varidveis aleatérias € o melhor preditor linear
nao viesado (BLUP) derivados em um modelo de efeito misto (RESENDE; DUARTE, 2007).
Uma distin¢do conceitual entre modelos de efeitos fixos e aleatdrios refere-se as estimativas (ou
predi¢des) ndo encolhidas versus encolhidas dos efeitos. Geralmente, a propriedade de encolhi-
mento estd associada a efeitos aleatdrios e nao a efeitos fixos (CROSSA et al., 2011). Contudo,
o método shrinkage descrito por Cornelius e Crossa (1999) ndo assume quaisquer suposi¢oes
de efeitos aleatdrios para os parametros e baseia-se apenas na restricdo de minimo EQM.

Para uma melhor exemplificacdo, considera-se aqui o exemplo dado por Silva (2014)
abordando um modelo de interag¢do entre dois fatores em que os efeitos sdo fixos, dado pela
equacio:

y=XB+Z5+Wo+& (2.62)

em que y € o vetor de observagdes; B, 8 € @, sdo os vetores de efeitos de ambientes, gendtipos
e GEI, respectivamente. As matrizes X, Z e W sdo de delineamento e o vetor € contém o0s
erros experimentais, tal que € ~ N (0, Icez) , sendo 0 o vetor nulo, I a matriz identidade e 662 a
variancia experimental.

Estimadores de minimos quadrados da média (@) e da varidncia (var(@)) para efeito da

interacao sao dados por:
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¢=(W'W) 'W (y—XB+278) 06
var(@) = (WTW)_1 c? .
Como ressaltado, o estimador shrinkage para ¢ € aquele que minimiza o EQM, sendo

obtido da seguinte forma:

EQM (S ) [(Sp§

o E I : (2.64)
= (Sp)* (WTW) 02+ (E(Sp®) — @)(E(Se ) — @) "

sendo Sy o fator de encolhimento.

Tomando um termo genérico @;;, referente a combinag¢ao linha i e coluna j da matriz
de interacdo, cujos elementos estdo empilhados no vetor @ e sendo @;; o respectivo estimador,
tem- se que:

EQM (Sofi) = (o) + (E (o) — 1)) = .69
— ()2 % + (S9)2 0% — 2502 + 9. '
em que [ € o nimero de repeti¢des referente & combinagdo entre o fator 8 e o fator 6. O fator de

encolhimento Sy deve ser determinado de forma a minimizar o EQM. Para tanto, a expressao

(2.65) deve ser derivada em relagdo a Sy , ou seja

d (EQM (S¢i)))

2
= 25,°C +2k¢}, ~ 20}, (2.66)

Igualando (2.65) a zero e resolvendo para S tem-se a seguinte solugao:

l(p.z. q).2.
S — v _ A 2.67
¢ ol +1o:  @i+o2/l (2.67)
que pode ser reescrito como
o o;/l—c;/l+ o} 62/l
5 = 3 3 =\1l-—=—=7] (2.68)
¢;;+oz/l ¢+ og/l ¢+ o7/l
O estimador shrinkage de ¢;; € entdo dado por
SoPij = _ (vij =9 =3, +7.) (2.69)
o¥ij ¢i2j+662/l ij i .J .

ou, equivalentemente, por



58

o2/l
1——2¢ N (yiim5i —5:+7.). 2.70
( (pi2j+63/l>(yj Vi —Yyj+7.) (2.70)

Essa solucdo, para efeitos fixos, é andloga ao BLUP de efeitos aleatérios. Sob um mo-
delo linear de dois fatores com interagao (como 2.62) para a resposta média da i-ésima cultivar
(gendtipo) com [ repeti¢des no j-ésimo local (j;;.), supondo normalidade e independéncia, os
BLUPs dos niveis de desempenhos realizados das cultivares em locais de testes sdo dados por

(CORNELIUS; CROSSA; SEYEDSADR, 1996):
V. +Ss Gi.—5.)+Sp (7. —5..) +S¢ (Fij. = Fi.. — ¥ +7...) (2.71)

emquey. ., ¥,y € sdo as médias: geral, do i-esimo genodtipo, do j-€simo ambiente e da
célula referente a combinacdo ij, respectivamente. Os termos S¢ = (1 —1/F;), S = (1 —1/Fs)
e Sp = (1 —1/Fy) sdo os fatores de encolhimento sendo que F, F5 e Fy sdo estatisticas para
teste F' de efeitos principais de genétipos, de ambientes e interagdo, respectivamente, contra o
quadrado médio do erro combinado, supondo que todas as razdes F sejam maiores do que a
unidade (CORNELIUS; CROSSA; SEYEDSADR, 1996; HENDERSON, 1984).

Os fatores de encolhimento sdo estimativas das fun¢des dos componentes de variancia,
em especial, Sy estima lG(% / (Gez +1 G(%). No caso do modelo centrado em colunas (ou am-
bientes), ou seja, para o0 GGE, tem se que o BLUP de células € igual a y_ + S5 (3. —V..) +
SGGE (y‘,-j, —y,j.), em que Sggg estima lGéGE/ (662 + lGéGE).

Cornelius, Crossa e Seyedsadr (1996) argumentam contra a suposi¢cdo de que as inte-
ragdes devam ser consideradas normais e identicamente distribuidas N(0, 6(%,), como assumido
no modelo linear aleatério. Segundo os autores supracitados, essa suposicao implica que a in-
teracdo em qualquer célula ndo € informativa sobre a interagdo que provavelmente ocorrerd em
outra célula, ou seja, ndo contém informacdes transferiveis (exceto que ela contribuird para a
estimati¢do da variancia desconhecida qu,) .

Para modelos multiplicativos, a ideia foi buscar um procedimento conciliador entre a
metodologia de truncamento de modelos (para um determinado nimero de termos bilineares)
com as propriedades do BLUP. Isto €, um método em que as estimativas obtidas explorem
tanto os aspectos de reconhecimento de padrdes, que estdo implicitos em métodos utilizados

para determinar o nimero de componentes a ser mantido no modelo, quanto os erros reduzidos
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de estimativa (ou predi¢c@o) resultantes da utilizacdo de BLUPs, sem assumir uma distribuicdo
comum para componentes principais.

Para obter os estimadores de encolhimento, considera-se que qualquer conjunto de va-
lores para os parametros bilineares A0t Yk, que satisfagam a restri¢des do modelo, tenha pro-
babilidade diferente de zero de ser o conjunto realizado. Se tais conjuntos ndo forem todos
igualmente provaveis pode-se, pelo menos, supor que . € ¥jk, para qualquer k, sejam permu-
tdveis. Além disso, cada componente bilinear de minimos quadrados empiricos ikéc,-k?jk, em
que ;lk, O e Pjx sdo estimativas OLS, € visto como a soma de algum valor verdadeiro mais
alguma perturbagdo aleatdria 1);j; = ikd,-kf/jk — A0 Y resultante da combinagdo dos valores
realizados de efeitos bilineares com erros residuais. Nesse contexto, para os modelos AMMI,
GREG e SREG tem-se que ¥; ¥ A0 Fju = Ly L A0 = i X Mijk = O

Devido a pressuposi¢do de permutabilidade, 7;j; € ),kaik}/jk sdo ndo correlacionados.
Além disso, 1), jx também € ndo correlacionado com Ay 0 i (para k # k"). Como consequéncia
tem-se E (Zi Y )/kaikfyjkik&ik'f’jk> =E (lkz) e E (ﬂ,kz) =E (ikz — A,?) Procedendo de forma
andloga ao exemplo apresentado para o modelo (2.62), ou seja, considerando um estimador da
forma Y, Skik&ikf/jk para estimar a contribui¢do Y ; Ay @Yk para a média de casela f;;, o erro

quadratico médio de estimagdo por célula

2
EQM lk ZZ (Z Sklka,kyjk — Z?Lka,ky]k> /VC (2.72)

¢ minimizado se

E ():i Y )»kOCik}’ij&ik?jk) (22)
S = = —. (2.73)

<Z, Z]lzocz 7/},() E (A,f)
Demonstragdes e detalhes algébricos relacionados as equagdes (2.72) e (2.73) podem ser en-
contrados em Cornelius, Crossa e Seyedsadr (1996), Cornelius e Crossa (1999) e Silva (2014).
Definindo u; tal que E (nfjk> = uy62/n e recordando que E (nizjk> =E (i,f) —E(42),
tem-se que E (ﬁ.,?) —E(A%) = wo?/l =E (ikz) —SE <ikz> Na prética o termo u; é des-

conhecido e alguma estimativa deve ser usada, sendo comum utilizar o nimero de parametros
no k-ésimo termo multiplicativo menos o nimero de restricdes sobre esses parametros. Essa
escolha representa o grau de liberdade assumido para soma de quadrados likz quando se uti-
liza o teste F de Gollob (1968) sob a hipdtese de que Ay = 0. Um conjunto de estimativas

de encolhimento, baseadas no grau de liberdade de Gollob, pode ser utilizado para iniciar um
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processo iterativo de simulacdo, visando melhorar as estimativas do grau de liberdade u; e,
subsequentemente, obter estimativas de encolhimento melhoradas com base nesse grau de li-

berdade. Isolando Sy na equagdo E (i,g) —SE <5tkz) = ukcez /1 tem-se:

ung/l _1_ ukGez
E(R)  E(%)

Assim, S =1 — kal, sendo que F, = [E <ik2> Juyc?. Estimando E ()1,3) por )Alkz e

Sk=1- (2.74)

662 por S% (S? é a estimativa da varidncia média considerando todos os ensaios) tem-se Fj =
ljtkz / upS?. Como ressaltado, os graus de liberdade i sdo atribuidos segundo o método de Gollob
(CORNELIUS; CROSSA, 1999) ou por simulacao (CORNELIUS; CROSSA; SEYEDSADR,
1996) e produzem resultados similares. O uso de ;1,3 para estimar E <5L,€2> ¢ justificado ao se
assumir que ikz € o principal parametro para o conjunto de efeitos ikd,-k?jk e likz ¢ a soma de
quadrados devido a esse efeito. Isso condiz com a pratica comum de usar somas de quadrados
da andlise de variancia, ou quadrados médios, como estimativas préoprias dos valores esperados
(CORNELIUS; CROSSA, 1999).

Nessas circunstancias, o fator de encolhimento € dado por S; = max (1 — Fk_1 70), ou
seja, serd 1 — Fk_1 desde que se tenha F; > 1 (consequentemente S; > 0). Caso contrario tem-
se Sy = 0. Como ja referido, Fj resulta da soma de quadrados devido ao termo bilinear k
dividido por uma estimativa da contribuicdo da variancia dos erros aquela soma de quadra-
dos. Assim, o fator de encolhimento € intuitivamente atraente, ja que o mesmo estima a razao
efeito/(efeito+ruido). Uma das particularidades do método € que eventualmente se verifica
Skik > Sk,lik,l, violando as restricoes da DVS de que ik,l > ;lk, 0 que requer passos adicio-
nais (ad hoc) para corre¢des no algoritmo (CORNELIUS; CROSSA, 1999).

Uma versdo bayesiana para o método shrinkage de efeitos fixos foi considerada por
Silva et al. (2015) no ajuste do modelo AMMI. Para tanto, assume-se uma priori hierdrquica
amostrando o hiperparametro de escala dos valores singulares. Considerando o modelo (2.39)
expresso na subsecao 2.5 e atribuindo priori de Jeffreys para G/%k obtem-se a seguinte distribui-

¢éo condicional completa a posteriori para Ay:

2

—1 —1
2
O O,
Ac|...~N* (A;Ak + —§> Al My, (A{Ak + —;) o’ (2.75)
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sendo A; = diag (Zak)Xz’}/k, My =y— Xlﬂ - Zk’;«ék lk’ diag (Zak/)Xz’}/k/ el >...>A>0.

A média da densidade (2.75) pode ser reescrita como

-1 2 2
2 o o ATA
O, A A k
MNA+—5 | AMy=| 55— |AMy= | 5 A My =
0%, leAk A+ G/lkAk A +07 A Ay
 (AAop t ol o2 AMe (| 52 AMy oo
G2+ A AGE G+ ALAGL ) AL A A NG ) AN

Assim, o fator de encolhimento é dado por 1 —F~!, sendo F~! = 62/ (Gez + AZAkGfk) ,
avaliando a importincia do componente multiplicativo para o modelo. E nitida a semelhanga
com a forma algébrica do fator shrinkage para efeitos fixos e ambas as expressoes equivalem a
um teste F' (andlise de variancia). Contudo, o método descrito por Cornelius e Crossa (1999)
€ aplicado sob a pressuposicao de modelos para efeitos fixos, estando sujeito, por tanto, a va-
rias limitagdes. Ao contrdrio, na inferéncia bayesiana os parametros sao considerados varidveis
aleatorias oferecendo grande flexibilidade 4 anélise e ainda a possibilidade de incorporar infor-
magdes além daquelas presentes nos dados experimentais. Além disso, 0 método MCMC nao
viola as restricdes do modelo e ndo requer quaisquer procedimentos adicionais de correcao no
processo amostral iterativo.

Silva (2019) considerou a atribuicao de priori de mdxima entropia para as componentes
de variancia dos parametros singulares no modelo AMMI, constatando que sob essa hipdtese
o encolhimento das predi¢cdes para valores singulares associados a dimensdes mais elevadas é
ainda mais contundente. Como destacado na subsecao 2.2.2, o método da maxima entropia pode
ser utilizado para obter prioris quando a informacao a ser incorporada toma forma de um vinculo
em uma familia de distribui¢cdes admissiveis (CATICHA, 2004). Além disso, a utilizagao da
priori de méxima entropia pode imprimir maior eficiéncia ao algoritmo de amostragem, bem

como ao processo de estimacgao (SILVA et al., 2015).

2.7 Heterogeneidade de variancia residual entre locais em analise de dados MET

Em modelos lineares usuais, pressuposi¢des bdsicas, como a homogeneidade de vari-
ancias, devem ser verificadas para que os resultados das andlises sejam considerados vélidos.
Desvios de tais pressupostos podem comprometer a andlise de variancia (ANOVA). Efetuar a

andlise de variincia sob heterocedasticidade dos erros faz com que ocorram perdas de eficién-
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cia na estimagdo de tratamentos e na sensibilidade dos testes de significancia, que serdo pro-
porcionais ao grau de severidade da heterogeneidade presente nos dados (COCHRAN, 1947,
SCHEFFE, 1959; JOHNSON; WICHERN, 1998).

Em anélise de dados METs, a maioria dos métodos estatisticos aplicados (a exemplo
da andlise conjunta de variancia) assume variancias idénticas dos erros residuais em todos os
locais. Essa suposicdo, no entanto, pode ndo ser realista devido a diferentes circunstancias,
como a variabilidade da variancia residual entre parcelas de local para local, variacdes gené-
ticas diferentes entre anos/locais e fatores ambientais tais como o tipo de solo, temperatura,
precipitagdes, dentre outros, fazendo com que alguns locais sejam mais parecidos do que ou-
tros (CASANOVES; MACCHIAVELLI; BALZARINI, 2005; CROSSA et al., 2006; HU; YAN;
SHEN, 2013). Além disso, METs geralmente incluem vérios gendtipos e consequentemente o
tamanho dos blocos devem ser grandes, sendo dificil garantir homogeneidade das parcelas no
controle local (CASANOVES; MACCHIAVELLI; BALZARINI, 2007).

A aplicacdo de procedimentos paramétricos (concebidos sobre a premissa da homoge-
neidade) a dados heterogéneos pode resultar em avaliagdes imprecisas sobre o desempenho
de genétipos (STROUP; BAENZIGER; MULITZE, 1994). Sabe-se que a heterogeneidade de
variincia entre os genodtipos € afetada pela heterogeneidade de variancia entre os ambientes e
vice-versa (EDWARDS; JANNINK, 2006). Hu, Yan e Shen (2013) enfatizam os impactos da
heterogeneidade da variancia residual em testes de hip6teses considerando variedades em estd-
gio avangado, em que o numero de variedades € menor e os testes de hipoteses sdo de maior
relevancia. Para outros ensaios, especialmente os de avaliagcdo de variedades de geragdes anteri-
ores (com nimero de variedades maior), o interesse principal ndo sdo os testes de significancia,
mas sim boas estimativas pontuais. Nesses casos, a heterogeneidade de variancia do erro tam-
bém traz implicagOes as andlises. Assim, um exame detalhado sobre o comportamento do erro
e que influéncia ele tem é recomendado para melhorar a avaliacdo de gené6tipos (HU; YAN; LI,
2014).

O trabalho inicial na modelagem de variancias heterogéneas pode ser encontrado no me-
lhoramento animal, enfatizando que ignorar essa fonte de variacio reduz a resposta 4 sele¢ao
(HILL, 1984; FOULLEY; QUAAS, 1995). No contexto do melhoramento de plantas, mode-
los mistos tém mostrado utilidade (PIEPHO, 1997; SMITH; CULLIS; THOMPSON, 2001;
PIEPHO et al., 2008; SMITH et al., 2015) e diferentes estruturas podem ser consideradas para
acomodar variancias especificas (SMITH; CULLIS; THOMPSON, 2005). Modelos mistos com
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variancias residuais heterogéneas permitem considerar eventuais diferencas na precisdo em di-
ferentes locais e melhorar a particdo da variancia total, nas varidncias atribuidas aos efeitos
aleatorios incluidos na analise.

Nesse sentido, o método mais eficiente é a estimativa de todos os efeitos fixos e alea-
térios em uma andlise de estdgio Gnico com base em um modelo misto para dados replicados
(SMITH; CULLIS; GILMOUR, 2001; WELHAM et al., 2010). Contudo, esse método exige
uma grande carga computacional, podendo inviabilizar a anélise para grandes conjuntos de da-
dos METs, sobretudo se a estrutura de variancia-covariancia para a GEI for complexa. Nesses
casos uma abordagem ponderada de dois estdgios pode ser adequada (MOHRING; PIEPHO,
2009; WELHAM et al., 2010; PIEPHO et al., 2012).

Versdes em modelos mistos para o AMMI e o SREG foram propostas e levam a uma
estrutura fatorial analitica para variancia-covariancia genética dos efeitos da GEI (AMMI) ou
G+GE (SREG) (BURGUENO et al., 2008; BURGUENO et al., 2012). Essas abordagens ofe-
recem vantagens estatisticas e bioldgicas em relacdo a métodos usualmente utilizados (que con-
sideram efeitos como sendo fixos), dentre as quais se destaca a facilidade para acomodar a
heterogeneidade de variancia residual, além de fornecer as medidas de estabilidade e adaptabi-
lidade em unica abordagem (STEFANOVA; BUIRCHELL, 2010; CROSSA, 2012). Uma das
criticas aos modelos mistos € a escolha de qual fator (ambiente ou genétipo) deve ser consi-
derado aleatério (SMITH; CULLIS; THOMPSON, 2001; RESENDE, 2004; NUVUNGA et
al., 2015). Algumas limitagdes também tem sido apontadas aos modelos FA como, por exem-
plo, a ocorréncia de casos Heywood que tornam o modelo ndo identificdvel (SMITH; CULLIS;
THOMPSON, 2001), bem como a dificuldade de construir intervalos de confianca exatos para
os componentes de varidncia, uma vez que requerem suposi¢des de normalidade assintética
(NUVUNGA et al., 2019).

No contexto dos modelos lineares-bilineares para efeitos fixos, aplicacdes do AMMI
e GGE, geralmente, consideram variancias residuais homogéneas, o que € bastante irrealista,
ja que a heterogeneidade de variancias € geralmente encontrada em METs (SMITH; CUL-
LIS; THOMPSON, 2005; CROSSA et al., 2006; EDWARDS; JANNINK, 2006; HU; YAN; LI,
2014). Todavia, existem procedimentos baseados em DVS que permitem lidar com a hetero-
geneidade, como o AMMI-ponderado descrito por Rodrigues et al. (2015). Na aplicacio GGE
biplot, o dimensionamento dos dados obtido escalando as médias das células pelos desvios pa-

drdo (ou erro padrdo) fenotipicos e posterior ponderacao pela raiz quadrada da herdabilidade-h,
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em cada ambiente, é recomendado como um procedimento preliminar para remover o efeito
da heterogeneidade nas andlises graficas (CROSSA; CORNELIUS, 1997; YAN; KANG, 2003;
YAN, 2014). Mas estes procedimentos estao longe de ser um consenso pois essa andlise ponde-
rada atribui menos pesos para ambientes que t€ém um quadrado médio residual elevado. Além
disso, na andlise ponderada os pesos podem ser correlacionados com as respostas do rendimento
no ambiente. Assim, pode ocorrer, por exemplo, que ambientes com rendimento elevado apre-
sentem maior variancia do erro e ambientes com baixos rendimentos apresentem variancias de
erro reduzidas, o que pode mascarar o verdadeiro desempenho de alguns gendtipos em certos
ambientes (CROSSA, 1990).

Outra opg¢do vantajosa € a aplicacdo do método bayesiano, que tem sido reportada desde
o inicio dos anos 90 no melhoramento animal (GIANOLA et al., 1992; SORENSEN; WA-
AGEPETERSEN, 2003). Na o6tica bayesiana, todas as quantidades desconhecidas na anélise
sao consideradas aleatdrias, evitando assim, a escolha de quais fatores devam ser considerados
como aleatdrios. Conforme ja ressaltado, essa escolha ndo € concensual entre os pesquisadores
na aplica¢c@o de modelos mistos (SMITH; CULLIS; THOMPSON, 2001). A integracdo da infe-
réncia bayesiana pelos melhoristas de plantas € um fendmeno mais recente como observado por
Orellana (2012). Theobald, Talbot e Nabugoomu (2002), por exemplo, analisaram conjuntos
de dados desbalanceados a partir de um modelo hierdrquico bayesiano. O método bayesiano
permite tratar modelos complexos com flexibilidade e estruturas de variancias heterogéneas po-
dem ser incorporadas sem maiores problemas (EDWARDS; JANNINK, 2006; COTES et al.,
2006; BAUER et al., 2009; ORELLANA; EDWARDS; CARRIQUIRY, 2014; NUVUNGA et
al., 2019).

Silva et al. (2019) modelaram varidncias heterogéneas entre os ambientes utilizando
o modelo AMMI-Bayesiano. Para essa abordagem a distribui¢cdo condicional dos dados é
y|),k,ak,yk,g,ﬁ,63i ~ N (uy,V), com py =X B +Zg + Y _, Axdiag(Zo) X,¥;. Os pa-
rametros do modelo sdo como definidos na subsec¢ado (2.5), sendo que V,,, é uma matriz bloco
diagonal composta por Gezj, com j = 1,...,c (c € o nimero de ambientes), n,; 0 nimero de ob-
servagdes do ambiente j e n = 25:1 ne;. As densidades a priori sdo as mesmas atribuidas ao
modelo (2.39) e para Gezj sdo atribuidas prioris de jeffreys (p(Gezj) o< 1/ Gezj).

As densidades a posteriori condicionais completas também sdo desenvolvidas por Silva

et al. (2019) e para os parametros lineares e bilineares sdo as seguintes:
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i) Densidade condicional completa a posteriori para o vetor de efeitos principais de
ambientes

Bl..~N l(x?v—lxl> XV, <X1TV—1X1> 1} 2.77)

com Mg = Zg + Y _, Awdiag (Zay) Xon.
i1) Densidade condicional completa a posteriori para o vetor de efeitos principais de

genotipos

-1 —1
1 1
g|...~N <ZTV_1Z+gIg> Z'V M, (ZTV_IZ—kEIg) : (2.78)
g g

com Mg = X B + Y _, A diag (Zay) Xo 1k

ii1) Densidade condicional completa a posteriori para a variancia genotipica

1
G2 | ...~ Tnv—Esc— x> [ng,% . (2.79)
ng

iv) Densidades condicionais completas a posteriori para os parametros bilineares rela-

cionados ao k-ésimo componente principal (k = 1,...,7)
~1 ~1
Al...~NT [Ak - <¢[V*1¢k) 6 V- IMy, (¢[V*1¢k) } (2.80)

emque My =y—X B —Zg— ZZ,# Ay diag (Zay )Xoy € ¢, = diag (Zay) Xo ;.

1 -1
ak|...~N[<AZkV‘1Aak> Ay V" 'My, (AL VA, ] 2.81)

sendo Ag, = Ay diag (X2%,) Z.

-1 -1
Ty—1 Ty—1 Ty—1
'yk\...wN[<A7kV Ay) ARV Me, (AL VA } (2.82)

sendo Ay, = Ay diag (Zay) Xo.
v)Para as componentes da variancia Gezi, (j=1,...,¢), que compde a diagonal de V, as

distribui¢des condicionais completas a posteriori podem ser representadas da seguinte forma:

P(c2]...)=(a2) + exp { —% (ve;—0.,) " (ve,—6.,) } (o2) T ey
ej
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Sendo essa distribui¢ao proporcional a uma inversa-qui-quadrada-escalada denotada por:

.
(yej B 961‘) (yej B oej)

ne‘]'

(2.84)

o | ...~Inv—Eg. _%2 Re;,
emquey,, e 6., sdo vetores de observagdes fenotipicas e de médias do ambiente j, respectiva-
mente. Detalhes algébricos sobre a obten¢do das densidades condicionais completas para todos
os parametros sao encontrados em Silva et al. (2019).

Para o0 modelo AMMI com homogeneidade de variancias, Liu (2001) demonstrou que
as densidades condicionais a posteriori para os vetores singulares, normalizados no subespago
amostral corrigido, sdo VMF. Mas sob a hipétese de heterogeneidade de variancias entre am-
bientes, elas sdo gaussianas multivariadas como pode ser observado em (2.81) e (2.82). Isto
também € relatado para versdo bayesiana do modelo FA apresentada por Nuvunga et al. (2019),
em que os escores fatoriais sdo amostrados diretamente utilizando as propriedades da decom-
posicao espectral da matriz de varidncia-covariancia genética.

Para exemplificacdo desse fato, considera-se o caso mais simples em que duas varidveis
normais apresentam variancias diferentes, ou seja, X ~ N(m,c2), Y ~ N(d ,Gyz), e 62 # O'y2
(SILVA et al., 2019). Sendo assim, a densidade conjunta € uma distribuicao normal bivariada

com densidade dada por

2
1 1 (X_IJX) _ 2p XTHX o
fxy(x,y) = exp{ —= ox o« (2.85)
2woxoy+/ (1 —p?) 2 e LA <yfuy>
Oy Oy

Assumindo que as varidveis sdo independentes (p = 0), a equagio (2.85) reduz-se a:

1 U (x—mx\> (y—mr )
ny(x,y)—meXP{—i [(G—X) +(G—y) ]} (2.86)

Como ressaltado na equagdo (2.1) da subsecdo 2.1, a transformacdo de coordenadas
retangulares para polares é obtida por x = rcos (0) e y =rsen(0) (0 € [0,2x[), sendo as médias
dadas por m =tsen () e d = tsen (i), em que ¢ € a distincia entre o ponto (m,d) a origem do
sistema e W o angulo formado por esse ponto com o eixo das abcissas. Além disso, o jacobiano
da transformagdo € igual a r (OLIVEIRA et al., 2015). Nesses termos, a distribui¢do conjunta
para 6 e r é dada por:

for(0,r)=rfxy(rcos0,rsin0) (2.87)
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. 2 . e 2
exp{—% [(rcos@ tcosu) +(rsm9 rsin ) ]} (2.88)

o2 o}

0.r) =
for(9.r) 2m 0,0y

Considerando r =t = 1, tem-se

exp{—l [(cos@—cosu)2+(sin@—sinu)2] } (2.89)

2 2
2 O; o

0.r) =
fo.r(0.7) 2m 0,0y

que também pode ser reescrita como:

f@,R(ear) =

1
270,0, exp { _—20}2%2 [Gyz(cos 06— cosu)2 + ze(sin 60— sin,u)z} } . (2.90)

Assim, a densidade (2.90) ndo é VMF e, consequentemente, cada dimensdo do vetor sin-
gular é ponderada pela varidncia ambiental. Além disso, para considerar o vetor no subespago
correto (com restricdes de ortonormalidade), é necessario realizar uma transformagao ortogonal
como descrita na subsegdo 2.5.2.

A amostragem dos vetores nesse caso também € realizada no subespago corrigido, com
correto suporte, pela definicdo de varidveis auxiliares @; = HkT o ey, = DkT'yk, em que H
e Dy sdo matrizes de transformacdo linear ortogonal. A distribuicdo condicional completa a

posteriori para o k-ésimo vetor singular genotipico, no subespago corrigido, é:

Ol - ~N(mg, ,Wg,) (2.91)

—1/2 -1
em que mgy, = Ag, (AgkAak> , HkT [(AZkVIAak> AEkVIMk/] e

We, = { {(A;kAak> 1/2} THl—cr (A;kv_lAak> Hymg, (A;kAak> 1/2}1 ' (2.92)

Sendo g, = A]x—kAak uma constante normalizadora.

Entdo o vetor & é amostrado no subespago corrigido em R"~*, sendo obtido no subes-
paco correto em R pela transformagdo inversa a; = H; 0.

De maneira andloga, a densidade condicional completa a posteriori para ¥, no subes-
paco corrigido, é dada por:

Vil -+~ N (my, Wy, ) (2.93)
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1/2

- —1
em que my = AYk <A—'}'|—1<A7k> , D,j {(A;}(V”An) A;kV_le/} e

1217 B ) —12]
Wy, = {(A}T,](Ayk) ] D/ (A; V™' Ay ) Dy, (AyAy,) , (2.94)

sendo my, = A;kAyk uma constante normalizadora. Com a mesma argumentac¢ao utilizada para
vetores singulares genotipico, o vetor ¥, € obtido no subespaco correto em R€ pela transforma-
¢do inversa ¥, = Di¥,.

As distribui¢des condicionais completas para todos os pardmetros podem ser amostradas
diretamente utilizando um amostrador de Gibbs e um algoritmo € descrito por Silva et al. (2019).

A modelagem bayesiana oferece varias vantagens quando comparadas aos métodos con-
vencionais para efeitos fixos. Ressaltamos algumas delas no decorrer do texto como, por exem-
plo, a flexibilidade para lidar com conjuntos de dados desbalanceados e heterocedasticos e
ainda para incorporar inferéncia aos parametros utilizando a distribuicdo posterior. Além disso,
quando as distribui¢des posteriores estdo disponiveis, os métodos bayesianos fornecem infe-
réncia vélida sem contar com a pressuposicao de normalidade assintética. Isso representa uma
vantagem, pois na teoria assintética as propriedades dos estimadores de mixima verossimi-
lhanca sdo garantidas apenas para um nimero n grande de observacoes.

Uma desvantagem do método bayesiano, em relacdo a andlise frequentista, seria a maior
demanda por recursos e tempo computacionais devido a amostragem MCMC e demais andlises.
Essa situagdo, entretanto, pode ser amenizada pelo recente desenvolvimento tecnolégico, bem
como pelo trabalho de otimizagdo de algoritmos. Além disso, essa desvantagem é compensada
pela maior precisdo no processo de inferéncia que geram mais informacdes para a tomada de
decisoes.

Nos capitulos que se seguem, compondo a segunda parte dessa tese, dois artigos de
pesquisa sao apresentados e tratam do desenvolvimento de duas versdes do modelo GGE. Nes-
ses estudos, desenvolvem-se novas especificacdes a priori para analisar GEI em MET visando

superar problemas com os métodos atuais.
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Abstract

The linear-bilinear (or additive-multiplicative) model of the main effects of genotypes
plus the genotype x environment interaction — also called a Site Regression Model —
has been widely used to analyze multi-environmental trials , and especially its graphical
interpretation that considers only the first two main components. Many authors have
noted the advantages from applying Bayesian inference in these models to replace the
classic (fiducial or frequentist) approaches. One consequence of the Bayesian version in
this case is the shrinkage of the posterior distribution for parameters that model the
genotype x environment interaction. This results in parsimonious models, eliminating
parameters that would be present in a typical analysis of bilinear components. This
work aims to extend the shrinkage method to estimators of the parameters that model
the genotype + genotype X environmental interaction effect that composes the
multiplicative part of the model, using justification for prior maximum entropy. The
results has showed that the Bayesian model with shrinkage effect is parsimonious, and
estimates singular values with a greater contribution to the sum of squares of the
genotype + genotype X environmental interaction combinations, shrinking the smaller
estimates zero. Hence, this method captured more patterns and discarded more noise
than the typical Bayesian version, which assumed non-informative priors for

multiplicative parameters.

Keywords: GGE model; genotype x environment interaction; Bayesian method;
shrinkage effect; bilinear parameters.

Introduction

In multi-environmental trials (MET), it is common to observe inconsistent
genotype responses in different environments. This phenotypic instability in the face of
environmental diversity is called genotype X environment interaction (GEI) and
introduces significant difficulty in selecting and widely recommendation of genotypes
superior for the target environment [1-3].

Multiplicative (or linear-bilinear) models for fixed effects — such as the main
additive effects and multiplicative interaction model (AMMI) and the site regression
model (SREG), also known as the principal effects genotype model (G) plus GEI
(G+GEL or simply GGE) — are widely applicable in studying patterns of genotype



responses between environments [4,5]. As the bilinear parameters of these models are
obtained by decomposition by singular values (DVS) of the GEI matrix (AMMI) or G +
GEI (SREQG), they offer a powerful tool to separate noise patterns, approaching high
dimensional matrices by matrices with reduced dimensions [2,6,7]. Additionally,
stability and adaptability can be directly interpreted by viewing biplots [4,8—12].

Bayesian inference can be used to overpower shortcomings of standard analyses
of linear-bilinear models. Complex models with multivariate responses and
heterogeneous variances can be dealt with proper and conjugate prior-likelihood
specification [13,14]. Markov chain Monte Carlo methods (MCMC) made possible to
sample from posterior distributions that would be unthinkable some decades ago. This is
now feasible for broad class of models using standard statistical software like
OpenBUGS, JAGS and Stan [15].

Among the many possibilities of summaries from the posterior introduced with
MCMC we highlight [16—18]. For our study it is paramount to draw confidence regions
for biplot representation of GEI from such complex models.

The Bayesian method as applied to multiplicative models has been proven useful
in addressing fixed-effects models’ limitations. The first works in this direction are by
Viele and Srnivasan [19] and Liu [20], who conducted the sampling process in the
adjustment of the AMMI model using a Markov chain Monte Carlo method (MCMC).
Crossa et al. [21] and Perez-Elizalde et al. [22], in turn, showed how to incorporate
inference to the AMMI-2 biplot through regions of credibility for scores that describe
the effect of GEI Literature also presents further development of this method [23-27].

Jarquin et al. [28] and Oliveira et al. [29] extended the Bayesian method to the
SREG model using non-informative priors for all parameters and, similarly, revealed
the method’s flexibility in incorporating credible regions into the SREG-2 biplot. This is
particularly important in the GGE biplot proposed by Yan et al. [30], which uses only
the first two singular axes [31-35].

For AMMI analysis, Silva et al. [25] proposed a Bayesian approach analogous to
the frequentist shrinkage method described by Cornelius et al. [36] and Cornelius and
Crossa [37]. Such an approach favors obtaining more realistic estimates for bilinear
parameters, which eliminates the need to use methods to determine the number of
components to be retained in the model to explain the GEI Based on this procedure, the

estimates of the first singular values are more pronounced, and components related to



larger dimensions — which provide little contribution to explaining variations in the
data) — are shrunk to zero.

Given the strong graphic appeal of the applications of the GGE biplot model and
the first two main components’ consequent role in this procedure, an exploration of the
analytical properties of the shrinkage estimators for the parameters that describe the G +
GEI effect using Bayesian inference would be highly relevant.

Thus, the current research aims to: 1) illustrate how the effects of shrinkage can
be extended to the GGE model using maximum entropy reasoning to derive prior
distributions; ii) use cross-validation procedures to compare the models with and
without shrinkage effects, and iii) show the implications and possible interpretations for

the credibility regions incorporated in the biplot representation in a simulated scenario.

Materials and methods

Simulated data

To exemplify the method, a set of multi-environmental data was simulated with
20 genotypes (Gl to G20) evaluated in seven environments (E1 to E7) using a
randomized complete block design with three replications. The main effects of
genotypes (G), environments (E), and blocks (B) were simulated with Gaussian
distributions N(0, 4), N (0, 4), and N (0,1), respectively.

Three distinct patterns were considered for the GEI: 1) {G1, G2, G3, G4, G5} ~
N (0,4), with positive values in the {E1, E2, E3, E4} subgroup and negative in {ES5, E6,
E7}; i1) {G6, G7, G8, G9, G10} ~ N (0,4), with negative values for {E1, E2, E3, E4}
and positive for {E5, E6, E7}, and iii)) {Gl1, G12, ..., G20} ~ N (0,1) for all
environments. Genotypes are considered unstable in 1) and ii) and stable in iii).

The simulated values were organized in a double-entry table and corrected for
row and column effects, thus constituting the GEI interaction matrix. Each observation
in the simulated set was obtained additively by the respective effects of genotypes,
environments, blocks, and interactions, in addition to a general mean plus the simulated

error of a normal N(0, 6).

The GGE model



In the GGE model, the vector y contains n = vxr phenotypic responses, where

v is the number of genotypes repeated » = 5x/ in the combinations of blocks (b denotes
the number of blocks) within locations (/ denotes the number of locations). This is

represented by:
y= Xlﬁ+]§12’kdiag(zak)X2’Yk t& (1

where B, indicates the vector of the effects of hierarchical blocks within locations. The
terms A, @, and 7y, are, respectively, the singular value and the genotypic and
environmental singular vectors related to the kth main component, in which k=l,...,¢

and ¢ {t =min(v—1, 1)} is the rank of the matrix GGE Subsequently, X, X, , and

(rxc) *

Z. are design matrices, and the vector €, , contains the effects of experimental errors,

with e~ N (0, ajln); specifically, o’ is the residual variance, 0 _, the null vector, and

e nxl

I, the n order identity matrix. The sample data exhibits a normally multivariate

conditional distribution yIB, 4,0,7, O'e2 ~N (9 | o ) , where

T n-e

0 =X+ Adiag(Za,)X,y, .

Assignment of prior information

After defining the model derived from the sampling process (likelihood
specification), we assign prior distributions for all parameters in the model. This bring a
huge methodological boost from Bayesian inference as we can quantify the degree of
uncertainty (or belief) about each assumption or unobserved variables in the model
using probabilistic reasoning [38,39].

The uncertainty regarding the model parameters was declared by means of the

following prior densities: P }lﬁ,O'z ~N(0, 10° ); A “%’O-Z ~N* (O,Gi); o, ~

spherical uniform in the corrected subspace; ¥, ~ spherical uniform in the corrected
subspace; and o ~ l/ o’ [29]. Note that we need to specify hyperparameter values.

Those values chosen for B, a,and 7y, reflect a vague knowledge about the

parameters as is well justified by [40] and more recently by Zeng et al. [41]. For the



error variance o we used Jeffrey’s prior specification, that reflects lack of knowledge
about parameter, except its domain [40,42].

Special attention is paid to the prior density of 4, , which is the positive normal
subject to the order relationship 4 2---24 20, with g, =0 (k=1---,7). Two
hypotheses regarding the scale parameters o jk are considered:

I o; =10°, as noted by Oliveira et al. [29]. This model will be referred to as

BGGE (Bayesian-GGE) model.

II.  The inverted gamma o-jﬁ ~ GI(a,b) choice is based on the concept of maximum

entropy [43], with a degree of freedom a =1 and scale parameter 5 = 0. This
prior is the same as that obtained by Silva [44]. The model thus considered is the
BGGEE (Bayesian-GGE entropy) model. The S1 Appendix provides details on

the maximum entropy principle and derivation of prior distributions used.

Complete posterior conditional density for parameters

From the Bayesian perspective all inference is made on posterior distribution

p(0]y), that can be rewritten using Bayes Theorem as

P(y.8) _ p(y|0)p(®)

0ly)=
#01Y) p(y) p(y)

2

in which p(0) is a prior density for 0, while p(y,0)= p(y|0)p(0) is the joint
density for data and parameters (y,B) and p(y |0) represents the sampling model

(likelihood)[45]. Main inference is done on p(0|y) that is the posterior density given

data and is proportional to the joint density distribution. Learning from data is then

analogous to modifying p(0) to p(0]|y) using information from p(y|0). Likelihood

function as well as joint posterior distribution derivation are described in S2 Appendix.
Full conditional posterior distributions are the same as presented by Oliveira et

al. [29], exception when Hypothesis II holds, leading to a model with shrinkage.

Regarding the BGGEE model, a hierarchical prior is assumed for A at two

levels, with the prior density of O'ﬁk as an inverted-gamma obtained by the maximum



entropy method. Therefore, the complete conditional posterior distribution for 4, under

Hypothesis I (BGGEE) is provided by

-1
+ 0-2 -1
A |...~N [AZA#—; AM,, (AA,) o) 3)

A

where A, =diag(Za,)X,y, and M, =y-Xp-Zg- Z Aediag(Zo, )X, Y, .

k'#k
Subsequently, o7 |---~GI(a+1, 4 +2b) has scale parameters (/1,3 +2b) and (a+1)

degrees of freedom. Hyperparameters for those prior distributions would be (¢ =1 and

b=0), o-jk|--- ~GI(2, A7) can be obtained. The S2 Appendix presents the further

algebraic details.

The MCMC sampling and posterior inference

The sampling process was conducted using the Gibbs sampler, with an algorithm

as described by Oliveira et al. [29]. To obtain the BGGEE, hyperparameters o-i

(k=1,---,¢t) sampling was analogous to the scheme used by Silva et al.[25].

The singular vectors were sampled by defining the auxiliary variables with the
correct support in the subspace corrected by orthogonal linear transformations, as per
Viele and Srnivasan’s [19] proposed method.

MCMC chains diagnostics as well as burn-in and thinning values used both
Raftery and Lewis’ [46] and Heidelberger and Welch’s [47] criterion.

Marginal means, modes (MAP) and limits for highest posterior density (HPD, at
95% credibility) where then evaluated in the joint posterior sample. HPD were
empirically constructed using Chen and Shao’s [48] method. Bivariate regions (also

with 95% credibility) have been derived to the biplot for the first two main components
(40,4 a,,) and (4"%y,,A4"*y,)with i=1---,v and j=1---,/ using Hu and
Yang’s [49] method.

Prediction analysis and model selection



The cross-validation procedures consider three random loss scenarios (10%,
33%, and 50%) of genotypes, or 10-fold, 3-fold, and 2-fold, respectively. The models’
predictive capacity was quantified by the mean of the sum of squares of the predicted

residual errors (PRESS) and phenotypic correlation between the predicted value y; and
the observed y, (COR), as described in Nuvunga et al. [50].

The models were selected according to the number of bilinear components and
with the following information criteria: the Bayesian information criterion, or BIC [51];
Akaike’s [52] information criterion, or AIC; and the Akaike-Monte Carlo information
criterion, or AICM [53].

The entire inference and simulation process was performed using R statistical

software [54].

Results

Convergence of Markov chains and description of complete
models

All variance components of the model had values for the dependency factor (/)
less than five (/<5) [46]; and also passed the stationarity test according to the
Heidelberger and Welch’s criteria [47]. Linear parameters has even better convergence
properties [55]. The S1 Fig presents graphs of the response trace and density of Markov
chains for the complete models’ residual variances, in which all components were
retained. The random oscillations around a stable value indicate that the chains are
independent samples of the joint posterior distribution.

Table 1 displays the posterior means for the singular values from the BGGE and
BGGEE models, adjusted according to the number of bilinear terms. This table also
presents the frequentist estimates (GGE-fixed) obtained from the into singular values
decomposition (SVD) in the G + GEI matrix. Summaries of the joint posterior
distribution illustrates shrinkage effect of Bayesian posterior estimates, and especially
from the third singular value for the BGGEE models. The first two principal
components (PCs) of the GGE-fixed and BGGE models explain 90% and 95% of the
variance in G + GEIL respectively. For the BGGEE model same components explained

nearly all its variability (>99,9%).



Table 1. Point estimates of singular values for the BGGE and BGGEE family of
models as a function of the number of bilinear terms (k=1,2,---,7).

BGGE Model

k 4 4 4 A z A 4

1 46.29

2 46.49 16.17

3 46.52 16.39 9.74

4 46.53 16.44 9.84 5.23

5 46.57 16.51 9.90 5.41 2.12

6 46.61 16.48 9.92 543 2.14 0.87

7 46.56 16.46 9.91 5.40 2.13 0.86 0.42
BGGEE Model

Kk 4 4 A A A As 4

1 46.07

2 46.29 15.69

3 46.32 15.66 <0.001

4 46.25 15.69 <0.001 <0.001

5 46.27 15.65 <0.001 <0.001 <0.001

6 4631 15.75 <0.001 <0.001 <0.001 <<0.001

7 4631 15.69 <0.001 <0.001 <0.001 <<0.001 <<0.001

GGE-fixed 47.04 17.72 11.8 8.85 6.79 4.53 2.70

Nota bene: A<<B means A<0.01B.

The histograms (Fig 1) illustrate the posterior distributions of the singular values

(complete models) for BGGE and BGGEE. The distributions for the first singular

values are approximately symmetric (Gaussian). The distributions shift more and more

to the left, with decreasing mean singular values. This is clearer for BGGEE and for 4,,

in which the mean, mode, and median are very close to zero, indicating that this and the

other components do little to explain the variation of the interaction.
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Fig 1. Histograms of the posterior marginal distributions of singular values,
considering models of the complete dimensions for the proposed BGGE and
BGGEE models.

Prediction analysis: Correlation and PRESS

Table 2 presents the analysis of cross-validation with correlations (COR) and
PRESS in the proposed three scenarios (k-fold). The models are nearly indistinguishable
for statistics calculated at the 10% level of random imbalances. However, the BGGEE
model exhibits substantial advantages under a more severe unbalanced. The S1 table

notes the individual correlations for each k-fold (k= 10, 3, 2).

Table 2. Mean values of COR and PRESS for the BGGE and BGGEE models in
three random, unbalanced scenarios.

BGGE Model BGGEE Model
Level (%) COR PRESS COR PRESS
10 0.78 9.13 0.78 8.82
33 0.58 14.46 0.64 13.34
50 0.46 31.11 0.71 10.69

Selection of models using information criteria
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Fig 2 displays the values for the AIC, BIC, and AICM and &’ in the two
models. The BGGEE model has the lowest values for both BIC and AIC with two

eigenvalues. Additionally, there is practically no difference between the models using
more than two bilinear components greater than two for the AICM; the residual

variance is stable thereafter, which implies that the BGGEE-2 model is a parsimonious

choice. The BGGE has a minimum of three (AICM), four (BIC), or five (AIC)

components.
AIC BIC
2150- 22507
2100- 2200~
4»"/.
2050~ o—o—o— 00— ¢ 2150~ /.//'//*
2000- 2100 -
' Models
@ 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6
% , BGGE
AICM
> o e -e- BGGEE
2160-
2140- g
2120- \
7 -
2100- .
2080~ = 6-
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

Dimension of models

Fig 2. Results of the AIC, BIC and AICM and residual variance o, calculated for
the BGGE-k and BGGEE-k family of models for k=1, ..., 7.

The information rate (IR) is typically included in GGE approaches that address
fixed effects and quantifies each axis’ contributions to explain the data [32]. This is also
a criterion for separating noise patterns and size reduction. A value of IR >1 indicates
that the respective PC summarizes information for more than one variable; therefore, it
displays patterns — or relationships. A value of IR <1 reveals that previous PCs have
already absorbed some information from the PC in question, and thus, its value can be
considered noise [31,56].

The S2 Fig presents the posterior means and regions of HPD credibility for the
information rates in the Bayesian models. Only the first PC stands out, in that IR >1,

indicating that the other PCs would not be informative. Regarding the frequentist GGE
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model, IR values of 5.50 and 0.78 were obtained for PC1 and PC2, respectively. The IR
values for subsequent PCs would be even lower due to the principal component

analysis’ properties.

Inferences from selected models

Inferences for the bilinear parameters and biplot analysis are considered only for
the BGGE-3 and BGGEE-2 models, selected using the AICM criterion. Table 3
illustrates the point and interval estimates of singular values and variance components
for these models; no major discrepancies exist between the estimates for the first two
singular values of the two models under analysis. The posterior mean of the BGGE
model’s residual variance is slightly lower as the HPD region does not capture the point
estimate for the BGGEE model’s residual variance despite the intersection between the
95% credibility regions.

Table 3. Summaries of posterior distributions for singular values and variance
components for the BGGE and BGGEE models

Model Parameter Mean Sd HPD intervals (95%)
LL UL
A4 46.56 1.36 43.95 49.27
BGGE A, 16.45 1.43 13.67 19.21
A 9.91 1.57 6.72 12.83
o 5.59 0.49 4.68 6.60
A 46.31 1.50 43.34 49.17
BGGEE 4, 15.69 1.64 12.52 18.92
o’ 260.95 9584.96 132.68 6534.63
o2 60.68 1107.23 10.91 737.35
o2 6.79 0.51 5.79 7.80

e

Sd, standard deviation; LL, lower limit; UL, upper limit.

Means and bivariate credibility regions based joint posterior distribution are
incorporated into the biplot representation (Fig 3). This graph illustrates the
“representativeness versus discrimination” graphic configuration [12]. Environmental
vectors are included to allow for an interpretation of the angles between environments

as well as their discriminative capacity. An additional average environment axis (AEA)
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was drawn from the origin of the biplot passing through the environment’s midpoint to
indicate its representativeness relative to the target environment. It was observed that
environments E4 and E5 were the most representative of the macro-environment in
question. Environments E3, E6, and E7 are farther from the origin, with longer vectors
and greater discriminative capacity.

BGGE

BGGEE

PC1 PC1

Fig 3. Biplots with bivariate regions at 95% credibility for the BGGE and BGGEE
models’ genotypic and environmental scores.

The patterns displayed in both biplots are similar, but the G7 in the BGGE biplot
is not stable (the origin is not likely). This model allowed a crisper separation between
some subgroups of genotypes and environments. The two environmental subgroups
{E6, E7} and {El1, E2, E3} are clearly separable, as they are located in different
quadrants. Environments E4 and ES have credibility regions dispersed along the first
and fourth quadrants.

Biplot visualization allows for the identification of genotypes with better
performance (above general mean). Those are positioned to the right of PC1 (or the
AEA). Those with responses below average are to the left. Genotypes with bivariate
regions encompassing the biplot’s origin constitute another subgroup in which yields do
not statistically differ from the general mean, and the interaction effect is not relevant.
Those genotypes were not plotted to simplify interpretations.

However, this global analysis is typically conducted in a preliminary sense. The
recommendation is that evaluations of environments, as well as the selection and

recommendations of genotypes be carried out within each mega-environment [1,31].
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Two mega-environments may exist — MEGAI = {El, E2, E3, E4} and MEGA2 = {ES,
E6, E7} — although overlaps occur. It should be noted that we use the term “mega-
environment” for didactic purposes, as the proper environmental standard must be
established by several years of experimentation. After mega-environment identification,

further analyses were conducted for each, using BGGE and BGGEE models.

The BGGE model

The configurations in Fig 4 is similar to that presented for the target environment
(Fig 3). However, the average environment and ideal genotype were inserted, with their
respective regions of bivariate credibility. This graphic form illustrates the “mean versus
stability’” pattern. Note that there is another axis through the origin but orthogonal to
AEA. Genotypes that are farthest from the origin of this axis are those that contribute

most to the interaction.

BGGE (MEGA-1) BGGE (MEGA-2)

T | T T T I T
2 0 2 4 2 0 2 4
PC1 PC1

Fig 4. Biplot for the BGGE model with 95% credibility regions, including the
genotypic and environmental scores for the average environment (red) and ideal
genotype (green) for the two defined mega-environments.

From the biplots in Fig 4 we identify MEGA-1 as the most complex, as the E4
environment’s vector is nearly orthogonal to the {E2, E3} subgroup vector. El
environment is the most representative this mega-environment, as its vector forms an
acute angle with the AEA axis. Alternatively, the E4 environment has the greatest
capacity for discriminating genotypes, although it is the least representative of this

mega-environment. If this study’s objective was to select test sites, only one of the E2
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or E3 environments would be selected, as they offer the same information. The G16
genotype would be the closest to the ideal for this mega-environment, followed by G14,
with a region of overlapping credibility.

The MEGA-2 environment is simpler, despite a greater dispersion of its credible
regions. For this mega-environment, E7 is the most representative and has the greatest
discriminative capacity. It was not possible to highlight a single genotype with superior
yield for MEGA-2, and a subgroup of genotypes {G6, G16, G14, G18, G19} have

overlapping credibility regions for the distance to the ideal genotype .

The BGGEE model
Fig 5 depicts biplots for the mega-environments according to the BGGEE
model. As the pattern in MEGA-1 is similar to that observed for BGGE model, the same
conclusions follow. Regarding the MEGA-2, the second singular value has shrunk to
near zero. This means only one main axis is needed to explain the G + GEI pattern.
Consequently, this mega-environment is more homogeneous and the GEI has drastically
decreased. It is again possible to observe a subgroup of genotypes with intersecting
regions. Among these, the G6 and G16 genotypes exhibited the highest means.
BGGEE (MEGA-1) BGGEE (MEGA-2)

E4)

PC1 PC1

Fig 5. Biplot for the BGGEE model with 95% credibility regions, including the
genotypic and environmental scores for the average environment (red) and ideal
genotype (green) for to the two defined mega-environments.

Table 4 brings each environment’s correlation with the average environment and

its HPD regions. This correlation is approximated by the cosine of the angle formed
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with the average environment. Note that no prior literature has presented credibility
regions (or confidence limits) for this specific correlation as such an estimate would be

difficult to deduce or approximate using fiducial or pure frequentist methods.

Table 4. Summaries for the posterior distribution of inner products for
environments and average environment vectors.

Model Mega Env. Mean Median Sd LL UL
El 0.99 0.99 0.006 0.98 1.00

E2 0.91 0.92 0.029 0.86 0.97

: E3 0.91 0.91 0.028 0.85 0.96

BGGE E4 0.77 0.77 0.025 0.72 0.82
E5 0.85 0.85 0.076 0.73 1.00

2 E6 0.87 0.87 0.072 0.75 1.00

E7 0.99 0.99 0.019 0.95 1.00

El 0.99 0.99 0.006 0.98 1.00

E2 0.92 0.92 0.032 0.86 0.98

: E3 0.91 0.91 0.031 0.85 0.97

BGGEE E4 0.78 0.78 0.027 0.73 0.83
E5 0.99 1.00 <<0.001 0.99 1.00

2 E6 0.99 1.00 <<0.001 0.99 1.00

E7 1.00 1.00 <<0.001 0.99 1.00

Sd, standard deviation; LL, lower limit; UL, upper limit; Env., environment;_
Mega, mega-environments; A<<B means A<0.01B.

In Fig 6 are depicted posterior means of the distances from each genotype to the
ideal, and respective HPD regions for each mega-environment, for both methods. These
graphs display the distances to the ideal genotype inferred for G16 and G14 in the first
mega-environment, and there is no relevant difference. G16 has marginally the smallest
distance to the ideal among all genotypes. In the second mega-environment, G6 and
G16 are the closest to the ideal genotype, although their credibility regions overlap with
{G14, G18, G19} subgroup for the two models in question.
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Fig 6. Mean scores and HPD (95% credibility) regions for distances of the
genotypes to the ideal genotype in each mega-environment using the BGGE and
BGGEE models.

The S3-S5 Figs illustrates the “who won where” configuration as a polygon with
vertices (genotypes) furthest from the biplot’s origin. In this representation, orthogonal
lines to the sides of these polygons pass through the origin, such that the genotypes

represented at the vertices have higher yields in environments in the same sector[30].

Discussion

Bayesian approaches to the SREG model as implemented by Jarquin et al. [28]
and Oliveira et al. [29] use objective a priori distributions for bilinear parameters; such
approaches also produce estimates that not only have shrunk from the ordinary least-
squares solutions, but are also similar to the best linear unbiased predictor [24,25].

The BGGEE is a Bayesian justification for the shrinkage method described by
Cornelius et al. [36]. Although this method does not ensure unbiased estimators, it
benefits from greater precision and restricts itself to the parametric space (a common
feature for REML end Bayesian estimators [57,58]). Cornelius and Crossa [37]
observed that the shrinkage method results in better models compared to those adjusted
by F-tests, which are as good as — or superior to — those obtained by random models

in general, and by best linear unbiased predictors in particular.
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The shrinkage method described by Cornelius and Crossa [37] and Cornelius et
al. [36] is based only on restricting the minimum mean-squared error (MSE). However,
the authors note that this is restricted to balanced, homogeneous scenarios. The two-
stage procedure changes the model specifications and involves ad hoc correction of the
estimators.

The method presented here is sufficiently flexible to deal with missing data and
heterogeneous variances, as well as to incorporate other information into the analysis (in
the form of a priori distributions). The MCMC sampling method preserves the order
and relationship of singular values and does not violate the model’s assumptions.

In the simulated example, marked shrinkage occurred in the estimates of
singular values in the BGGEE model relative to those in the BGGE model (Table 1).
The first two axes explain nearly all the variation. This was also verified for the
Bayesian version of AMMI as described by Silva et al. [25].

Although the information criteria are not entirely consistent, we determined the
BGGEE-2 model is ideal; in this model, the AICM values (Fig 2) based on the second
component stabilize and the singular values shrunk to zero (Table 1). Our choice for the
AICM criterion follows Silva’s [44] argument that the criterion results in more
parsimonious, robust models given the different prior distributions. If the aim of the
study is to infer various parameters of interest — such as genotypic predictions,
environmental effects, or biplots, among others — the full model or that with two
bilinear terms are equivalent. In other words, additional analyses and model selection
would be unnecessary.

The information rate (IR) has been commonly used in applications to quantify
each axis’ contribution and explain the variability of G + GEI [32]. Only the first axis
would be informative for our simulated data and considered hypotheses (S2 Fig).

More expressive shrinkage effects were not observed for the first two
components of BGGEE relative to the DVS solutions to the GGE fixed model,
specifically, these are the truly important dimensions in our analysis.

As a result of what was previously discussed, the prediction regarding the
BGGEE model was consistently superior to that of the BGGE, especially with severe
imbalance (Table 2). This highlights the BGGEE’s superior ability to capture patterns
and discard noise.

One major criticism of conventional biplot methods involves their descriptive,

non-inferential nature. We use a flexible parametric procedure for biplot inferences
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based on a posterior joint distribution to address a primary deficiency in previous
methods [59—62]. Additionally, the biplot can incorporate such configurations as the
“who won where” and “average environment axis” pattern as well as the regions of
credibility for the average environment and ideal genotype.

Proposed method is flexible in associating uncertainty to other parameters of
interest, such as the correlations between environments — approximated by the cosine
of the angles — and distances from genotypes to the ideal genotype. In the cases, point
estimates have always been presented in standard biplot analyses [56]. Similarly,
inferences regarding virtually any other summaries can be incorporated into the GGE
biplot configurations from the joint posterior samples.

A common criticism of Bayesian methods is their sensitivity to specifications of
prior distributions, which can lead to significantly different results for the same
likelihood. Eliciting prior distributions is very different than deriving them from
maximum entropy principle [43,63] . We argue that this virtually solves the subjectivity
problem. It is questionable if this is a desirable feature, but that is another discussion.

Using Jeffrey’s prior according to Silva et al. [25] results in scaled, inverse chi-
squared conditional densities with one (1) degree of freedom, and consequently,
improper marginal posterior distributions. To address this problem they used the
extended prior specifications from Ter Braak et al. [64]. As a result, marginal posterior
distributions may be bimodal. Inappropriate or bimodal posteriors did not occur when
using the maximum entropy principle for prior specification. This was also by Silva
[44] in the context of the AMMI model.

Bayesian inference using maximum entropy principle to specify prior
distributions results in a more flexible SREG model. This model specification has a
significant advantage over fixed-effects methods and its restrictive assumptions. In this

sense, the method presented here is promising.

Conclusions and future research

Bayesian version of GGE using maximum entropy principle to prior
specification made possible to made inferences marginal the model dimension. With
this specification the full model and models with just two bilinear terms are almost
indistinguishable, however, model selection is not a required step. This prior also avoids

sampling problems observed with Jeffrey’s priors for variance components of bilinear
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terms, resulting in proper and uni-modal marginal posterior distributions. With
maximum entropy priors captured more patterns and discarded more noise than
observed by other priors used in literature.

Bayesian GGE was very flexible in assigning genotypic and environmental
scores in biplot. True posterior approximations for credibility regions for scores and
also for the ideal genotype derived from the method were not yet presented for usual
biplot techniques and are not easily available from frequentist or fiducial techniques.

Despite its great flexibility and applicability, this implementation is relatively
difficult without suitable software, which is a work in progress. Other important
practical developments that need to be tackled are generalizations for heterogeneous

variance and non-continuous response variables. Object of future investigation.
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S1 Appendix

A priori derivation of the maximum entropy for ofk

Shannon entropy [1,2] for a continuous variable y is given by

H(y)=—[_p(y)log(p(y))dy (1)

In our framework, to derive maximum entropy density for o-i € (0,00), the only
constraint assumed é a de que E [ij]=l9(0<l9<oo), and of course, density
normalization for p(aﬁk). To make for easier algebraic identities we assumed

T, = 1/ O'i , that implies the following restrictions:
J, mp()dr, = 9= ¢ [L 3 P(7,)dT, —19} and 2)

I ote e, =16 [ ot i, o

Using Lagrange multipliers for the restrictions and maximizing over parameter
space (takingfirst derivatives equal to zero) yields maximum entropy density
distribution for  p(z, ) [2]:

—GTy
e k

P )= “4)
I e “dr,

0

Note that

[Fe™ e, = [[(£/0)e ™, =(UE) [ €™ dr, =1/e: £ >0
Then,

p(le ) — e—guk /(l/g) :ge—grzk .

The density of afk , using linear transformation techniques [3] is given by:

P, (03)= p, (&'@)) )

0
- (o)
ao_i g ( A )

observing that O'i =g(7r,)= 1/ T, = (O'i )= 7, - Solving the derivative within the

modulus of equation (5) results in
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Using (6) in (5) yields the maximum entropy density for ij :

2y 6 2 \—(141) /o3,
o,)=——/ (o e
P( Ak) 1_,(1)( /1k)
where T'(-) is the gamma function. Therefore, O';k ~ Inv—Gamma(a,b) , with a=1

and b=g.
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S2 Apendix

Posterior distribution for variance components of (o-jk ) singular values

Initially, the likelihood function is expressed as

L(a,a§|y)=p(y|0,a§)=%exp{— lz(y—a)T(y—a)}.u)
(27): 157" °

e

The joint posterior distribution is then obtained by applying Bayes’ theorem

connecting a priori information with the likelihood function:

p(®y)=p(y10.07) < pB|n,.05)p(07lv.u)x
t , , 2
Xgp(ﬂ’k‘ﬂlkao-/lk)p(a/lk)p(ak)p(’Yk)
where ® = (B,a,y,k ,aj,cﬂ), A=(4,4),6,=(0,,,0;) and
t=min(g—1l,e).

Using prior distribution from maximum entropy reasoning (O'jk ~Gl(a, b)) , full

conditional posterior density for ajk is:

p(al)= (o2 ) exp{—ﬁﬂi}%aﬁk )* exp{—%} , 3)

A A
or p(gﬂ..)m(ai ),Q,H exp{— 2;2 (/I,f+2b)} and (4)
A
5 5 \~(atD-1 1 )
Pl )l ) el o) o
A

That equation (5) represents an inverse gamma density with scale parameters

(/1,3 +2b) and with (a+1) degrees of freedom, oro7; |-~ GI(a+1, A +2b).



S1Table. Individual COR and PRESS values calculated for the three random
unbalanced scenarios (RUS) with simulated genotypes.

Level (%) IMB. COR  PRESS Level (%) IMB. COR  PRESS

10 1 0.91 6.37 10 1 0.86 7.27
10 2 0.89 5.20 10 2 0.90 5.12
10 3 0.72 7.00 10 3 0.72 7.08
10 4 0.72 6.03 10 4 0.72 5.97
10 5 0.87 9.00 10 5 0.90 8.24
10 6 0.89 8.58 10 6 0.90 7.65
10 7 0.61 20.82 10 7 0.65 19.66
10 8 0.80 9.51 10 8 0.80 8.87
10 9 0.90 5.37 10 9 0.91 5.09
10 10 0.49 13.37 10 10 0.49 13.22
33 1 0.44 15.64 33 1 0.53 14.42
34 2 0.68 13.30 34 2 0.73 12.37
35 3 0.61 14.43 35 3 0.66 13.24
50 1 0.67 15.12 50 1 0.68 11.09
50 2 0.24 47.07 50 2 0.74 10.29
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S1 Fig. Response trace and densities graph for the residual variance in the BGGE and
BGGEE models.
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S2 Fig. The posterior means and HPD regions at 95% credibility for the information
rate (IR), referring to the BGGE and BGGEE models’ main components.



S3 Fig. The GGE biplot and bivariate regions at 95% credibility for the genotypic and
environmental scores, showing the “who won where” graphic formulation for the target
environment according to the BGGE and BGGEE models.
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S4 Fig. The GGE biplot and bivariate regions at 95% credibility for the genotypic and
environmental scores, showing the “who won where” graphic formulation for the two
mega-environments defined according to the BGGE model.
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S5 Fig. The GGE biplot and bivariate regions at 95% credibility for the genotypic and
environmental scores, showing the “who won where” graphic formulation for the two
mega-environments defined according to the BGGEE model.
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ARTIGO 2

Modelagem bayesiana GGE para ensaios multiambientais com varidncias heterogéneas

O artigo serd traduzido e submetido a uma revista na drea de estatistica com enfase em

andlise de dados multiambientais (versdo preliminar)



Modelagem bayesiana GGE para ensaios multiambientais com variincias
heterogéneas

Resumo: Modelos multiplicativos (ou lineares-bilineares) sdo uteis para analisar
respostas de cultivares em ambientes nas fases finais de programas de melhoramento de
plantas, oferecendo varias possibilidades para estudar a interagdo gendtipos x ambientes
(GEI) que, geralmente, dificulta a selecdo de genotipos superiores. Dentre esses
modelos, o de efeitos principais de gendtipos (G) mais GEI (GGE), merece especial
destaque devido a ampla aplicabilidade por pesquisadores ¢ melhoristas na analise de
dados provenientes de ensaios multiambientes. Contudo, a maioria das aplica¢des do
GGE admite que a variancia residual seja a mesma para todos os locais de teste — o que
pode ndo ser realista. O principal objetivo desse trabalho foi conduzir uma analise GGE
considerando heterogeneidade de variancias residuais nos locais utilizando a inferéncia
bayesiana e avaliar suas implicagdes no inter-relacionamento dos gendtipos e dos
ambientes. O método proposto foi exemplificado em cenarios controlados e também
com dados reais. Os resultados mostraram a grande flexibilidade do método bayesiano
para modelar a heterogeneidade residual e incorporar inferéncia ao biplot por meio de
regides de credibilidade aos escores que explicam o efeito G+GEIL Constatou-se que
negligenciar a heterocedasticidade nos dados pode comprometer os resultados da analise
de estabilidade e adaptabilidade, propiciando interpretacdes equivocadas. Implicagdes
dessa suposicao também foram observadas na avaliacdo ambiental, principalmente para
os dados reais em que o padrio se mostrou mais complexo. Diferentes niveis de
correlagdes entre os ambientes foram observados e aspectos importantes foram afetados,
como a representatividade do ambiente alvo e capacidade em discriminar gendtipos que
sao fundamentais na sele¢do e descarte de genotipos e ambientes de teste. Para dados
reais, modelar a heterogeneidade teve maior influéncia na subdivisdo do ambiente alvo
em subgrupos com efeitos semelhantes para GEI. Nesse sentido, a analise considerando
diferentes precisdes experimentais se mostrou robusta, captando as estruturas de
variancias subjacentes nos dados sendo, portanto, mais adequada do que a sua versao
que assume variancia Unica para todos os locais.

Palavras chave: Modelos multiplicativos, Andlise GGE, inferéncia bayesiana,
heterogeneidade de variancias.

Introducao

Ensaios multiambientes (MET) sdo conduzidos no decorrer de varios anos e
usados para estimar o rendimento de cultivares em um conjunto de locais (ou
ambientes) de interesse, visando a sele¢dao e recomendagdo de gendtipos superiores. A
resposta diferencial das cultivares entre ambientes, referida como interagdo genotipo x
ambiente (GEI), dificulta o trabalho do melhorista de plantas. A GEI pode ser do tipo
cruzada (COI), que leva a nao correlagdo entre as respostas dos genotipos de um
ambiente a outro, ocasionando mudangas no ranqueamento e, por isso, também ¢
referida como GEI do tipo qualitativa. Por outro lado, a GEI ¢ dita ndo cruzada, ou

quantitativa, quando ocorrem alteragdes de escalas nos caracteres, caracterizadas pela



heterogeneidade de variancia genética dentro dos diferentes ambientes (BAKER, 1988;
BURGUENO et al., 2008; CROSSA, 2012; VARGAS et al., 2015; HERNANDEZ et
al., 2019). Na presenca de COI, avaliacdes e decisdes ndo podem ser estabelecidas de
forma generalizada. Nesse sentido, diferentes metodologias foram desenvolvidas para
analisar dados METs visando identificar genotipos de ampla adaptacao ou aqueles que
possuam adaptagdo especifica, no sentido de aproveitar os efeitos positivos da GEI para
recomendacdes regionalizadas.

Modelos multiplicativos (ou lineares-bilineares) sdo Uteis para analisar dados
organizados em uma tabela de dupla entrada onde dois fatores, com interagao, estejam
sendo avaliados e adquiriram grande popularidade no estudo da GEI (GAUCH, 1988;
CORNELIUS; SEYEDSADR, 1997). Dentre esses modelos, o de efeitos principais de
genotipos (G) mais GEI, referido na literatura como GGE, e o de efeitos principais
aditivos e interacao multiplicativa (AMMI) merecem especial destaque devido a ampla
aplicabilidade por pesquisadores e melhoristas na analise de dados MET (CORNELIUS;
CROSSA; SEYEDSADR, 1996; GAUCH, 1988; GAUCH; ZOBEL, 1997; YAN;
TINKER, 2006; GAUCH, 2006; YAN et al, 2007, GAUCH; PIEPHO;
ANNICCHIARICO, 2008; BALESTRE et al., 2009; YAN, 2014).

O modelo GGE, bem como outros modelos lineares-bilineares, combinam em
uma Unica abordagem o estudo da adaptabilidade e estabilidade oferecendo mais
possibilidades para analisar a GEI do que métodos baseados em regressao simples ou
multipla, de gendtipos em ambientes, como, por exemplo, aqueles sugeridos por Finlay
e Wilkinson (1963) e Eberhart e Russell (1966). Além disso, métodos de selegdo de
termos bilineares possibilitam a obtencdo de modelos mais parcimoniosos, ja que a
matriz da GEI (AMMI) ou de G+GEI (GGE) pode ser descrita pela decomposicao por
valores singulares (DVS) e aproximada por outra de dimensdo inferior, mas ainda
descrevendo o padrio da matriz original (KRZANOWSKI, 1987; GAUCH, 198S;
DIAS; KRZANOWSKI, 2003; FORKMAN; PIEPHO, 2014).

Ao permitir a simplificacio de dados em poucas dimensdes, padroes de
respostas de gendtipos em ambientes podem ser visualizados graficamente utilizando
biplots (GABRIEL, 1971; BRADU; GABRIEL, 1978; KEMPTON, 1984; GAUCH,
1992; COOPER; DELACY, 1994; YAN et al., 2001). Essa representacao grafica de
escores genotipicos € ambientais, em relagdo aos primeiros eixos principais, tornou-se
um procedimento padrdo na aplicagdo de modelos multiplicativos e sua interpretagdo

tem sido utilizada para subsidiar a tomada de importantes decisdes em relagao aos dados



MET analisados. O modelo GGE biplot, uma variante do GGE, quando se utiliza apenas
os dois primeiros eixos singulares, tornou-se um popular método para avaliar respostas
de cultivares entre ambientes (YAN et al., 2000; YAN; TINKER, 2006; GUILLY et al.,
2017).

Apesar das reconhecidas vantagens, os modelos lineares-bilineares
convencionais (admitindo efeitos fixos para os parametros), como o GGE, possuem
limitagdes, dentre as quais se destaca a dificuldade em lidar com conjuntos de dados
desbalanceados e com heterogeneidade de variancias. O método padrao de estimacao
dos modelos fixos AMMI e GGE nao leva em consideragdo a heterocedasticidade nos
dados. Embora existam métodos baseados na DVS para esse fim (YAN; KANG, 2003;
YAN, 2014; RODRIGES et al., 2015). Tais procedimentos, entretanto, sdo suscetiveis a
criticas, pois sdo ajustados em dois estagios e permitem perda de informac¢io (ROMAO
et al., 2019; GOGEL; SMITH; CULLIS, 2018; HERNANDEZ et al., 2019).

A suposicdo de variancia Ginica em ambientes ¢ restritiva e tem sido colocada em
cheque em diversos trabalhos (SINGH; CECCARELLI; GRANDO, 1999; CROSSA et
al., 2006; HU; SPILKE, 2011; HU; YAN; SHEN, 2013; SMITH et al., 2015). Por outro
lado, modelar a heterogeneidade de variancias nos dados permite obter melhores
estimativas para efeitos genotipicos, uma vez que as estimativas obtidas para as
componentes de varidncia sdo mais precisas (SMITH; CULLIS; THOMPSON, 2001;
HU; YAN; SHEN, 2013).

Modelos mistos lineares oferecem maior flexibilidade quando comparados a
modelagem de efeitos fixos e essa classe de modelos tem sido bem desenvolvida
(PIEPHO, 1997; SMITH; CULLIS; THOMPSON, 2005; CROSSA et al., 2006;
OAKEY et al., 2006; BURGUENO et al., 2008; PIEPHO et al., 2008; STEFANOVA;
BUIRCHELL, 2010; SMITH; CULLIS, 2018; ALVARADO et al., 2020). Modelos
mistos sdo versateis para lidar com a heterogeneidade de variancias, dados incompletos
e com a correlagdo espacial dentro e entre ambientes (CROSSA, 2012).

Versdes em modelos mistos lineares-bilineares para o AMMI e GGE foram
propostas e estdo disponiveis em softwares amigaveis, o que as tornaram, até certo
ponto, populares (PIEPHO, 1997; 1998; SMITH; CULLIS; THOMPSON, 2001,
PIEPHO; MOHRING, 2006). Tais abordagens sdo decorrentes de se assumir uma
estrutura fatorial analitica para matriz de varidncia-covariancia genética e, por isso, sao
referidos como Modelos Fatoriais Analiticos (ou simplesmente FA). Mas, esses

modelos exigem alta demanda computacional e, eventualmente, apresentam problemas



de ndo indentificabilidade na estimacdo de parametros (NUVUNGA et al., 2015). Nao
estd claro também como regides de confianca paramétricas, tal como as construidas em
biplots, sob o modelo de efeitos fixos, podem ser estendidas para um modelo de efeitos
mistos, como destacado por Crossa et al. (2011). Alguns desses problemas foram
contornados por Nuvunga et al. (2019) que aplicaram o FA utilizando a metodologia
bayesiana.

A integracdo da inferéncia bayesiana ao melhoramento de plantas ¢ um evento
mais recente. A modelagem bayesiana oferece vantagens praticas e ampla flexibilidade
para modelar o efeito da GEI, permitindo utilizar estruturas de variancia-covariancia
complexas para explorar ou acomodar melhor as interagdes (COTES et al., 2006;
EDWARDS; JANNINK, 2006; ORELLANA et al., 2014). Os primeiros trabalhos
utilizando a metodologia bayesiana aplicada ao modelo AMMI foram propostos por
Viele e Srinivasan (2000) e Liu (2001) que mostraram como o processo amostral pode
ser conduzido, corretamente, utilizando métodos de monte Carlo via cadeia de Markov
(MCMC), principalmente para os parametros que descrevem a GEIL, cujo suporte da
distribuicao a posteriori nao ¢ trivial. Crossa et al. (2011) e Perez-Elizalde, Jarquin e
Crossa (2012), por sua vez, demonstraram empiricamente a flexibilidade do modelo
bayesiano para incorporar incerteza ao biplot AMMI2, por meio de regides de
credibilidade bivariadas construidas para os escores genotipicos e ambientais, bem
como a utilizar informagdes de experimentos anteriores incorporados por meio de
prioris.

Essa proposta representou um consideravel impacto visto que a analise biplot
padrdo tem um carater mais descritivo e mesmo os métodos de inferéncia frequentistas
desenvolvidos e aplicados, a esta representagao grafica, t€ém sido criticados na literatura
devido a adogao de suposigdes restritivas quanto a distribuicdo de probabilidade dos
escores individuais ou ainda pelos processos problematicos de reamostragem nas linhas
e colunas da matriz de interagdo (DENIS; GOWER; 1994; 1996; MAIA et al., 2006;
LAVORANTI; DIAS; KRAZNOWSKI, 2007; YANG et al., 2009; YAN; GLOVER;
KANGYAN, 2010). Outras contribui¢des ao método foram publicadas recentemente
(JOSSE et al., 2014; OLIVEIRA et al., 2015; SILVA et al., 2015; JARQUIN et al.,
2016; OLIVEIRA et al., 2016; ROMAO et al., 2019; SILVA et al., 2019).

A maioria dos estudos realizados envolvendo a aplicacdo da inferéncia bayesiana
a modelos multiplicativos tem se restringido ao modelo AMMI e pesquisas e aplicacdes

com a versao bayesiana do GGE ainda sdo escassas na literatura. Jarquin et al. (2016),



Oliveira et al. (2016) e Omer e Singh (2017) sdo excegdes e abordaram aspectos
relacionados ao modelo GGE-bayesiano. Contudo, prioris especificas nao foram
assumidas explicitamente para componentes de varidncias residuais nos locais.
Implicagdes e importancia de tais pressuposi¢des na modelagem de efeitos principais de
genotipos e efeito da GEI, bem como detalhes de suas implementagdes, na analise
AMMI bayesiana, foram consideradas por Silva et al. (2019).

O modelo GGE possui um forte apelo grafico e apresenta uma explicagdo
biologica plausivel para a utilizacao dos dois primeiros eixos principais na analise biplot
(YAN et al., 2000). Ressalta-se assim, que a modelagem da heterogeneidade de
variancias traria importantes contribui¢des a essa andlise. Com isso, os valores
singulares poderiam ser estimados de forma mais precisa e os genotipos seriam
avaliados com precisdes diferentes (em cada ambiente), o que poderia aumentar a
capacidade de recuperar informagdes sobre diferencas experimentais entre os ensaios no
biplot.

Sendo assim, os principais objetivos desse artigo foram: i) considerar a
suposicao de heterogeneidade da varidncia residual entre locais na analise GGE
utilizando a inferéncia bayesiana e ii) verificar as implicagdes dessa suposi¢ao no inter-
relacionamento dos genotipos e dos ambientes em representagdes biplot. O método foi
exemplificado a partir de dados simulados (homocedastico e heteroceddstico), a fim de
avaliar o modelo em um cenario controlado, € com dados de MET reais para avaliar seu

comportamento em um cenario nao-controlado.

3 Material e Métodos
Dados simulados

Os efeitos ambientais foram inicialmente simulados proporcionais a densidade
normal para quantis derivados de desvios ambientais igualmente espacados entre -4,5 a

4,5. Os efeitos sdo produzidos como 5x p, —1, em que p; ¢ a densidade normal para o

j-ésimo quantil. Para o efeito da GEI foram simulados trés padrdes distintos: 1)
genoétipos estaveis (inferiores {G1 a G4}, medianos {G5 a G12} e superiores {G13 a
G16}); 11) genotipos instaveis com reforgo ambiental positivo (G17 e G18) e iii)
genoétipos instaveis com refor¢co ambiental negativo (G19 e G20). A matriz com os

valores assim simulados foi corrigida para média de linhas e colunas. Os efeitos



principais de genotipos foram obtidos por meio de uma distribui¢do gaussiana N(0, 3) e
ordenados, em ordem crescente, de G1 a G20.

Os padrdes médios de resposta de cada um dos subgrupos (em relagdo ao padrao
GEI simulado) destacados acima, em cada ambiente, somados a uma constante comum

(1 =10), podem ser observados na Figura 1.
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Figure 1. Rendimentos médios de subgrupos de gendtipos, relativo ao padrao GEI
simulado, em cada ambiente.

Para emular a variancia homogénea considerou-se o =1. Para emular a

variancia heterogénea, a diagonal da matriz de covariancia foi a seguinte: diag {V}
[10,5; 0,5; 3,0; 2,0; 3,0; 5,0; 9,0; 9,0; 15,0; 17,0]. Todos os dados foram simulados a

partir de distribui¢des normais multivariadas.

Dados Reais

O conjunto de dados reais ¢ proveniente de uma rede de ensaios de valor de
cultivo e uso coordenado pela Embrapa Milho e Sorgo com 36 genotipos de sorgo, dos
quais 33 sdo hibridos experimentais desenvolvidos pelo programa de melhoramento de
sorgo biomassa da Embrapa Milho e Sorgo e os 3 restantes sdo cultivares testemunhas

ou controles. Os gendtipos foram avaliados na safra agricola 2014/2015 em 10 locais



distintos no Brasil. Caracteristicas geograficas e aspectos de cultivo destes locais sao

apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1. Caracteristicas geograficas dos locais em que os ensaios de sorgo foram
realizados na safra agricola 2014/2015.

Ambientes LAT LONG ALT DP DC
E1 - Dourados-MS 22°13’S 54°48°0  430m  11/11/14  13/05/15
E2 - Dracena-SP 21°28’S 51°31’O0 42Im  15/11/14  28/04/15
E3 - Goiania-GO 16°40°S 49°15°0  823m  18/12/14  23/05/15
E4 - Guaira-SP 24°04°S 54°15°0  220m  26/11/14  14/04/15
ES - Lavras-MG 21°14°S 45°00°0  919m  22/11/14  12/05/15
E6-Nova Porterinha-MG 15°48°S 43°18°0 8m  22/11/14  20/05/15
E7 - Pelotas-RS 31°46’S  52°20°0 7m 06/12/14  25/03/15
E8 - Sete Lagoas-MG 19°27°S 44°14°0  76lm  06/11/14  12/05/15
E9 - Sinop-MT 11°50°S  55°38°0  384m  04/12/14  11/05/15

E10 - Uberlandia-MG 18°55°S 48°16°0O  863m  06/12/14  24/05/15

LAT, latitude; LONG, longitude; ALT, altitude; DP, data de plantio; DC, Data de colheita.

Os experimentos foram dispostos em um delineamento em latice triplo 6 x 6. As
parcelas foram constituidas por quatro linhas de 5,0 m de comprimento, espacadas de
0,7 m uma da outra, considerando apenas as duas linhas centrais como tuteis. A variavel
analisada foi a producdo de biomassa seca total da parcela (DMY) convertida em
toneladas por hectare (fon/ha). Os tratos culturais sdo descritos detalhadamente em

Delgado et al. (2019).

Modelo GGE

O modelo GGE, em notag¢ao vetorial, é dado por:
‘

y=Xp+ ;deiag(zak )X,y te (D
em que:
y,. € o vetor de observacdes fenotipicas com n=rx/ , sendo » o nimero genotipos
repetidos / =cxb, sendo ¢ o numero locais e b o nimero de blocos;
B, € o vetor de efeitos de blocos hierarquizados dentro de ambientes;
A € o k-ésimo valor singular, com k = I, ..., ¢ sendo ¢ {t =min(r—1,¢)} o posto da

matriz de dupla entrada contendo os erros de ndo aditividade aos efeitos principais de

ambientes;



o € Yr sdo 0s k-€ésimos vetores singulares, genotipico e ambiental, respectivamente,

relacionados ao k-ésimo componente principal.

Além disso, X, X, e Z sdo matrizes de delineamento, associadas a B, ax € yx,

respectivamente, e €,,¢ o vetor contendo os erros aleatorios em que € ~ N(0, V), sendo
0 o vetor nulo e V uma matriz bloco diagonal de dimensdo n xn composta por O'ez/_ , com
J =1, ..cem que n; ¢ numero de observagdes do ambiente j e n:Z;nj . A parte
bilinear do modelo esta sujeita as restrigdes de ordem A, > 4,,, e de ortonormalidade
dos vetores singulares (a,jak =y, v, =leaa,.=v,7,=0;k= k') para k=1,---¢. A
distribui¢do amostral de y, condicionada no vetor paramétrico 0 =(B, ﬂ%,ak,yk,V), ¢

normal multivariada denotada por yl0~N(u,,V), com

n,=Xp+ z Adiag(Zo, )Xy, .

k=1

Distribuicées a priori para os parametros do modelo
As distribui¢des a priori assumidas para os parametros P, 4,,a, ¢ y, do modelo
sdo as mesmas atribuidas por Oliveira et al. (2016) sob homogeneidade de variancias:
2 2. _ 2 8
B\Hp,UpNN(MB,U,;), HB—OGO];ZIO;

Aty ,05 ~N' (14,07 ), , =0 e o} =10%;
a, ~ Uniforme esférica no subespago corrigido ;
v, ~ Uniforme esférica no subespago corrigido;
Para a componente de variancia residual associada ao ambiente j, com j = (1, ..

¢), € atribuida uma priori de Jeffreys, ou seja, p (O'e2 ) oc 1/ ofj .

J

Distribuicoes condicionais completas a posteriori

A fungdo de verossimilhanga para @ segundo o modelo (1) é dada por

L(0|y>=%exp{—%(y—uyfv1<y—uy>}. @
@m0 |V



Conectando verossimilhanca com as informagdes a priori (via teorema de

Bayes) obtém-se a distribui¢do conjunta a posteriori que pode ser escrita como:

POy) = LO]Y)p(B |1, aé){ﬁmk | 4,07, )P(%)Pm)}ﬁP(of, ). )

As distribui¢des condicionais completas a posteriori para os parametros do
modelo (1) sdo obtidas por manipulacdes algébricas a partir da distribui¢do conjunta a

posteriori (3), sob as hipoteses consideradas a priori. Sao elas:

i.  Distribuicdo condicional completa a posteriori para f3

-1 -1
B...~N[(XTV1X1+I%] X, VM, [XIVIXIH%J } 4)

5 Op
sendo M=y—>"' A diag(Zo,)X,y, ¢ o3 =10°.

ii.  Distribuicao condicional completa a posteriori para A,

-1 -1
+ - 1 - - 1
A~ N ((kaV ', +G—2J 90,'V'M,., ((kaV ‘o, +G—2] (5)

A &

1
sendo M, =y -XB- > A diag(Ze, )XY, ¢, =diag(Za,)X,y, e o2 =10°.

k'#k

iii.  Distribui¢do condicional completa a posteriori para o,
T yr-1 1Tyl T yv-! -
ak|...~N[(A“kV A,) ALV M, (A VA, ) } (6)

sendo A, =4, diag(X,y,)Z.
iv.  Distribui¢do condicional completa a posteriori para y,

nleN[(Ava ) AvM (v )T

sendo A, = A4 diag(Za,)X, .

. . -~ .. . . 2
v.  Distribuigdo condicional completa a posteriori para o,
7
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(y,-n, ) (y,-n,)
o’ |..~Inv—Esc—y° d & LY (8)

v = n;
emque y;, p, €7, sdo o vetor de respostas fenotipicas, vetor de médias e o numero
de observacdes referentes ao ambiente j, respectivamente.

Devido a restricdo de ortogonalidade (a,a, =v,y, =0parak#k'), os
vetores @, ¢ 7y, devem ser distribuidos somente em um subespago restrito da esfera
unitaria em RP (para p =rou p=c, respectivamente). Eles devem ser ortogonais a
s(0<s<t-1) direcdes indicadas por vetores na dimensdo p. A amostragem dos vetores
singulares ¢ realizada no subespago corrigido (p—S), com correto suporte, pela
defini¢do de variaveis auxiliares @, =H a, ¢ ¥, =D, y,, em que H; e D sdo matrizes
de transformacao linear ortogonal. As distribui¢des condicionais completas a posteriori

para os vetores singulares no subespaco corrigido sdo dadas por:

G |..~N(m, ,W, ) 9)

O

com m, =A, (A, A, )‘; LA, =H[ (A, VA, )’1 A, VM, e

-1

.
W, = [(A;Auk)ﬂ H, (A, VA, )H,m,, (A;Auk); :

O

- T /2, .
sendo mq, =A, A, , em que (A; A, ) ¢ uma constante normalizadora.

Entdo o vetor @, ¢ amostrado no subespaco corrigido em R" ™%, sendo obtido no
subespago correto em R" pela transformagéo inversa a, = H, @, .

De maneira analoga, a densidade condicional completa a posteriori para ¥, , no

subespaco corrigido, ¢ dada por:
¥el..~N(m, W, ) (10)

1

- -1
em que m, =A, (AJA, )2, com A, =D(A,V'A, ) A, V'M, e

-1
1

D; (A, VA, )Dume (4,4, ) 2

T

I

W, (878,
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AT
sendo my, =A, A, .

Os detalhes algébricos, de como as condicionais foram obtidas, estdo
apresentados no Apéndice S1.

As hipoteses e distribuigdes condicionais a posteriori descritas acima se referem
a modelagem bayesiana do GGE sob heterogeneidade de variancias residuais nos locais
e este modelo sera referido no decorrer do texto como BGGEH.

Para efeito de comparacdes o modelo GGE que pressupde variancia Unica em

todos os locais (BGGE), como descrito em Oliveira et al. (2016), também foi ajustado.
Para essa analise a distribui¢do amostral é y |0~ N (py,Iaj) , sendoluma matriz

identidade de ordem n. As densidades a priori atribuidas aos pardmetros sdo
basicamente as mesmas utilizadas para o caso heterogéneo. A excec¢do, como ja

ressaltado, estad na hipdtese sobre a estrutura de variancia. No BGGE considera-se uma

varifncia residual o’ comum em que a priori é p(aj)ocl/ o’ . Ao assumir esse

pressuposto, as densidades a posteriori condicionais sdo diferentes e descritas, em

detalhes, por Oliveira et al. (2016).

Amostragem e inferéncia para parametros lineares e bilineares

Como todas as distribui¢des condicionais completas sdo conhecidas o processo
de amostral foi realizado de forma direta utilizando um amostrador de Gibbs que
pertence a classe dos métodos de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC). O
algoritmo para a amostragem ¢ analogo ao descrito por Silva et al. (2019), no contexto
do AMMI com heterogeneidade, sendo exemplificado no Apéndice S2.

Para todas as cadeias de Markov, valores foram descartados a fim de eliminar o
efeito inicial (burn-in). Além disso, analisou-se a funcdo de auto-correlagao das cadeias
adotando-se intervalos (thinning) fixos para selegdo de uma amostra aproximadamente
ndo-correlacionada para os parametros. Essas correcdes foram baseadas em amostras de
treinamento com base no critério de Raftery e Lewis (1992).

A convergéncia das cadeias MCMC foi monitorada pelos métodos de Heidel-

Berger ¢ Welch (1983) e Raftery e Lewis (1992).

As estimativas pontuais e intervalares para B, A, e o~ foram obtidas pela

média, maximo a posteriori (MAP) e mediana dos valores MCMC simulados.

Intervalos de maxima densidade a posteriori (HPD), ao nivel de 95% de credibilidade,
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foram construidos utilizando o método de Chen e Shao (1999). Estimativas pontuais
para ay, € y;, foram obtidas pelo método utilizado por Liu (2001).

Regides de credibilidade bivariadas (a 95%) para escores genotipicos
(4" a,,2%a,,) e ambientais (4%y,, 4"y ,,), comi=1,.,re j=1, .. c, foram

incorporadas ao biplot utilizando-se o método de Hu e Yang (2013).

Selecdo de modelos utilizando critérios de informacao

A selecdo de modelo, de acordo com o niimero de componentes bilineares
retidos, foi realizada pelos seguintes critérios: critério de informacao bayesiano (BIC),
critério de informacao de Akaike (AIC) e pelo critério de informagao de Akaike Monte

Carlo (AICM). As estatisticas utilizadas sao as seguintes:

. BIC=-2 ln(L(ﬁp))+pln(n), em que L(ép)é a maxima verossimilhanga do
modelo estimado, p o nimero de parametros e » nimero de observagdes na
cadeia (Schwarz, 1978);

II. AIC=—21n(L(6p))+2p, em que p ¢ o numero de pardmetros a serem

estimados no modelo (Akaike, 1974);

. AICM =—2(s,2—l_), sendo [ a média a posteriori da log-verossimilhanca

marginal e s;a varidncia a posteriori da log-verossimilhanga marginal (Raftery

et al., 2007).

Todo o processo de inferéncia e simulagdo foi realizado utilizando-se o software

estatistico R (R Core Team, 2019).
Resultados

Para todos os modelos analisados, os testes de convergéncias indicaram boas
propriedades com fator de dependéncia (/) sempre menor que cinco (I<5) (RAFTERY;
LEWIS, 1992). Além disso, as cadeias para todos os parametros passaram pelo teste de
estacionariedade, o que ¢ indicio de convergéncia (HEIDELBERGER; WELCH, 1983).

Graficos dos tragos das cadeias das componentes da variancia residual para os
dados reais sdo apresentadas no Apéndice S3 (Figuras S1 a S4). Nesses graficos ¢
possivel observar oscilagdoes aleatorias de valores em torno de um valor constante

(estacionariedade) o que indica que as cadeias convergiram para distribui¢ao
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estaciondria, ou seja, para a distribuicdo marginal a posteriori. Esse padrao foi

observado para todos os parametros em todos os ajustes (dados ndo mostrados).

Analise dos dados simulados

Na Tabela 2 sdo apresentados resumos pontuais e intervalares das componentes
da variancia residual para os dados homocedasticos simulados (o7 = 1). Intervalos de
credibilidade das componentes se sobrepdem indicando nao existir diferengas
expressivas entre os valores. A estimativa pontual da variancia comum (BGGE) ¢
incluida em todas as regides HPD das componentes de variancias estimadas no modelo
BGGEH. Ressalta-se que o modelo que considera varidncia especifica em cada
ambiente contempla bem a estrutura homocedastica dos dados.

Tabela 2. Resumos pontuais ¢ intervalares das densidades a posteriori das componentes

da variancia residual dos modelos BGGEH e BGGE para dados simulados considerando
o cendrio homocedastico.

HPD (a 95% de credibilidade)

Modelo PAR MAP MED ME DP LI LS
BGGE g2 1,02 104 104 0,07 0,91 1,17
o2 1,03 105 1,08 0,23 0,68 1,55
o 092 098 1,01 0722 0,62 1,46
o 075 0,79 0,82 0,18 0,50 1,20
o2 1,03 1,06 1,09 0,4 0,67 1,58
BGGEH aezs 1,01 1,06 1,08 0,23 0,68 1,53
o2 1,03 1,10 1,13 025 0,71 1,64
o2 1,12 1,15 1,19 0725 0,73 1,68
o4 088 091 094 021 0,56 1,37
o2 098 1,09 1,12 0,24 0,70 1,60
o2, 065 0,70 0,73 0,18 0,42 1,08

PAR, parametro; MAP, maximo a posteriori; MED, mediana; ME, média; DP, desvio padrdo; LI, limite
inferior; LS, limite superior.

Estimativas a posteriori das componentes de varidncia para dados
heterocedasticos sdo apresentados na Tabela 3. As estimativas de maior € menor
magnitude foram observadas para os ambientes E10 e E2, respectivamente (valores
paramétricos simulados), sendo a razao E10/E2 igual a 34. Considerando estimativas
pontuais, o maior valor foi observado para E9 e o menor para E2. A razio entre a maior
e menor delas foi igual a 33,61, 32,08 ¢ 30,83 para MAP, mediana e média,

respectivamente. Estimativas pontuais para as componentes de varidncia sao proximas
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dos valores paramétricos simulados e contempladas, nas respectivas regioes HPD, pelo

modelo BGGEH.

Tabela 3. Resumos pontuais e intervalares das densidades a posteriori das componentes
da variancia residual dos modelos BGGEH e BGGE para dados simulados considerando
o cenario heterocedastico.

HPD (a 95%

de credibilidade)

PAR VS MODELO MAP MED ME DP LI LS
o? - BGGE 7,53 7,62 7,64 0,54 6,62 8,69
0621 10,50 10,41 10,75 11,02 2,22 7,19 15,35
0622 0,50 0,57 0,64 0,68 0,55 0,35 1,09
0823 3,00 2,20 2,36 2,44 1,01 1,52 3,49
0624 2,00 1,98 2,17 2,24 0,60 1,37 3,25
0625 3,00 BGGEH 3,21 3,37 346 0,81 2,19 4,89
0626 5,00 5,81 6,10 6,26 1,58 4,01 8,90
0627 9,00 12,86 13,78 14,15 3,01 8,98 20,30
0628 9,00 12,24 12,79 13,16 2,99 7,61 18,99
0629 15,00 19,29 20,56 21,10 448 13,01 29,77
03210 17,00 1522 16,61 17,08 3,81 10,16 24,54

PAR, parametro; VS, valor paramétrico simulado, MAP, maximo a posteriori; MED, mediana; ME,
média; DP, desvio padrdo; LI, limite inferior; LS, limite superior.

Estimativas pontuais da variancia comum (BGGE) estao incluidas apenas nos
intervalos relacionados aos ambientes E1, E6 e E8. Para as demais componentes, nao
existem sequer sobreposi¢des entre suas HPDs com a HPD da variancia comum. Além
disso, nenhum dos valores simulados esta contido na regido de credibilidade para a
variancia comum. Esses resultados indicam que o modelo BGGEH também foi eficiente
em capturar a estrutura de heterogeneidade presente e que a suposi¢ao de uma variancia
comum nao seria condizente.

Resumos pontuais e intervalares para valores singulares sdo apresentadas nas
Tabelas S1 e S2 (Apéndice S4). Para dados homogéneos (Tabela S1), BGGE e BGGEH
possuem estimativas pontuais bem proximas para os trés primeiros valores singulares.
Os dois primeiros componentes principais explicam praticamente toda variabilidade de
G+GEI em ambos os modelos. A soma de quadrado total de G+GEI (5Q;sg) para
BGGEH (3420,82) ¢ ligeiramente menor que aquela obtida pelo BGGE (3432,53).
Nota-se, novamente, a semelhanca entre BGGE ¢ BGGEH na analise de dados

homocedasticos.



15

Para o cenario heterocedastico (Tabela S2) ocorre encolhimento mais acentuado
para as estimativas do segundo e terceiro valores singulares no BGGEH (em relagdo ao
BGGE). O primeiro componente principal em BGGEH explica 96,64% da SQg;qr sendo
que o percentual explicado pelos dois primeiros eixos € de 99,06%. No modelo BGGE,
o primeiro PC explica 86,14% e os dois primeiros componentes explicam 97,45% da
variabilidade total da G+GEI. A soma de quadrado total recuperada pelo modelo BGGE
¢ maior (3537,98) do que aquela obtida pelo BGGEH (2983,55) e essa diferenca ¢ mais
acentuada quando comparada 4 andlise com dados homogéneos. Isto pode ser um
indicativo de que a interagao esteja sendo superestimada no BGGE

Na Figura 2, sdo apresentados os biplots juntamente com regides de
credibilidade bivariadas para escores genotipicos e ambientais. Em cada biplot foi
inserido um sistema de eixos composto pelo eixo do ambiente médio (AEA) e sua
ordenada (AEC). O ambiente médio (AE) e o genotipo ideal (IG), definido para ter o
rendimento maximo entre os ambientes, também foram representados, com as
respectivas regioes de credibilidade. O sentido da semirreta na AEA (da origem para o
IG) indica maiores valores de rendimento médio para gendtipos. Vetores ambientais
foram inseridos e auxiliam na visualizacao de correlacdes entre os ambientes, sendo as
normas desses vetores uma medida da capacidade do ambiente em discriminar
genoétipos. Quanto menor o angulo entre um dado ambiente em relacdo ao ambiente
médio, mais representativo ele serd do ambiente-alvo. Gendtipos, por sua vez, sio
comparados (no ambiente médio) em fun¢do da sua distancia euclidiana ao genotipo
ideal. Esses conceitos, em termos pontuais, sdo descritos por Yan e Kang (2003) e Yan
(2014). Apenas gendtipos e ambientes cujas regides bivariadas ndo incluem a origem

sdo representados para simplificar as interpretagdes.
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Figura 2. Biplot GGE com regides bivariadas, a 95% de credibilidade, para escores
genotipicos (G), ambientais (E), ambiente médio (AE) e gendtipo ideal (IG) em cenario
homocedastico: (a) BGGE e (b) BGGEH e em cenario heterocedastico: (c) BGGE e (d)
BGGEH.

Os biplots para o cenario homocedastico (Figuras 2: a e b) possuem
praticamente o mesmo padrdo. As regides de credibilidade para escores ambientais,
genotipo ideal, ambiente médio e escores genotipicos mais afastados da origem
apresentam amplitudes ligeiramente maiores para o BGGEH (Figura 2b). Nao obstante
as diferencas de amplitudes, esses biplots fornecem, essencialmente, as mesmas
inferéncias no que se refere a estabilidade e adaptabilidade.

Biplots exibidos na Figura 2 (¢ e d) ilustram o cenario heterocedastico. No
modelo BGGE (Figura 2c), o gendtipo mais proximo ao ideal foi o G15, podendo ser
considerado estavel, devido a sua regido de credibilidade ser interceptada pelo eixo

AEA e apresenta rendimento superior & média geral, ja que a regido de credibilidade
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bivariada estd acima da AEC (valores menores ou iguais a média geral ndo sao
provaveis). Os ambientes E5 e E6 sdo os mais representativos do ambiente médio.
Aqueles ambientes com vetores mais longos t€ém maior capacidade discriminativa de
genotipos.

Para o modelo BGGEH (Figura 2d), E5S ¢ E6 também s3o os ambientes mais
representativos, enquanto G15 e G16 sdo os gendtipos com menor distdncia ao ideal,
mas suas regides de credibilidade sdo interceptadas pelo eixo AEC, o que indica que a
valores menores ou igual a média geral dos rendimentos sdo provaveis. Ambos os
modelos destacaram G17, G18, G19 e G20 como os gendtipos com contribuigdes
importantes para a GEL

Contudo, diferengas expressivas sdo visualizadas entre as duas representagoes.
Para BGGEH observam-se diferentes amplitudes para as regides de credibilidade
ambientais, que refletem as magnitudes das componentes de variancia residual em cada
ambiente, indicando que a comparagao de genotipos envolve diferentes precisdes. Nota-
se ainda que os ambientes relacionados a componentes de maior magnitude (a esquerda
da AEA) tiveram maior efeito de encolhimento que aqueles com menores variagdes (&
direita). O E1 possui a componente de maior magnitude dentre os ambientes a esquerda
da AEA, o que ¢ facilmente visualizado no biplot pela maior amplitude de sua regido
bivariada, bem como pelo encolhimento mais acentuado do seu vetor médio em
comparacao ao biplot BGGE.

Regides bivariadas para os escores genotipicos do BGGEH apresentam maior
variabilidade no sentido do eixo maior (PC2). Isso pode ser devido ao fato do primeiro
componente explicar uma grande porcentagem da variagdo da SQg;sr (cerca de 97%) e,
portanto, apresentar maior precisdo. A magnitude do valor singular estd diretamente
associada a menor dispersdo dos escores em torno da média. O segundo valor singular
(Tabela S2) explica apenas 2% da variabilidade de G+GEI e isso faz com que escores
genotipicos no segundo PC tenham maior dispersao quando comparado ao primeiro,
bem como aos escores plotados no biplot BGGE (em que PC2 explica 11,32% da
SQqcE)-

No biplot BGGEH, o genétipo G10 ndo ¢ representado, ja que a regido de
credibilidade para os escores englobou a origem. Contudo, mais genotipos sdo
representados (sairam da origem). Observa-se também rotagdo mais acentuada do
sistema de coordenadas adicional para o modelo que modela heterogeneidade, de forma

que o eixo AEC intercepta todas as regides presentes no segundo quadrante (em relagdo
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ao sistema PC1 e PC2), indicando que para os respectivos gendtipos valores nulos e
negativos possuem probabilidade diferente de zero de serem observados — quando
avaliado no ambiente médio — contrastando, portanto, com o modelo BGGE. Nota-se
ainda que regides de credibilidade para ambiente médio e gendtipo ideal tém maiores
amplitudes no biplot BGGEH e os vetores sdo mais encolhidos mostrando que modelar
as diferentes precisdes, nos ambientes, afeta a andlise em um ambiente médio.

No que se refere a estabilidade ¢ possivel notar que todos os genotipos
simulados, para nao influenciar expressivamente a GEI, foram identificados em ambos
os biplots. Contudo ¢ possivel notar que todos os gendtipos estaveis simulados
respondem positivamente a melhoria ambiental (Figura 1) e isso, de forma geral, parece
ter sido captado melhor no BGGEH biplot. Outro ponto a ser ressaltado ¢ que, embora
todos os genotipos importantes para o padrao da interacdo tenham sido corretamente
identificados, em ambas as modelagens, nota-se encolhimento em dire¢do a origem para
esses genotipos no BGGEH (em relacio a BGGE). Como ja ressaltado, isso pode
sugerir que a interagdo esteja sendo superestimada na analise BGGE.

Biplots exibindo o padrao “quem venceu onde” sdo apresentados nas Figuras S5
e S6 (Apéndice S5). Nessa versao biplot, um poligono ¢ incorporado a representagao
grafica, em que os vértices sdo as médias de escores genotipicos mais afastadas da
origem. Semirretas tracadas da origem e ortogonais aos lados desse poligono dividem o
biplot em setores, sendo que o gendtipo do vértice tem maior rendimento nos ambientes
que se encontram no mesmo setor. Esses biplots (assim como aqueles apresentados na
Figura 2) sinalizam que uma analise baseada no ambiente médio nao seria plausivel.

Na Figura S5 (cendrio homocedastico), o padrao apresentado ¢ o mesmo para
ambos os biplots. Para o cendrio heterocedastico (Figura S6), observam-se diferencas
nas posigoes de algumas regioes de credibilidade em relacao aos setores, principalmente
para os gendtipos mais proximos a origem do biplot. No BGGEH, observa-se o
agrupamento mais nitido dos ambientes E1, E2, E3 e E4, bem como maior distingao
desse subgrupo com ES5, quando comparado com o padrao exibido pelo BGGE.
Agrupamento mais nitido também ¢ visualizado no BGGEH para E7, E8, E9 ¢ E10,
bem como maior proximidade com E6.

Os aspectos ressaltados acima indicam que a suposi¢ao sobre a estrutura da
variancia residual, no modelo GGE, acarreta diferengas em termos inferenciais para o
conjunto de dados heterocedasticos simulados. Por outro lado, ndo houve fortes

implicagdes em termos de mega-ambientes ao se comparar os dois modelos, o que ¢ de
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grande importancia quando se geram os poligonos no biplot. Aqui foi simulado um forte
efeito para a GEI, mas o padrdo foi explicado basicamente pelo primeiro componente
principal e isso pode ter favorecido os desempenhos semelhantes entres os modelos, no
que se refere a analise de adaptabilidade. Sob uma interagdo mais complexa, € menos
evidente, os modelos poderiam levar a diferengas mais impactantes na identificacdo de

subgrupos separaveis de ambientes.

Analise dos dados reais

Estimativas pontuais e intervalares para componentes da variancia residual
(BGGEH) e variancia residual comum (BGGE) sdo apresentadas na Tabela 4. A maior
variabilidade ¢ observada no ambiente E1 e a menor em E7, sendo que a razdo média
entre a maior ¢ menor delas foi de 11,14. Como observado, a estimativa da variancia
comum, obtida a partir do modelo BGGE, est4 incluida em intervalos de credibilidade
de apenas trés componentes, que sdo aquelas relacionadas aos ambientes E2, ES e E10.
Para os demais ambientes, intervalos HPD para as componentes ndo se sobrepdem ao da
variancia comum.

Tabela 4. Estimativas obtidas por modelo misto linear e resumos pontuais e intervalares
das densidades a posteriori para componentes de variancias residual dos modelos

BGGEH e BGGE aplicados ao conjunto MET real de sorgo para a producdo de
biomassa seca total em fon/ha.

HPD (a 95%

de credibilidade)
PAR IMLM MODELO MAP MED ME DP LI LS
o2 - BGGE 141,17 141,90 142,19 742 128,69 157,60
oz 372,59 420,46 434,53 440,75 70,84 304,47 578,74
oz, 123,84 122,15 126,80 12920 2256 87,34 172,53
oz, 8892 81,33 83,78 85,70 15,54 5847 117,88
oz, 303,02 262,76 266,35 270,37 40,80 197,38 351,28
o6 121,65 poopg 11824 121,75 123,89 2091 86,89 166,49
o;, 6028 53,55 5520 56,24 9,61 39,17 74,90
ot 4537 37,74 3991 40,54 694 2871 54,12
a5, 89,51 85,23 85,51 87,00 1511 5921 11642
oz, 67,70 59,41 6321 643 11,11 44,52 86,60
oz, 150,96 126,42 131,57 133,93 21,12 97,14 176,78

PAR, pardmetro; IMLM, modelo linear misto aplicado individualmente em cada local; MAP, maximo a
posteriori; MED, mediana; ME, média; DP, desvio padrao; LI limite inferior; LS, limite superior.

Para fins de comparagdo, estimativas da varidncia residual, em cada local,
também foram obtidas por ajustes individuais com modelo linear misto (IMLM),

utilizando a biblioteca Ime4 (BATES et al., 2015) implementada no software R, e estdo
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incluidas nos intervalos bayesianos estimados para os respectivos locais, segundo o
BGGEH (Tabela 4), indicando semelhangas entre BGGEH e a analise IMLM. A razao
entre as estimativas (maior/menor) obtidas nas andlises individuais foi de 8,21.
Observa-se ainda que, em 9 dos 10 ambientes, o modelo BGGEH apresentou estimativa
da componente da variancia do erro menor, em relagdo a analise IMLM. Embora nao se
queira comparar rigorosamente a analise conjunta com a analise individual (em cada
ambiente), esse resultado sugere um melhor ajuste para BGGEH.

Resumos a posteriori para valores singulares sdo apresentados na Tabela 5. Os
dois primeiros componentes principais explicaram 93,09% e 91,41% da SQ;qr para
BGGE e BGGEH, respectivamente. Contudo, a estimativa pontual a posteriori do
percentual explicado pelo primeiro componente do BGGEH foi ligeiramente maior.
Notam-se também menores magnitudes e encolhimentos mais expressivos para
estimativas pontuais a posteriori dos trés primeiros valores singulares no modelo
BGGEH e a partir dai observa-se comportamento contrario, com efeito de encolhimento
cada vez mais acentuado para BGGE. A SQ;qr para BGGEH, a exemplo do cenéario
simulado, foi menor que a do BGGE.

TabelaS. Resumos pontuais e intervalares a posteriori para quantidades relacionadas

aos valores singulares obtidos pelos modelos BGGE e BGGEH, aplicados ao conjunto
de dados MET real.

Modelo BGGE
HPD (a 95% de credibilidade)
A PER PEA SQA ME DP LI LS
4 80,46 80,46 39653,31 199,13 7,43 184,88 213,46
A, 12,63 93,09 45879,47 7891 7,89 63,61 93,85
A 5,18 98,27 48431,52 50,52 9,78 31,60 68,15
A 1,47 99,73 49154,34 26,88 13,49 0,01 47,39
As 0,22 99,95 49260,53 10,30 8,29 <0,01 26,66
A 0,04 99,99 4927991 4,40 4,62 <<0,01 13,95
A 0,01 100  49284,1 2,05 2,63 <<0,01 7,68
Ay 0 100 49285,05 0,97 1,60 <<0,01 3,99
A 0 100 4928526 0,46 0,85 <<0,01 2,30
%n 0 100 4928531 0,23 0,51 <<0,01 1,14
Modelo BGGEH
HPD (a 95% de credibilidade)
A PER PEA SQA ME DP LI LS

4 83,9 83,90 36980,16 192,30 11,29 171,42 215,65
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4, 7,51 91,41 40291,16 57,54 8,98 40,78 75,57
A 3,88 95,30 42002,37 41,37 7,50 26,80 55,67
A4 2,08 97,38 42920,4 30,30 6,03 18,83 42,21
As 1,22 98,60 43459,46 23,22 5,36 12,93 33,88
Ag 0,74 99,34 43786,83 18,09 4,78 8,88 27,54
A 0,41 99,75 43965,09 13,35 4,45 4,31 22,00
A 0,17 99,92 44038,43 8,56 3,78 0,93 15,52
A 0,06 99,98 44066,53 5,301 3,19 <0,01 10,92
Ay 0,02 1 44075,58 3,02 2,38 <<0,01 7,55

PER, percentual relativo da soma de quadrados de G+GEI pela componente k; PEA, percentual da soma
de quadrados de G+GEI acumulado; SQA, soma de quadrados acumulada em relagdo aos valores
singulares; ME, média; DP, desvio padrao; LI, limite inferior; LS, limite superior.

Nota: A<<B significa que A<0,01B.

Resultados da aplicagdo dos critérios de informagao para selecdo de modelos sao
apresentados na Figura 3. Modelos BGGEH, de forma geral, obtiveram valores
expressivamente menores em ambos os critérios. Em relacdo aos modelos vencedores
(em cada versio GGE) e com dois termos bilineares, 0 BGGEH também obteve
desempenhos notavelmente melhores (com destaque ao AICM). A obtencdo de um
modelo que se aproxime bem dos dados reais ¢ um aspecto importante para validar
inferéncias na andlise de estabilidade do gendtipo. Esses resultados sugerem que o

modelo com heterogeneidade de variancia residual entre locais se ajustou melhor aos

dados e se mostrou mais adequado do que sua versao homogénea.

AIC BIC AICM
8700 - 9000 - 8900 -
8600 -
B 8800 -
@ | Modelos
<:3 8500 - BGGE
©
8700 -
= 8800 - -o- BGGEH
8400 -
8600 -
8300- 8700
12345678910 12345678910 123456738910

Dimensao do modelo

Figura 3. Resultados dos critérios de informagao utilizados para selecdo de modelos.
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Nos biplots apresentados na Figura 4 ¢ possivel avaliar gen6tipos e ambientes
com base no ambiente médio. As regides de credibilidade para o ambiente médio e
genotipo ideal permitem a avaliacdo grafica da “representatividade versus
discriminacdo” em relacdo a ambientes, bem como da “média versus estabilidade” em
relacdo a gendtipos, de forma semelhante ao que foi realizado para dados simulados.
Genotipos cujas regides englobaram a origem também nao foram representados para

simplificar as interpretagdes.

Figura 4. Biplots BGGE ¢ BGGEH juntamente com regides bivariadas, a 95% de
credibilidade, para escores genotipicos (G), escores ambientais (E), ambiente médio
(AE) e genotipo ideal (IG). Foi adicionado em cada biplot o sistema ortogonal AEA e
AEC.

As regides de credibilidade ambientais para o BGGEH traduzem as variagdes
especificas observadas em cada ambiente por meio de amplitudes heterogéneas com
diferentes precisdes. Observa-se que E1 ¢ encolhido em direcdo a interagdo média em
BGGEH, mas se destaca como o ambiente com maior capacidade de discriminagdo em
BGGE, sendo considerado como o ambiente mais importante para a interagdo. O oposto
ocorre com E8, que tem contribuicdo aparentemente pequena para a interagao no BGGE
e devido a variancia, relativamente pequena, aparece mais distante do eixo médio no
BGGEH. A regido de credibilidade para o ambiente E6 engloba a origem, sinalizando
que esse ambiente seria aquele com menor capacidade para discriminar genotipos (sob
as duas hipoteses), ou ainda, o que apresenta menor associacdo com os demais
ambientes. Mas isso pode ser afirmado com maior precisdao para o BGGEH.

Além desses, poderiam ser ressaltados outros aspectos em relagdo a comparacao

do biplot BGGE e BGGEH. E possivel observar que o ambiente médio e o gendtipo
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ideal estdo mais afastados da origem em BGGE que também apresenta rotagdo mais
acentuada do sistema de eixo adicional (AEAXAEC). Outro aspecto visivel ¢ a maior
distancia entre o ambiente médio e o genotipo ideal na anédlise BGGE. Além disso, E1
apresenta um comportamento extremo aos demais ambientes no biplot BGGE, o que
influencia a andlise com base em um ambiente médio. Isso € contrastante com a andlise
BGGEH, em que E1 compde um subgrupo com E5 e E8, sendo a maior variabilidade de
E1 modelada em termos de maior amplitude de sua regido de credibilidade.

Constata-se também que alguns padrdes s@o mantidos e outros sofrem alteracdes
mais expressivas nas representagdes graficas. Como o caso do G2, que ¢ um dos
gendtipos mais importante para a interacdo no modelo BGGE, mas nao ¢ destacado no
BGGEH. Regides genotipicas interceptadas pela AEA sinalizam que os respectivos
genotipos nao tem contribuicdo importante para a GEI. Nesse sentido, observa-se um
maior nimero de gendtipos nao estaveis no biplot BGGE (considerando a avaliagcdo no
ambiente médio) devido a maior rotagcdo do sistema adicional de eixos. Isso sugere que
a hipotese sobre a estrutura de variancia em modelo GGE pode influenciar a avaliagao
de estabilidade e adaptabilidade de genotipos em ensaios MET.

Na Figura 5 sdo apresentados os biplots exibindo o padrao “quem venceu onde”
para ambos os modelos. Essa configuragdo grafica geralmente ¢ utilizada para a
identificacdio de mega-ambientes. Como visualizado, o biplot para o modelo
heterogéneo (BGGEH) apresenta uma separagdo mais nitida entre subgrupos de
ambientes baseado na propriedade do produto interno, o que também pode ser
visualizado na Figura S7 (Apéndice S5). Embora a maioria das regides de credibilidade
esteja dispersa por mais de um setor e ainda apresente diferentes niveis de
sobreposi¢cdes — o que referimos por sobreposi¢cdes complexas. Isso € um indicativo de
que ignorar a presenca de heterocedasticidade nos dados pode comprometer as

interpretagdes, sugerindo equivocadamente uma simplificagdo da estrutura da GEL
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Figura S. Biplots GGE com regides bivariadas, a 95% de credibilidade, para escores
genotipicos e ambientais exibindo “o padrao quem venceu onde”; (a) biplot BGGE e (b)
biplot BGGEH.

Outras diferencas podem ser apontadas com relacdo aos modelos, como
mudanga em relagdo aos genotipos que compdem os vértices do poligono do lado
direito do PC2 (1° e 4° quadrantes). Uma melhor visualizagdo do padrao de ambientes e
gendtipos pode ser obtida em biplots pontuais, construidos com as médias a posteriori
(Figura 6). Ao retirar as regides de credibilidade, observam-se mais nitidamente as
diferencas de rotagdes de escores médios que podem afetar as interpretagdes e possiveis

inferéncias.

(a) (b)

G36
G35

_| G36 G35

0 5 0 5 10 0 0 5 10
PC1 PC1
Figura 6. Biplots BGGE (a) e BGGEH (b) construidos com as médias a posteriori de

escores genotipicos (G) e ambientais (E).
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No biplot BGGEH, observa-se que uma avaliagdo baseada no ambiente médio
seria menos indicada. Percebe-se também adaptabilidade de G21, G28 e G32 ao
ambiente E8. Além disso, o vetor ambiental E2 ¢ o segundo com a maior norma. Essas
interpretagdes sdo discrepantes daquelas possiveis de serem realizadas no biplot BGGE.
Diferengas em relagdo a interpretagdes de acordo com as posicdes de escores
genotipicos também sdo observadas e podem levar a mudancas na classificagdo
genotipica em relagdo 4 estabilidade.

Biplots GGE para modelos de efeitos fixos também sdao apresentados em
materiais suplementares (Apéndice S5) para efeito de comparagdes. Na Figura S8a, o
GGE biplot, obtido sem qualquer procedimento de dimensionamento preliminar para a
matriz de G+GEI (escala ou ponderagdo), exibe padrio semelhante aquele observado
para o modelo BGGE. Por outro lado, o GGE biplot (S8b) foi obtido a partir da
padronizagdo das médias das células pelo desvio padrao fenotipico em cada coluna, bem
como pela ponderagao pela a raiz da quadrada herdabilidade em cada ambiente. O biplot
a partir dos dados “corrigidos” exibe um padrao mais semelhante aquele apresentado ao
BGGEH. Yan (2014) ressalta a necessidade desse procedimento preliminar (escala,
ponderacao) para lidar com heterogeneidade na analise biplot, sendo esse mais um

argumento em favor do método aqui proposto.

Discussao

Heterogeneidade de variancia residual nos locais ocorrem rotineiramente em
ensaios MET e pode acarretar estimativas ineficientes, caso ndo seja contabilizada na
analise (SMITH; CULLIS; THOMPSON, 2001; CROSSA et al., 2006). Além disso, a
presenga de GEI acentuada nos dados ¢ indicativa de que exista diferenca de variancia
residual entre os ambientes (CROSSA; CORNELIUS, 1997, EDWARDS; JANNINK,
2006; CROSSA, 2012). Esse fato foi constatado aqui pelos resultados dos critérios de
informagao aplicados aos dados reais e mostram que métodos para modelar variancias
especificas em ambientes seriam mais adequados. Quando ha heterogeneidade de
variancia residual entre ambientes, pesos diferentes devem ser assumidos em
procedimentos de estimagao dos parametros (WELHAM et al., 2010; RODRIGUES et
al., 2015).

Implicagdes da suposicdo de variancias residuais heterogéneas (ou homogéneas)
podem ser observadas nas regides de credibilidade bivariadas nos biplots, com

mudangas rotacionais do sistema adicional de eixos e diferentes precisoes, refletidas em
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distintas amplitudes dos intervalos para os escores — principalmente ambientais
(Figuras 2, 4, 5, S1, S2 e S3). Observa-se no biplot BGGEH, que em ambiente com
maior varidncia haverd maior encolhimento das interagdes em relacdo a média geral e
nos ambientes com menor varidncia a interagao sera mais preservada. Esse fato ficou
evidente nos ambientes E1 e ES8, dos dados reais (Figuras 4, 5 e S3). Isso pode ser
observado também nos biplots referentes aos dados heterocedasticos simulados, com
notavel diferenca entre os modelos, destacando a precisdo desigual nos ambientes
testados (Figura 2). Tais constatagdes nos levam a crer que a estimativa no modelo
BGGE pode estar superestimando a interagao e poderia levar a acreditar que o modelo
com variancias homogéneas ¢ superior (maior varidncia de interagdo), mas o modelo
heterogéneo claramente faz mais sentido.

Mudangas expressivas na configuracao do padrdo biplot “quem venceu onde”
também podem ser visualizadas (Figuras S1 e S2). Diferencas de posicionamentos de
alguns escores ambientais e genotipicos, bem como a rotagdo do sistema de eixos,
afetam diretamente a interpretacdo da adaptabilidade e estabilidade. Alteragdes graficas
semelhantes (em fungdo da estrutura de variancias) foram observadas por Rodrigues et
al. (2015), com o W-AMMI, por Silva et al. (2019), que modelaram a heterogeneidade
de variancias no modelo AMMI-Bayesiano e por Nuvunga et al (2015) que compararam
o padrdo do modelo GGE e o FA-SREG?2.

Nossa abordagem ¢ uma extensdao da modelagem de Silva et al. (2019) ao
modelo GGE com o objetivo de verificar o impacto das inferéncias sobre os parametros
bilineares, bem como na representagao grafica GGE biplot. Trabalhos abordando o
modelo GGE sob o enfoque bayesiano (OLIVEIRA et al., 2016; JARQUIN et al., 2016;
OMER; SINGH, 2017) nao consideraram o cenario heterocedastico entre locais. AMMI
e GGE sao os mais populares modelos utilizados em analise MET e foram intensamente
discutidos na literatura (YAN et al., 2007; GAUCH, 2006; GAUCH, 2013). Claro que a
utilizagdo de um ou outro método pode depender dos objetivos das analises. Contudo,
na avaliagdo MET, o GGE oferece a flexibilidade de uma avaliagdo grafica direta. Para
o AMMI, as conclusdes, em termos de recomendagdes especificas, devem levar em
conta o rendimento nominal do gen6tipo no ambiente (GAUCH; ZOBEL, 1997), qual
ndo pode ser acessado diretamente no biplot com as propriedades de produto interno.

A questdo da heterogeneidade da variancia residuail em ambientes também nao ¢
levada em consideragdao na maioria das aplica¢des utilizando o procedimento padrao de

estimativa de modelos lineares-bilineares de feitos fixos como AMMI e GGE. Embora
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exista a possibilidade de tratar a heterocedasticidade nos dados a partir de algoritmos
baseados em DVS, como o AMMI ponderado (W-AMMI) proposto por Rodrigues et al.
(2015). Esses autores recomendam o W-AMMI como alternativa a andlises MET
realizadas em dois estagios, em que vetores de médias genotipicas e erros padrao sao
estimados em ensaios individuais (em um primeiro estagio) com a posterior analise
conjunta por modelos mistos ponderados no segundo estagio (PIEPHO et al., 2012).

No GGE biplot, Yan (2014) recomenda a utilizagdo de métodos de
dimensionamento de dados como passo preliminar a obtengao da representacao grafica.
Nesse sentido, as médias de células, em tabelas de dupla entrada, podem ser escaladas
pelo desvio padrao-SD (ou erro padrao-ED) e ponderadas pela raiz quadrada da
herdabilidade-h (ou pelo desvio padrido genotipico) em cada ambiente. Biplots
referentes aos dados reais sem essas corregoes, bem como para médias SD-escaladas e
h-ponderadas sdo apresentados em material suplementar (Figura S4). Como argumenta
Yan (2014), a esséncia da escala e ponderacao de dados ¢ dar a diferentes ambientes,
diferentes pesos na analise conjunta, sendo que esses pesos SA0 expressos como o
comprimento dos vetores ambientais no biplot GGE.

Mas estes procedimentos estdo longe de ser um consenso, pois essa analise
ponderada atribui menos pesos para ambientes que tém um quadrado médio residual
mais elevado. Uma desvantagem da andlise ponderada ¢ que os pesos podem ser
correlacionados com as respostas do rendimento no ambiente. Assim, pode ocorrer, por
exemplo, que ambientes com rendimento elevado apresentem maior variancia do erro e
ambientes com baixos rendimentos apresentem variancias de erro reduzidas, o que pode
mascarar o verdadeiro desempenho de alguns genétipos em certos ambientes
(CROSSA, 1990; SILVA et al., 2019). Além disso, as equacdes apresentadas para
modelos multiplicativos fixos sdo validas apenas para situacdes ideais, ou seja, quando
dados completos e balanceados estdo disponiveis. Em um cenario nao balanceado,
componentes de varidncia e herdabilidade devem ser estimados a partir de métodos
adequados como, por exemplo, os modelos mistos (LITTELL, 1996; SPILKE; PIEPHO;
HU, 2005; KELLY et al., 2007). Embora existam procedimentos de imputacao de dados
faltantes com base na DVS (YAN, 2013).

Modelos mistos se tornaram populares para analise MET, em especial a classe
dos modelos mistos multiplicativos (MMM), também referidos como modelo Fatorial
Analitico (FA). Eles sdo apontados como os melhores, dentre a classe de modelos

mistos, para analisar ensaios de cultivares (KELLY et al., 2007). Modelos FA tém sido
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considerados superiores a modelos de efeitos fixos em varios aspectos, incluindo as
analises biplots regulares, em especial ao GGE biplot. Eles se destacam pela ampla
flexibilidade para manipular dados ausentes, heterogeneidade entre ambientes,
genotipos e correlagdes dentro dos ambientes, além de poder acomodar a dependéncia
espacial entre ambientes (SMITH; CULLIS; THOMPSON, 2001; BEECK et al., 2010;
CULLIS et al. 2010; CROSSA, 2012). Nao obstante a essas vantagens, MMM sao
exigentes computacionalmente, além de, eventualmente, estimarem parametros fora do
espago paramétrico — o que ¢ referido como casos Heyhood. Embora existam varias
alternativas para contornar estas limitag¢des, incluindo o algoritmo de matrizes esparsas
ou Average Information modificado de Thompson et al (2003) e o PEX-EM (DIFFEY
et al., 2017), a sua modelagem continua sendo um desafio.

O método bayesiano, por outro lado, tem se mostrado promissor na estimagao de
parametros relacionados a estabilidade e adaptabilidade genotipica em dados MET.
Nuvunga et al. (2019) mostrou que sob o enfoque bayesiano ¢ possivel considerar
modelos de dimensdo completa na analise FA. Além disso, procedimentos de rotagdo de
eixos ndo sao necessarios. Outra vantagem a ser destacada ¢ que estimativas nao sao
obtidas fora do espago paramétrico. O método bayesiano também permite flexibilidade
para incorporar estruturas mais complexas para as matrizes de varidncia-covariancia
(EDWARDS; JANNINK, 2006; ORELLANA et al., 2014). Em nossa abordagem,
componentes de variancia sao consideradas de forma direta em analise de estagio inico
apenas estabelecendo hipoteses e informagdes a priori. Além disso, todas as dimensoes
do GGE podem ser estimadas sem maiores problemas. Essa também ¢ uma limitacao da
abordagem ponderada proposta por Rodrigues et al. (2015). Eles reconhecem que, para
o W-AMMI, o nimero de componentes deve ser decidido antes da execucdo do
algoritmo.

Vale ressaltar que nossa analise grafica foi baseada em propriedades inferenciais
0 que, geralmente, ndo ¢ contemplado em andlise de efeitos fixos e ndo sdo
representadas, usualmente, em modelos FA. A versao bayesiana do FA-SERG (BFA) de
Nuvunga et al. (2019), similar a nossa proposta, permite a incorporacao de regides de
credibilidade bivariadas no biplot, garante indentificabilidade no processo de estimagao
e elimina a necessidade de rotacionalidade de cargas fatoriais, o que ndo ¢ realizado
diretamente na analise usual FA. Contudo, os proprios autores recomendam cautela
quanto a interpretagdo da representacdo grafica (biplot BFA) que deve ser realizada

separadamente para gendtipos e ambientes, pois suas respostas ndo possuem a mesma



29

escala e também nao contam com as propriedades do produto interno. A nossa proposta,
por sua vez, fornece um método direto e de facil interpretacio dos parametros. A
incorporagao de incerteza sobre os escores em biplots, no contexto frequentista, por sua
vez, tem sido controversa na literatura (YANG et. al.,, 2009; YAN et. al., 2010;
CROSSA et. al., 2011).

Diferengas entre os biplots BGGE e BGGEH, no cenario controlado
heterocedéstico, foram observadas e podem afetar as decisdes em relagdo a descartes de
genotipos, bem como de ambientes que apresentem alta colinearidade (Figura 2: ¢ e d).
Para dados com homogeneidade de variancias, observaram-se menores diferencas em
relagdo as amplitudes das regides de credibilidade bivariadas e os biplots apresentaram
praticamente o mesmo padrdo, comportando também as mesmas inferéncias possiveis
(Figura 2: a e b). Para os conjuntos de dados aqui simulados, esses resultados sugerem
que o BGGEH ¢ um método mais robusto de analise, ja que contemplou bem ambas as
estruturas de variancias subjacentes.

Para todos os critérios de sele¢do de modelos utilizados, o BGGEH ajustou-se
melhor aos dados. Como salientado por Piepho (1998), a utilidade de qualquer medida
de estabilidade depende basicamente de quao bem o modelo se aproxima aos dados.
Isso significa que a escolha da classe de modelos candidatos e a estimativa da
componente de variancia t€ém implicagdes diretas para a medida de estabilidade (HU;
YAN; LI, 2014). Nesse sentido, o modelo BGGEH seria melhor alternativa para
representar estabilidade de gendtipos em ensaios METs do que a sua versdao que
considera homogeneidade de variancias nos locais.

Os impactos da modelagem da heterogeneidade residual na estimativa pontual e
teste de hipoteses de efeitos de genotipos ja sdo reconhecidos e apresentados em varios
trabalhos (CASANOVES; MACCHIAVELLI; BALZARINI, 2005; HU; SPILKE,
2011; HU; YAN; SHEN, 2013), sendo que a classificagio da estabilidade do
rendimento de genotipos ¢ baseada nas estimativas dos parametros do modelo utilizado.
Sendo assim, uma estimativa confidvel dos parametros do modelo também ¢ um pré-
requisito importante para inferéncias validas a respeito da analise de estabilidade do
gendtipo (HU; YAN; LI 2014). Aqui mostramos que assumir homogeneidade de
variancias em situagdo de claro desvio dessa pressuposi¢do, longe de ser uma pratica
inofensiva, pode acarretar interpretacdes equivocadas e influenciar a avaliagdo da
estabilidade de genotipos em ensaios MET. Isso foi marcante principalmente na anélise

de dados reais.



30

A matriz G+GEI simulada com baixa dimensao e com subgrupos contrastantes
em relacdo ao efeito da GEI pode ter influenciado alguma semelhanga entre os biplots
BGGE e BGGEH, ja que os dois primeiros componentes principais explicaram
praticamente todo o padrdo existente nos dados. Particularmente, o padrdo mais
interessante foi explicado basicamente pelo primeiro PC. No entanto, esse exemplo
simples foi suficiente para mostrar as principais diferencgas entre os modelos, no que se
refere a andlise biplot e informacgdes recuperada pelos valores singulares.

Para os dados reais observou-se um padrdo mais complexo, embora os dois
primeiros PCs também tenham captado grande parte da variagdo. Para este exemplo
especifico, observa-se mais nitidamente o efeito de encolhimento nas estimativas dos
trés primeiros valores singulares do BGGEH (Tabela 6), mas a partir dai observa-se
comportamento contrario, € um menor decaimento de valores do BGGEH em relacao ao
BGGE. Para conjuntos com interagcdes mais complexas seria esperado que mais €ixos
fossem necessarios para explicar o padrio MET no modelo BGGEH, assim como
relatado por Silva et al. (2019) para o modelo BAMMIH. Pelos aspectos aqui
observados, acreditamos que o método € promissor e aponta novas perspectivas para

analise de dados multiambientais.
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Apéndice S1

Distribuicoes condicionais completas a posteriori

Distribuigdo a posteriori para § condicionada nos demais parametros

P|.)x exp{—%(y—uy)TV1(y—uy)}P(B)

PB.. )Ocexp{——(M Xp)'vV'iMmM- XB)}GXP{

zlfﬁ}

ﬁ

ocexp{—%{(M—Xlﬂ)T '(M-XB) +[3101 H
B

emque M=y- Z;zl Adiag(Za,)X,y, .

Resolvendo a expressdo quadratica dentro dos colchetes, tem-se:

*M'V'M-M'V'XB-B'X/ V' M+B' [Xf VX, +1L2]|3 ,
O,
B
entao
1 _ . 1
P(B...)ocexp{—z{—ﬂiTXlTV '™M+B' (XIV 'X, +I?JB}
B
-1 T -1
1 B—(XIV‘IXIH%] X, V'M XIV‘1X1+IL2J X
2 o, Oy
ocexp _
-1
X B—(XIV1X1+IL2) X,/ V'M
Op
-1 -1
ou  seja, Bl..~N (XTVIXIJFILZJ X/ VM, LXITVIXIJFILQJ
O-[} UB

assumindo o =10°.
Para os parametros bilineares (considerando-se k =1,...,¢) as distribuigoes

condicionais a posteriori sao dadas por:



1) Distribuigdo a posteriori para A, condicionada nos demais parametros

P(4]..) e exp{—%(y ) Viy- u},)}P(ﬂk)

A

1 _ 1
P(A ]...)x exp{_E(Mk' -0, V(M _/Ik(Pk)}xeXp {_G_z/lkz}

1 1
o exp {E{M;VIMV ~AM Vo, ~ 2,0, VM, -~ 2lo,V o +_2ﬂ’k2 }}

O-/lk
1 Ty/-1 2| Tyl 1
oc exp —5 —2/1k(ka Mk'_ﬂ'k (ka (P+O_—2
A

-1
. 1 ) i 1
A —[(pZV ‘g, +0—2] o, V'M,. ((PZ Ve, +0—2J><

A P

—_—

ocexpy——

2 -1
1
x| Ay —((pZV“tpk +—2J o, V'M,,

Gﬂk

Entao

1 -1
. i 1 i . 1
|~ N [(PZV 1¢k+0—2] o, V'M,, ((pZV 1¢k+6—2J ,

A A

t
sendo M, :y—Xlﬁ—Zﬂ,k,diag(Zak,)Xzyk,, ¢, = diag(Za,)X,y, € o, =10".

k'#k

i) Distribuigdo a posteriori para a, condicionada nos demais parametros
1 _
Pay |..) o exp{—g(y -n,)'V 1(y—uy)}P(mk)

P(a, |...) o exp {—%(Mk, ~A,e) V(M. -A, 0 )}

sendo A, =4, diag(X,y,;)Z . Trabalhando a forma quadratica na exponencial, tem-se:



* (Mu-A,0,) V'(M.~A,0)=MV'M,~MV'A, 0, -¢/A, VM, +
+a, A, V'A, 0.

Entao

P(a, |...) cexp {_%[_2‘IZA;VIM;¢ + aZA;V*IAukak }}

—l[ak (AL VA, ) Ajkv-leT (A, VA, )x

oc exp

9

< [ak (AL VA, ) AIkV‘le.}

ouseja @, |...~ N[(A;V_IA% )—1 A, VM, (A;V—IA% )‘1]

1i1) Distribuigdo a posteriori para y, condicionada nos demais pardmetros

P(y,|...)oc exp {—%(y —n,) Viy —uy)}P(vk)
Py, |...)x< exp{—%(Mk, ~A, Y, )T V! (Mk, -A, v, )}

Desenvolvendo algebricamente a forma quadratica tem-se
T
*(Mu=A, ) V(ML -A, 7 ) =MV M -M VA, v, —7]A] VM, +
+v,A, VA, Y,

emque A, =Adiag(Ze,)X, . Entdo podemos reescrever P(y, |...) como

P(y,|...)cexp {—%[—ZYZAllek, + yZA;V*lAka,{ ]}

—%[yk ~(AjVA, ) A;V—le,}T (AL VA, ) x
oc exp

9

x [yk ~(AIVIA, )AL V‘le}

-1 -1
de forma que ¥, |...~ N[(A;V-IA“) A, VM, (A]VTA,) J



Distribui¢do a posteriori condicionada nos demais parametros para Jezj

Conforme especificado, V ¢ uma matriz diagonal composta pelas componentes
G:/_ ,emquej=1,...,c, denota o j-ésimo ambiente. A distribuicdo a posteriori para ij ,
condicionada nos demais pardmetros do modelo, pode ser representada por:

P(o; |...)ec (0'2 )_”2/ exp — 2(172

¢j
e, '

v, -nr) (y,- 1) (O-:f )_l

que ¢ a equagdo de uma distribui¢do qui-quadrado invertida com parametro de escala

(y, - K, Y (y j TR ) / n,, € graus de liberdade n, sendo denotada por

(y_,‘ _ue])T(yj _ue]) ]

n e]

2
o2 |

2
wo~Inv—Esc—y"|n,,
J

Um dos pontos fundamentais no processo de amostragem ¢ que as distribuigdes
condicionais a posteriori para os vetores singulares devem ser obtidas no subespaco
corrigido de dimensdo (p—s) sendo (0<s<k—-1) em que (k=1,---,t) e p = r (para
genotipos) ou p = ¢ (para ambientes). Aqui consideramos, sem perda de generalidade,

que r > ¢, €, portanto, ¢ = .
A distribui¢ao condicional para o vetor singular genotipico ja foi obtida em R” e
¢ dada por:

o |...~N[(A;V‘1Aak ) ALVM,., (ALV7A, )l} ,

sendo sua equacao proporcional a

_l[ak ~(ALV7A,) AIleMk.}T (AL VA, )x
oc exp
x [uk ~(ALV7A, ) A;V'Mk}

Desenvolvendo a forma quadratica entre chaves obtém-se a seguinte expressao:



of (ALV'A, o, —a] (ALV'A, )(AL VA, ) AL VM, —[(A;VlAuk ) AL Vle,T

(AL VA, o, + [(A;V-‘Aak )’ AuTkV‘le}T ALVIA, (ALVTA, ) AL VM,

O vetor singular a, ¢ distribuido em um subespago restrito na dimensdo r, pois
deve ser ortogonal aos demais s vetores a, (k' < k). Para cada k (k=1, ..., 1), a
amostragem ¢ realizada por uma variavel auxiliar @, = H, @, no subespago (r - s) em

que H; ¢ uma matriz tal que suas colunas formam uma base ortonormal. Desde que Hy ¢

T ~T T\
ortogonal tem-se que a, =H,H, 0, ¢ @, = (Hk ak) , de forma que:
af (A, VA, o, =a/HH] (A, V'A, JH,Ha, =(H,a, )T H, (A, VA, )x

xHHa,=a,H A, V'A, Ha,.

1
A expressdo a, (A;V’IA% )(A;V”Aak ) A, V™'M,. pode ser reescrita como:

-1

al (AL VA, )(AL VA, )’1 Ao VM, =a[HH[ (A] VA, )(A, VA, ) x
x AL VM, = &[H (A, V'A, JHH] (A, VA, )f1 A, VM.
Além disso, [(A;‘VIA% )71 A;VIM,C}T (A;‘V’lAak)ak, também pode ser

reescrita da seguinte forma:

T

[(A;V—mak ) Agkv-leT (AL VA, o, = [(A;V-lAak ) AIkV‘IMk] x
x HH (A, VA, JHHa, =[(A;V‘1Aak ) AIkV‘le]T x
x HiH[ (A, VA, JH,&,.

Por fim, podemos reescrever

[(A;V‘IAW )’ A;V‘IM,{,T (ALV'A, )(ALVIA, ) ALVM,

como.



[(A;VIA% )’ AIleMk,T (ALV'A, ) (ALV'A, ) ALV'M, =

[(A;V‘IAW )’ AIkV‘le}T H,H] (AL VA, JHH] (ATV7A, ) ALV'M,
e desta forma, tem-se:

6 H (AL VA, JH&, ~aH] (A V'A, )(ALV'A, ) ALV M, -

—[(A;VlAak )’ AIleMk}T (ALV7A, B, +

— T —
+[(A;V1Aak )’ AIleMk} HH]A] VA, HH] (A]V'A, ) Al VM,

Assim, a distribuicdo a posteriori condicionada nos demais parametros para o

vetor @, no subespago corrigido (7 - s) com 0 <s<¢-1 ¢ dada por:

@, |..~N(m, W, )

1

com m, =A, (A, A )['J, A, =[H;(A;V1Aak )’] A;V‘Mk} e

Op 0y

-1

.
W = {(A;Aak)_ﬂ H[(Ajkv-‘Aak)HkEuk (A;Aak)_; ,

Oy

— 12
T ; i
sendo ma, =A, A, , em que (A;Auk ) ¢ uma constante normalizadora.

Desta forma, ¢ possivel amostrar @, em R"™° e depois obter o vetor a, no

r

subespago correto S,_,,

em R" por meio da transformagéo inversa a, = H, @, .
Com a mesma argumentacdo obtém-se a condicional a posteriori para ¥, , dado

os demais parametros, no subespaco corrigido (¢ —s), sendo dada por:
Felo.~ N(m, W, )

1
— T 2
em que m, =A, (Avavk) , com A,

T(AT v-! ATy
:[Dk (A V'A,) ALV M,{} sendo D, a
respectiva matriz de transformagao ortogonal. Por sua vez,

1

s )2t emy, =A; A

Yk Ye o Vi T

.
w =" [(A;A“ );} DZ(A;V‘IAH)D,{ZH (A;A



Apéndice S2
Exemplificacao do algoritmo amostral

O processo de amostragem iterativa foi conduzido a partir dos seguintes passos:

A1l - Atribuir valores iniciais aos pardmetros: ®° = [Bo,lo,ao,yo,(o-j/ Y1, j=1,...,c.

A2- A partir desses valores iniciais, a /-ésima iteracdo pode ser obtida da seguinte

forma:
a) Gerar B’ |,A"",a'",y"",(c7)"" apartir da condicional a posteriori (equagio 4);

b) Gerar a /-ésima observagdo dos parametros bilineares por meio da sequéncia d1), d2)
e d3) abaixo, para k=1,2,...,t:

d1) Gerar A/ |B' ,a”‘,y”l,(afj )"! a partir da condicional a posteriori (equagio 5);
d2) Gerar (a,)’ |Bl,/1,i,y§;1,(af/ )
d2-i) Gerar (&k )1 da condicional a posteriori (equagao 9);
d2-ii) obter (e, ) =H, (&)
d3) Gerar (y,)’ |Bl,ﬂ.,f,u§€,(ofj )
d3-i) Gerar (7, )l da condicional a posteriori (equagio 10);
d3-ii) obter (y,)' =D, (7,) -
e) Gerar (o, Y g, A" a ¥ com j=1,---,c(c é o nimero de ambientes ou locais) a

partir da condicional a posteriori (equagao 8).
Retornar a A2 mudando contador para /+1e repetir essa sequéncia de passos

iterativamente até a convergéncia.



Apéndice S3

Grificos de tracos e densidades das componentes da variancia residual para dados
reais
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Figura S1. Grafico de tragos e¢ densidade da distribuicdo a posteriori da variancia
residual para o modelo BGGE.
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Figura S2. Graficos de tracos e densidades das distribui¢cdes a posteriori das
componentes da variancia residual relacionadas aos ambientes E1 e E2 para o modelo

BGGEH.
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Figura S3. Graficos de tragos e densidades das distribui¢des

a posteriori das

componentes da variancia residual relacionadas aos ambientes de E3 a E6 para o
modelo BGGEH.
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Figura S4. Graficos de tracos e densidades das distribui¢des a posteriori das
componentes da variancia residual relacionadas aos ambientes de E7 a E10 para o
modelo BGGEH.



Apéndice S4

Resumos pontuais e intervalares a posteriori dos valores singulares para dados

simulados

Tabela S1. Resumos pontuais e intervalares das distribuicdes a posteriori para valores
singulares dos modelos BGGE e BGGEH, considerando dados simulados com
homogeneidade de variancia.

BGGE

HPD a 95% de credibilidade
PAR PER PEA SQA ME DP LI LS

Ay 90,58 90,58 3109,33 55,76 0,59 54,61 56,91

Ay 9,35 99,93 3429,00 17,91 0,60 16,72 19,08
A3 0,06 99,99 3432,12 1,46 0,93 <0,01 3,11
Ay 0,01 100 3432,45 0,57 0,50 <0,01 1,57
As 0 100 3432,51 0,25 0,28 <<0,01 0,84
Ag 0 100 3432,53 0,12 0,16 <<0,01 0,47
A 0 100 3432,53 0,06 0,10 <<0,01 0,26
Ag 0 100 3432,53 0,03 0,06 <<0,01 0,13
Ag 0 100 3432,53 0,01 0,03 <<0,01 0,06
A1 0 100 3432,53 0,01 0,02 <<0,01 0,03

BGGEH

HPD a 95% de credibilidade
PAR PER PEA SQA ME DP LI LS

Ay 90,64 90,64 3100,63 55,68 0,98 53,64 57,48

Ay 9,16 99,80 3413,84 17,70 0,93 15,95 19,57
A3 0,14 99,94 3418,80 2,23 0,67 0,99 3,61
Ay 0,04 99,98 3420,14 1,16 0,49 0,22 2,11
As 0,01 99,99 3420,59 0,67 0,36 <0,01 1,28
Ag 0 100 3420,75 0,40 0,27 <<0,01 0,89
A 0 100 3420,80 0,23 0,20 <<0,01 0,62
Ag 0 100 3420,81 0,13 0,14 <<0,01 0,40
Ag 0 100 3420,82 0,07 0,09 <<0,01 0,24
Ao 0 100 3420,82 0,03 0,05 <<0,01 0,15

PAR, parametro; PER, percentual relativo da soma de quadrados de G+GEI explicada por cada
componente; PEA, percentual da soma de quadrados de G+GEI acumulado; SQA, soma de quadrados
acumulada em funcdo dos valores singulares; ME, média a posteriori; DP, desvio padrdo; LI, limite
inferior; LS, limite superior.

Nota: A<<B significa que A<0,01B.



Tabela S2. Resumos pontuais e intervalares das distribuicdes a posteriori para valores
singulares dos modelos BGGE e BGGEH considerando dados simulados com
heterogeneidade de varidncia.

BGGE
HPD a 95% de credibilidade
PAR PER PEA SQA ME DP LI LS
A, 86,14 86,14 3047,53 55,20 1,54 52,34 58,32
A, 11,32 97,46 3447,90 20,01 1,64 16,73 23,16
A3 2,37 99,83 3531,69 9,15 2,35 4,36 13,65
Ay 0,15 99,98 3536,86 2,27 1,67 <0,01 5,49
As 0,01 99,99 3537,74 0,94 0,93 <<0,01 2,77
Ag 0 100 3537,92 0,43 0,53 <<0,01 1,54
Ay 0 100 3537,97 0,21 0,30 <<0,01 0,85
Ag 0 100 3537,98 0,10 0,18 <<0,01 0,45
Ag 0 100 3537,98 0,05 0,11 <<0,01 0,23
Ao 0 100 3537,98 0,02 0,06 <<0,01 0,13
BGGEH
HPD a 95% de credibilidade
PAR PER PEA SQA ME DP LI LS
A 96,64 96,64 2883,28 53,70 1,55 50,77 56,83
Ay 2,42 99,06 2955,58 8,50 1,98 4,85 12,48
A3 0,74 99,80 2977,68 4,70 1,74 1,25 8,04
Ay 0,14 99,94 2981,91 2,05 1,11 0,01 4,06
As 0,04 99,98 2983,08 1,09 0,73 <0,01 2,44
Ag 0,02 100 2983,42 0,59 0,49 <0,01 1,52
A 0 100 2983,52 0,31 0,31 <<0,01 0,95
Ag 0 100 2983,55 0,16 0,19 <<0,01 0,56
Ag 0 100 2983,55 0,08 0,12 <<0,01 0,34
A0 0 100 2983,55 0,04 0,07 <<0,01 0,18

PAR, parametro; PER, percentual relativo da soma de quadrados de G+GEI explicada por cada
componente; PEA, percentual da soma de quadrados de G+GEI acumulado; SQA, soma de quadrados
acumulada em funcdo dos valores singulares; ME, média a posteriori; DP, desvio padrdo; LI, limite
inferior; LS, limite superior.

Nota: A<<B significa que A<0,01B.



Apéndice S5

Representacdes biplots para dados simulados e dados reais

Figura S5. Biplots BGGE (a) e BGGEH (b) exibindo o padrao “quem venceu onde”
para dados simulados homocedasticos e regides bivariadas, a 95% de credibilidade, para
escores genotipicos (G) e ambientais (E).
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Figura S6. Biplots BGGE (a) e BGGEH (b) exibindo o padrdo “quem venceu onde”
para dados simulados heterocedasticos e regides bivariadas, a 95% de credibilidade,
para escores genotipicos (G) e ambientais (E).



Figura S7. Biplot GGE para dados reais com regides bivariadas, a 95% de
credibilidade, para escores ambientais (E) segundo os modelos BGGE (a) e BGGEH

(b).

{a) (b)

E1

Figura S8. Biplots GGE para efeitos fixos: (a) biplot GGE com fator de escala (s=1) e
ponderacao pela herdabilidade (h=1); (b) biplot corrigido preliminarmente em que as
medias das células estdo na escala do desvio padrao e sdo ponderadas pela raiz quadrada
da herdabilidade em cada ambiente.
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CONCLUSAO

A utilizac@o do critério da méxima entropia flexibilizou a anélise GGE, evitando decidir
sobre a dimensdo do modelo, bem como problemas de amostragem, ja que distribui¢des a pos-
teriori marginais impréprias ou bimodais ndo ocorreram. Além disso, inferéncias para quan-
tidades de interesse relacionadas ao efeito da G+GEI no biplot foram incorporadas de forma
direta e inédita.

O modelo BGGEH identificou diferentes precisdes experimentais no biplot, captando
bem a heterocedasticidade presente nos dados. As suposicdes sobre a estrutura da variancia re-
sidual foram importantes na andlise GGE, afetando a avaliacdo de adaptabilidade e estabilidade
na interpretacdo biplot. O BGGEH também se ajustou melhor aos dados mostrando ser uma
melhor alternativa do que a versao GGE homoscedastica.

A utiliza¢do de modelos multiplicativos, utilizando inferéncia bayesiana, oferece am-
plas perspectivas, mas carece da implementacdo em software com interface amigavel para os
pesquisadores, o que € um trabalho em andamento. Outros desenvolvimentos praticos, que
precisam ser tratados, sdo considerar encolhimento e heterogenidade simultaneamente e fazer
generalizagdes dessa modelagem para varidveis de resposta ndo continuas, que serao objeto de

investigagdo futura.



