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Resumo

Com o avancgo tecnologico, aumentou-se bastante a demanda por processos controlaveis,
estaveis e que processem uma resposta desejada de forma rapida e segura. Do simples
processo de controle de temperatura de uma geladeira até o controle de sistemas aplicados
em veiculos espaciais o controle automatico é essencial. Dentro do universo da engenharia
de controle, existem muitas técnicas que podem ser aplicadas, de acordo com a necessidade
especifica. Diante disso, o presente trabalho tem, como objetivo, fazer a modelagem
matematica do sistema Ball and Beam e aplicar duas técnicas de controle - a Alocacao
de Polos e o Controle Regulador Linear Quadratico, mais conhecido pela sigla LQR (do
inglés, Linear Quadratic Regulator) a fim de controlar a posi¢ao da bola sobre o feixe.
Além disso, um observador de estados foi usado para estimar todos os estados do sistema,
os quais foram usados na realimentacao para uso do controlador. Os resultados mostraram
que o emprego dessas duas técnicas de controle foi bem sucedido, pois foi possivel obter
resultados satisfatérios com tais técnicas. Todas as simulagoes numéricas foram realizadas

no software livre Scilab.

Palavras-chave: Modelagem matematica. Alocagao de polos. LQR(Regulador Linear

Quadratica).Observador de estados.






Abstract

With the advancement of technologies, the demand for controllable processes with fast
and safe responses has increased. From the simple problem of temperature control in
refrigerator to the control of applied systems in space vehicles automatic control is essential.
Within the universe of engineering control, there are many techniques that can be applied,
according to the specific need. Due to these necessities, the present work aims to carry out
the mathematical modeling of the ball and beam system and apply two control techniques
- Pole Allocation and LQR (Linear Quadratic Regulator) - in order to control the position
of the ball on the beam. In addition, a state observer was designed to estimate the states,
which were used in feedback for controller use. The results showed that the use of these
two control techniques was successful, as it was possible to obtain satisfactory results with
such techniques. All numerical simulations were performed using the free and open source

software Scilab.

Keywords: Mathematical modeling. Polle Allocation. LQR (Linear Quadratic Regulator).

State observer.
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1 Introducao

Nos mais diferentes campos da engenharia, os sistemas de controle tém um papel
muito importante no que diz respeito a atingir objetivos pré-determinados. Nos navios
atuais, por exemplo, sistemas elétricos, mecanicos e hidraulicos, em conjunto, geram
comandos de leme a fim de direcionar o navio para a posi¢ao pretendida (Nise, 2013). Até
mesmo o corpo humano possui sistemas de controle. O figado, por exemplo, controla a

transformagcao da glicose ingerida em glicogénio (Cox, Lehninger e Nelson, 2014).

Dentro da sociedade, os sistemas de controle fornecem vantagens extensas, que
podem ser muito bem entendidas de forma simples e eficaz. Com sistemas de controle, pode-
se mover equipamentos pesados com uma precisao que, de outra forma, seria impossivel.
Pode-se apontar grandes antenas para os confins do universo captar sinais de rddio muito

fracos; controlar essas antenas manualmente seria impossivel.

Por causa dos sistemas de controle, os elevadores nos transportam rapidamente
ao nosso destino, parando automaticamente no andar correto. As pessoas, sozinhas, nao
poderiam fornecer a poténcia necessaria para a carga e a velocidade; motores fornecem
a poténcia, e sistemas de controle controlam a posi¢ao e a velocidade do elevador (Nise,
2013).

Ante o exposto, o presente trabalho tem, como objetivo, fazer a modelagem
matematica do sistema Ball and Beam e aplicar duas técnicas de controle - a Alocacao
de Polos e o LQR (Regulador Linear Quadratico) - a fim de controlar a posi¢ao da bola
sobre o feixe. Além disso, um observador de estados foi usado para estimar os estados,
os quais foram realimentados para uso do controlador. Os resultados mostraram que o
emprego dessas duas técnicas de controle foi bem sucedido, pois foi possivel obter resultados
satisfatorios com tais técnicas. Todas as simulagoes numéricas foram realizadas no software

livre Scilab.

1.1 Sistema Ball and Beam estudado neste trabalho

Um sistema Ball and Beam é um mecanismo com um feixe (beam) com o objetivo
de equilibrar uma bola (ball) controlando sua posigdo por meio de um controle do seu
motor, o qual recebe os sinais captados pelo sensor de posicao e faz todo o trabalho
necessario para equilibrar a bola no feixe . Um sistema sistema fisico ball and beam é

mostrado na Figura 1 a seguir:
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Ball and Beam
module

Support arm

Ball position
sensor connector

Calibration base

Figura 1 — Exemplo de um sistema fisico ball and beam.

Steel beam Steel ball

Potentiometer sensor

Rotary Servo Base Unit

Fonte: Quanser Inc, 2011 .
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2 Revisao Bibliografica

2.1 A Teoria de Sistemas de Controle

A teoria de sistemas de controle é uma area de pesquisa interdisciplinar em que
sistemas dinamicos sdo analisados através de conceitos matematicos. Sistemas dinamicos
podem ser definidos como entidades em que hd uma relacdo de independéncia entre seus
elementos, sendo um elemento (ou mais de um) a variavel dependente e outro (ou outros)

a varidvel independente (Conceigao, 2012).

O comportamento dos sistemas dindmicos podem ser avaliados a partir de modelos
matematicos quantitativos, em que as variaveis do sistema sao analisadas para comporem
o modelo matematico. Como os sistemas sao dinamicos, podemos descrevé-los usualmente
por equacgoes diferenciais, onde é possivel obter uma representacdo matricial compacta
conhecida como espaco de estado, no qual podemos aplicar um sinal de entrada e observar
a saida, por exemplo. Estes sistemas podem ser representados por uma tnica entrada e por
uma tUnica saida (sistemas SISO, do inglés Single Input, Single Output) e podem também
ser representados por miltiplas entradas e multiplas saidas (sistemas MIMO, do inglés
Multiple Input, Multiple Output). Os parametros que definem a dindmica de um sistema

podem, ainda, serem variantes ou invariantes no tempo (Oliveira, 2014).

De acordo com Santos (2008), o principal problema no projeto de um sistema de
controle é encontrar uma lei de controle que permita que a dindmica do sistema se comporte
de acordo com o esperado, garantindo boa estabilidade e propriedades de desempenho
desejaveis. Dentro da teoria de controle, existe uma infinidade de técnicas que podem ser
empregadas com esse intuito. A técnica de alocacao de polos, por exemplo, é empregada
nos casos em que se pode fazer um arbitrio de polos a fim de estabilizar o sistema. H4,
ainda, a técnica PID (muito usada na industria) que, dado um sistema com uma entrada e
uma saida, permite obter a saida com base no controle dos pardmetros P (proporcional), I
(integral) e D (derivativo). H4, também, a técnica do LQR (Regulador Linear Quadratico),
que tem, como objetivo, minimizar o indice de desempenho com base em uma lei de
controle 6tima, a fim de obter a melhor resposta possivel com a menor quantidade de

energia possivel (Ogata, 2010).

Para o projeto de sistemas de controle multivariaveis é necessario estimar a saida do
sistema, e comparar com o valor medido. Contudo, nem sempre é possivel observar (medir)
as variaveis de estado de um sistema dinamico, pois as medi¢oes podem ser dificeis de
obter, quer seja devido ao custo dos sensores e da instrumentacao eletronica envolvida, quer

seja da limitagdo do espago fisico, da insercao de sensores e ou das limitagdes tecnoldgicas
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(Cerqueira, 2010). Neste caso, a técnica de observadores de estado contribui de forma
significativa com as suas estruturas para a representacao de estados que nao fazem parte
do conjunto de medi¢des. Um observador de estado estima as variaveis de estado baseado
nas medidas das variaveis de saida e das variaveis de controle. Os observadores de estado
podem ser de ordem plena quando todas as variaveis do sistema sao observadas, ou podem
ser de ordem reduzida quando necessitamos apenas observar as variaveis ndo mensuraveis
(Ogata, 2010).

2.2 Aplicabilidade dos conceitos relativos a sistemas de controle

Avancos recentes das técnicas de controle multivariavel propiciam meios para a
otimizagao dos sistemas dinamicos, que melhoram a produtividade e contribuem para

execugao de tarefas mais complexas e de alta precisao (Dorf e Bishop, 2015).

A utilizacdo de sistemas de controle automatico se encontra difundida no dia a
dia de todas as sociedades desenvolvidas. Tais sistemas agem como elementos decisivos
na tentativa de se obterem progresso e desenvolvimento. Podemos dizer que o controle
automatico num processo produtivo tem a finalidade de otimizar os sistemas capazes de
produzir bens com menor custo, com maior quantidade, em menor tempo e com maior
qualidade. Atualmente, a Automagcao Industrial é uma realidade em quase todas as fabricas
no mundo. Dentre as diversas demandas para controle automatico de processos estao o
controle de pressao, temperatura, umidade, viscosidade e ainda operacao e montagem de
partes mecanicas das industrias de fabricacao. O exemplo mais classico de industrias com
essas caracteristicas sao as montadoras de automdéveis com robdés utilizados em todas as

atividades, como soldar, fixar rebites, pintar e conduzir pecas (Bayer, 2011).

A Figura 2 mostra uma ilustracao da combinacao entre controle de sistemas e a
sistematizacao automatica que a fabrica mais moderna do mundo da Jeep, localizada na

cidade de Goiana/PE, emprega em seu trabalho.



2.8. Importancia dos recursos computacionais 23

Figura 2 — Linha de montagem Jeep, unidade de Goiana/PE.

-

Fonte: Gizmodo, 2011

Nesse exemplo mostrado na Figura 2, é possivel perceber que ha uma série de
controles sendo aplicados: ha controle de tempo de passagem entre os carros, ha um
controle da velocidade com que os carros sao transportados, ha um controle da forca
aplicada para suspender e manter os carros no ar e ha, também, um controle voltado aos

robos que faze qualquer tipo de servigo adicional nos carros.

2.3 Importancia dos recursos computacionais

Diante do avanco na complexidade de andlise, processamento de dados e propostas
de solugoes, os recursos computacionais vieram como uma grande forma de auxiliar
cientistas e engenheiros de todo o mundo em suas formas de trabalho. Calculos matematicos
complexos que eram impossiveis de serem resolvidos & mao podem ser facilmente resolvidos

por meio de um software especifico para isso.

Dentro da area de controle de sistemas mecanicos, ha softwares que auxiliam o
profissional a lidar com os problemas e a resolvé-los por meio de modelagem matematica e
analises graficas, tais como o Matlab, Octave e Scilab sdao usados em grande escala em

projetos de sistemas de controle.

No presente trabalho, por exemplo, utilizou-se o software livre Scilab em toda sua
extensao, devido a sua facil implementacao. Basicamente, o Scilab é um software livre
que serve, entre outras fungoes, para resolver calculos algébricos, plotar graficos e realizar
simulagoes de diversas naturezas (mecénica, elétrica e bioldgica, por exemplo). Percebe-se,
assim, que o Scilab é um software extremamente poderoso para auxiliar toda a comunidade

académica em seus projetos cientificos.
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3 Fundamentos da teoria de sistemas de con-

troles

3.1 Sistema em malha aberta e sistema em malha fechada

Um sistema em malha aberta é um sistema em que a saida nao exerce nenhuma
influéncia sobre a entrada. Em outras palavras, isso quer dizer que o sinal de saida nao é
comparado com o sinal de referéncia. Um exemplo pratico é o da maquina de lavar roupas.
As operacoes de colocar de molho, lavar e enxaguar em uma lavadora sdao executadas
em uma sequéncia baseada em tempo. A lavadora ndo mede o sinal de saida, isto é, nao

verifica se as roupas estao bem lavadas (Ogata, 2010).

Por outro lado, um sistema em malha fechada - ou sistema com realimentacao -
é um sistema que faz uso do sinal de saida e o compara continuamente com o sinal de
entrada. A diferenca entre o sinal de saida e o sinal de entrada - o sinal de erro - realimenta
o controlador a fim de minimizar o erro e, com isso, acertar a saida ao sinal de entrada
desejado. O aparelho de ar-condicionado, por exemplo, é um sistema em malha fechada.
Ao digitar no controle remoto uma temperatura especifica, digamos 18 °C, o sistema de
controle dentro do ar-condicionado, por meio de sensores termostatos, 1é a temperatura
do ambiente e, com base na diferenca, faz todo o processo necessario para controlar a

temperatura do ambiente a fim de que ela seja 18 °C.

3.2 O modelo classico: Funcao de Transferéncia

Em sistemas de controle, uma dos principais problemas que frequentemente sao
encontrados é o seguinte: dada uma entrada, como a saida esta relacionada a entrada?
Diante de questionamentos dessa natureza, surgiu a ideia de estudar a relacao entre a
saida e entrada, dada uma equacao diferencial que rege a dindmica de um sistema. Assim,
surgiu a funcao de transferéncia, que é a relacao entre a Transformada de Laplace da saida
e a Transformada de Laplace da entrada desse sistema, assumindo as condi¢oes de iniciais

nulas.

Considerando um sistema linear, invariante no tempo, o qual pode ser descrito pela

equacao diferencial a seguir, tem-se:

aoy” + a1y A 1Y F any = box™ + D™ 4 L b1 + b (3.1)

Em que y é a saida e x é a entrada e supondo que n >m.
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Conforme dito no inicio deste tépico, a funcao de transferéncia é a relagdo da
transformada de Laplace da saida e a transformada de Laplace da entrada, assumindo as
condigOes iniciais nulas. Matematicamente, isso é expresso da seguinte forma:

L[saida)

Fungao de transferéncia= G(s) = m
entrada

Y(s)  bos™ +bis™ o+ byp15+ by,
= (3.2)
X(s) aps™ + a18" L+ ...+ ap_18 + ay,

Uma vantagem da funcao de transferéncia é sua facilidade de ser aplicada a sistemas
em que ha apenas uma Unica entrada e uma tnica saida. Por outro lado, uma limitagao
da funcao de transferéncia é o fato de conseguir exprimir informacgoes apenas de sistemas

em que ha uma tnica saida e uma tnica entrada.

Para sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas, o método classico ja nao
pode ser aplicado. Diante disso, surgiu o método em espaco de estados - o método moderno

- 0 qual serd tratado a seguir.

3.3 O método moderno: Espaco de Estados

Diante de novos desafios, os quais nao eram possiveis ser resolvidos com base
no método classico, o método moderno foi criado e implantado como peca chave para
solucionar os problemas. O problema da massa de um missil, por exemplo, que varia em
funcao do tempo a medida que o propelente vai sendo consumido durante o voo, pode ser
muito bem analisado dentro do escopo do espago de estados (Dorf e Bishop, 2015). Esse
problema nao poderia ser resolvido com base na funcao de transferéncia, pois tal método

se trata apenas de sistemas invariantes no tempo.

Outra grande vantagem do método em espaco de estados é sua aplicabilidade para
casos que envolvem saida e entrada multiplas. A seguir, serd mostrado como o método em
espacgo de estados é tratado matematicamente. Inicialmente, algumas definicbes devem ser

levadas em consideracgao, tais quais:
De acordo com Nise (2013),

Variavel do sistema: Qualquer variavel que responda a uma entrada ou a

condicoes iniciais em um sistema.

Variaveis de estados: O menor conjunto de variaveis do sistema linearmente
independentes, tal que os valores dos elementos do conjunto no instante ¢, em conjunto
com fungoes forgantes conhecidas determinam completamente o valor de todas as variaveis

do sistema para todo t > t.

Vetor de estado: Um vetor cujos elementos sao as variaveis de estado.
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Espacgo de estados: O espago n-dimensional cujos eixos sdo as variaveis de estado.

Este ¢ um termo novo e ¢ ilustrado na Figura 3, na qual as variaveis de estado sao
admitidas como uma tensao sobre um resistor, vg, e uma tensao sobre um capacitor,
vo. Essas varidveis formam os eixos do espacgo de estados. Pode-se considerar que uma
trajetoria seja mapeada pelo vetor de estado , para uma determinada faixa de variacao de

t. A Figura 3 mostra também o vetor de estado em um instante particular t=4.

Figura 3 — Representagao grafica do espaco de estados e de um vetor de estado.
Y

i

Espago de estados

Vg

«=——— VYetor de estado, x(1)
B " ~--

— Trajetéria do vetor de estado
o

1 ——— Veltor de estado, x(4)

Fonte: Nise, 2013

estado.

Equacgoes de estado: Um conjunto de n equagoes diferenciais de primeira ordem
simultaneas com n variaveis, em que as n variaveis a serem resolvidas sao as variaveis de

Equacao de saida: A equacgao algébrica que expressa as variaveis de saida de um
sistema como combinagoes lineares das variaveis de estado e das entradas. Agora que as

defini¢oes foram formalmente declaradas, definimos representacao no espago de estados de
um sistema.
Um sistema ¢é representado no espacgo de estados pelas equagoes 3.3 e 3.4:

x = Ax+ Bu

(3.3)

y=Cx+ Du
Em que

(3.4)

A matriz A é a matriz dindmica do sistema. Essa matriz representa, conforme o
nome sugere, toda a dindmica do sistema a ser analisado.

A matriz B é a matriz de entrada, a qual se relaciona a entrada.
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A matriz C é a matriz de saida. Conforme sua ordem, pode-se obter quantas saidas

se desejarem, dependendo da necessidade.

A matriz D é a matriz de transmissao direta. Essa matriz depende de influéncias
externas ao sistema, como, por exemplo, distirbios. Em todo o presente trabalho, ndao sao

considerados disturbios em sua implementagao. Assim, essa matriz terd valor nulo.
O vetor x é o vetor de estados.
O vetor y é o vetor de saida.
O vetor u é a agdo de controle que esta atuando sobre o sistema.

As equagoes (3.3) e (3.4) sdo extremamente importantes e servirao de base para

calculos e analises futuras no presente trabalho.

A Figura 4 mostra uma ilustragdo em diagramas de blocos do sistema representado

em espaco de estados.

Figura 4 — Representagao em diagramas de blocos do sistema em espaco de estados.

P

D e

ut) B .. S _ x) vt
J%ﬁzw -

-

A

Fonte: Autoria Prépria

3.4 Estabilidade

Dentro do estudo de sistemas de controle, a estabilidade é o requisito de desempenho
mais importante a ser alcangado. De acordo com Nise (2013), a resposta temporal de um
sistema de controle tem, em sua composicao, a soma da parte forcada e a parte natural.

Matematicamente, é expressa por:

Ototal(t) = Onatural(t) + Cforgada(t) (35)
Neste cendrio, tem-se as seguintes defini¢oes:

Um sistema ¢ estavel quando a resposta natural tende a zero a medida que o tempo

se aproxima do infinito.
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Um sistema ¢ instavel quando a resposta natural tende a infinito quando o tempo

se aproxima do infinito.

Um sistema é marginalmente estavel quando a resposta natural oscila sem aumentar

ou diminuir sua amplitude quando o tempo se aproxima do infinito.

Agora, considerando a resposta forgcada, tem-se que: Um sistema é estavel se uma

entrada limitada produzir uma saida limitada.
Um sistema ¢ instavel se uma entrada limitada produzir uma saida ilimitada.

Fisicamente, um sistema instavel nao pode ser projetado, pois, se a resposta natural

tender ao infinito, isso pode causar danos as estruturas adjacentes e as pessoas proximas.
Na pratica, portanto, todo sistema de controle projetado deve ser estavel.

Dado um sistema em malha fechada, é possivel determinar sua estabilidade com
base na localizagao dos polos no plano complexo (Ogata, 2010). A Figura 5 mostra a

relacao da estabilidade com base na localizacao dos polos no plano complexo.

Figura 5 — Relagao da estabilidade com base na localizacao dos polos no plano complexo

Fonte: Franklin, 2013

A estabilidade nos métodos classico e moderno sera tratada nos dois tépicos

seguintes:

3.4.1 Estabilidade no método classico

Um sistema estavel possui todos os polos em malha fechada no lado esquerdo

do plano complexo. A presenca de pelo menos um polo sobre o eixo imaginario ou no
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semiplano direito ja garante a instabilidade do sistema (Ogata, 2010).

Existe um método - o critério de Routh-Hurwitz - que é usado no campo da
Engenharia que mostra a posi¢ao dos polos, no plano complexo, da equagao caracteristica
da funcao de transferéncia. Vale ressaltar que o método mostra a posicao dos polos, ndao

suas coordenadas (Nise, 2013).

O método ¢é baseado em dois simples passos:
1 - criar uma tabela de dados

2 - fazer a devida interpretagao da tabela para verificar a posicao dos polos.

Considerando um sistema de quarta ordem que pode ser representado pela seguinte

funcao de transferéncia, tem-se:

G(s) = N(s) (3.6)

ass* + as3s3 + ass? + a8 + ag

A tabela de Routh-Hurwitz, considerando um sistema que pode ser representado
por uma funcdo de transferéncia como a representada na Equagdo (3.6), é mostrada na

Figura 6:

Figura 6 — Representagao genérica da tabela de Routh-Hurtwitz.

s* a, a, ao
§3 s a, 0
g2 Ay Qa |a,, Qo a, 0
_laz a4y = b, _lag 0 = b, _lay 0 _ o
asz asz as
g1 az; @ a; 0 a; 0
_ blblbz = ¢, B blbl 0 —0 _ blbl 0 —0
s° b, b, b, 0 b, 0
1o [J=d1 e [J=ID e []=0
€y € €y

Fonte: Karmouche, 2018

A interpretacao chave que se faz é: O nimero de polos no lado direito do plano
complexo ¢ igual ao nimero de mudanca de sinal na primeira coluna. Conclui-se, entao,

que para o sistema ser estavel nao deve ter troca de sinal na primeira coluna.

3.4.2 Estabilidade no método moderno

A estabilidade, neste caso, é atingida quando os autovalores da matriz A estiverem

no lado esquerdo do plano complexo. E possivel mostrar que os autovalores da matriz A
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sao iguais aos polos da funcao de transferéncia do sistema. Tal demonstracao é mostrada

a seguir. Inicialmente, vamos supor um sistema cuja fungao de transferéncia é dada por

= G(s) (3.7)

Sabemos que um sistema no espaco de estados é dado pelas equagoes

x = Ax + Bu (3.8)

y=Cx+ Du (3.9)

Em que x é o vetor de estado, u é a entrada e y ¢ a saida.

Aplicando a transformada de Laplace nas equagoes (3.8) e (3.9), tem-se:

sX(s) —z(0) = AX(s) + BU(s) (3.10)

Y(s) = CX(s)+ DU(s) (3.11)

Agora, considerando condigbes iniciais nulas em (3.10) e fazendo uma simplifica¢ao

algébrica, obtém-se:

(sI — A)X(s) =BU(s) (3.12)

Multiplicando ambos os lados da equagao (3.12) por (sI — A)™!, segue que:

X(s5) = (sI — A)"'BU(s) (3.13)

Substituindo (3.13) em (3.11),tem-se

Y(s) = [C(sI — A)"'B + D]U(s) (3.14)

Percebe-se que, ao comparar a Equagio(3.14) com a Equacao(3.7),

G(s)=C(sI-A)"'B+D (3.15)

Conforme visto, essa é a funcao de transferéncia em termos de A,B,C e D.

Como o lado direito da Equagdo(3.15) envolve (sI — A)~! G(s) pode ser expressa

da seguinte forma:
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Q(s)
G(s) = ———"— 3.16
)= ek (3.16)
Em que Q(s) é um polindémio em s. Conforme mostrado, [sI-A| é igual ao polindémio
caracteristico (denominador) de G(s). Portanto, os autovalores de A sao iguais aos polos

da func¢ao de transferéncia.

3.5 Controlabilidade

"Se para um sistema for possivel obter uma entrada capaz de transferir todas as
variaveis de estado de um estado inicial desejado para um estado final desejado, o sistema

é dito controlavel; caso contrario, o sistema é nao controlavel'(Nise, 2013, P.971).

Dado um sistema no espaco de estados descrito da seguinte forma

% = Ax + Bu (3.17)

y=Cx+Du (3.18)

Existe uma condicao suficiente e necessaria para garantir a controlabilidade com-
pleta de um sistema: se o posto da matriz de controlabilidade for igual a ordem dessa
mesma matriz, entao o sistema é totalmente controlavel (Ogata, 2010). O posto de uma
matriz é, por definigdo, o ntimero de filas (linhas ou colunas) linearmente independentes.

A matriz de controlabilidade, de ordem n, é definida por:

Cu=[B AB A°B ... A" 'B] (3.19)

A controlabilidade completa do sistema é um importante pré-requisito que deve
ser atingido para que uma relevante técnica de controle possa ser empregada com sucesso.

Tal técnica serd tratada mais a frente.

3.6 Observabilidade

Em muitos casos, na pratica, apenas algumas variaveis de estados estao disponiveis
para medicao. Diante dessa necessidade, surgiu o conceito de observador de estados.
Com base na medicao da saida, o observador de estados estima as variaveis e as usa
para realimentar o controlador. De acordo com Ogata (2010), o sistema sera considerado
completamente observavel se todo estado puder ser determinado pela observacao da saida

durante um intervalo de tempo finito, tqg <t < t;.
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A condicao suficiente e necessaria para que a observabilidade seja assegurada é que

o posto da matriz de observabilidade
o
CA
Oons = | CA?

_CAnil_

seja igual a ordem dessa matriz. Garantindo isso, a observabilidade esta satisfeita.

3.7 Alocacao de Polos

Esta é uma técnica de controle bem simples de ser empregada. Consiste em alocar os
polos de malha fechada do sistema para qualquer posi¢ao previamente estabelecida,usando
uma matriz de ganho K. A alocacao de polos é feita com base nas especificagoes de
desempenho que devem ser alcangadas como, por exemplo, maximo sobressinal e tempo

de acomodacao.

Existe uma condicdo necessaria e suficiente para que a alocagao de polos seja
possivel: o sistema deve ser de estado completamente controlavel. Uma vez que essa
condicao ¢ satisfeita, pode-se forcar o sistema a ter polos em malha fechada nas posi¢oes

desejadas.

No ambito da alocagao de polos, a lei de controle utilizada, sugerida por Ogata

(2010), é:

u=—Kx (3.20)

Dessa forma, a representacao em espaco de estados devida a lei de controle é:
x = (A—BK)x (3.21)
y=Cx+Du (3.22)
A representacao em diagrama de blocos, nessa configuracao, é mostrada na Figura

O préximo passo é mostrar como encontrar a matriz de ganho K, o qual sera

tratado a seguir.
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Figura 7 — Representagao em digramas de blocos considerando a matriz de ganho K

Sistema
de controle de
malha fechada

com u = -Kx.
G N g TN —»@)—»

> D

Fonte: Ogata, 2010

3.7.1 Determinacao da matriz de ganho K

Ha varias formas de se encontrar a matriz de ganho K. Neste trabalho foi utilizado

o método da substituicao direta.

Considerando que o sistema de controle é de estado completamente controlavel,

existe uma matriz K tal que:

[sI — A +BK]| = (s—ul)(s—p2)(s— p3)(s — ud)] (3.23)

Em que ul, p2, pu3 e pd sao os polos arbitrarios escolhidos. Assim, tem-se:

[sI — A +BK] = (s — ul)(s — pu2)(s — p3)(s — ud) (3.24)

Como ambos os lados da equagao caracteristica sao polindomios em s, igualando os
coeficientes de mesma poténcia em s, é possivel determinar os valores para pul, u2, u3 e pd.
Quando a ordem do sistema for maior ou igual a 4 (n < 4), o algebrismo para encontrar K
torna-se muito tedioso (Ogata, 2010); dessa forma, utilizou-se o software Scilab, a partir
do comando ppol, para realizar todas as iteragdes necessarias para encontrar a matriz de

ganho K.

Vale frisar que o comando ppol iguala os coeficientes de mesma poténcia da equacao
caracteristica com realimentacao com a equacgao do polindomio dos polos arbitrados e, entao,

encontra a matriz K. O comando no software Scilab é o seguinte:
Matriz de ganho K = ppol(A,B, polos arbitrados)

Considerando o sistema como uma planta que possui um integrador, é possivel
escolher a saida igual a uma das varidaveis de estado. Foi considerada, neste trabalho, a
saida y = r, que é a posicao da bola sobre o feixe. Nesta andlise, o sinal de referéncia
considerado foi a fungdo degrau. Neste estudo, utilizou-se o seguinte esquema de controle

por realimentacao de estado:
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R
,,;.

y=10 0 0 (3.25)
«
a'_
Xl_
X2

u=—10 Ko Kz - K| | |+Ki(r—x) (3.26)
X |

A Figura 8 mostra uma representacao em diagrama de blocos que retrata essa

altima andlise feita.

Figura 8 — Diagrama de blocos considerando que a planta possui um integrador

y=x

P
A
k, X,
Fonte: Ogata, 2010
Substituindo a Equacdo(3.25) na Equagao(3.3), tem-se:
x= (A -BK)x+K;r (3.27)
y=0Cx (3.28)

Essas duas equacoes serao avaliadas na analise dos resultados em um tépico futuro.
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3.8 Projeto de Observador de Estados

Conforme ja dito antes, o observador surgiu da necessidade de obter variaveis que
nao sao possiveis de se obter por mensuracao, pela falta de instrumentacao ou pelo custo
que isso causaria, por exemplo. Assim, o projeto de um observador faz o papel de estimar
essas variaveis para que o controlador possa ter acesso a elas e, entao, realizar o processo
de controle. No mundo dos observadores, ha dois tipos para serem projetados: o observador
de ordem plena e o observador de ordem reduzida. O primeiro é indicado quando nao se
tem acesso a todas as variaveis de estado do sistema. Ja o segundo ¢ indicado quando
se tem acesso a alguma(s) varidveis de estado e ndo se tem acesso a outras variaveis de

estado. Dessa forma, o observador estima essas variaveis nao medidas.

Nesta analise, sera considerado o observador de ordem plena, pois estd sendo
feita uma analise puramente computacional - e nao ha instrumentos para medir qualquer
variavel de estado. Dessa forma, o observador estimara todas as variaveis de estados e

enviard para o controlador fazer o processo de controle.

Na Figura 9, sera mostrado o esquema em diagrama de blocos do projeto de um
observador de estados, com realimentacao dos estados observados, feito no software Scilab,

desconsiderando quaisquer pertubagoes externas.

Figura 9 — Diagrama de blocos de um projeto de observador de estados

Referéncia [u(t)]

=i

u(t)

u(t)

Fonte: Autoria Propria

O modelo em espaco de estados do sistema ¢ :

x = Ax + Bu (3.29)
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y=0Cx (3.30)

O modelo matematico do observador é semelhante ao modelo do sistema original,
exceto por um termo adicional que incorpora o erro de estimacao na anélise feita. O erro

de estimacdo ou erro de observacao é a diferenca entre a saida medida e a saida observada.

X=A%x+Bu+ K. (y—Cx) = (A -K.C)x+Bu+K.y (3.31)

Em que
X é o estado estimado
Cx ¢é a salda estimada

K. é a matriz de ganho do observador. Essa matriz penaliza o termo de correlagao
entre a saida medida y e a saida observada Cx. Esse termo é muito importante, pois
corrige continuamente a saida do modelo e aumenta o desempenho do observador (Ogata,
2010).

A fim de obter o erro de estimacao, deve-se subtrair a Equagao(3.31) da Equa-
¢a0(3.29). Assim, tem-se:
X —%=Ax - A% - K, (Cx - C%) = (A - K, C)(x — %) (3.32)

Agora, definindo a diferenca x - X como sendo o vetor de erro e, tem-se:

e=x—X (3.33)
Dessa forma, a Equagao(3.32) torna-se:

é=(A—K.Ce (3.34)

A partir da Equacao (3.34) é possivel notar que os autovalores da matriz (A-KeC)
determinam o comportamento dinamico do erro. Se os autovalores forem estaveis, isto é,
se estiverem localizados no semiplano esquerdo do plano complexo, entao o vetor de erro

convergira para zero.

Prosseguindo a analise, e agora considerando u = —KX, e substituindo-o na

Equacao(3.29) , obtém-se:

%X = Ax — BK% = (A — BK)x + BK(x — %) (3.35)
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Substituindo a Equagdao(3.33) na equacao anterior, tem-se:

% = Ax — BKX = (A — BK)x + BKe (3.36)
Reforgando a Equacao(3.34) novamente, tem-se:

é = (A -KeC)e (3.37)

Combinando as equagoes (3.36) e (3.37), obtém-se:

-

Essa equacao descreve, finalmente, toda a dindmica do sistema realimentando por

A - BK BK
0 A -K.C

* (3.38)

(]

estado observado. Por fim, a equacao caracteristica do sistema torna-se:

sI— A+ BK -BK B
0 sI—A+K.C|
ou
[sI— A +BK][sI — A + KeC] = 0 (3.39)

Ao analisar a Equacgao 3.39, é possivel notar que os polos do sistema de controle
realimentado por estado observado sdo uma composicao dos polos obtidos pela alocagao
de polos e os polos decorrentes do observador. Isso implica dizer que se pode projetar
o sistema via alocacgao de polos separadamente e, depois, combina-lo com o projeto do
observador, pois ambos sao independentes entre si.Dessa forma, fica muito mais simples

realizar o projeto do controlador realimentado por estado observado.

3.9 LQR - Regulador Linear Quadratico

Esta técnica de controle utilizada é importante e se baseia no seguinte principio:
dado um sistema, o objetivo principal é minimizar um indice de desempenho a fim de
consumir o minimo de energia para atingir uma dada referéncia. A formula¢ao matematica
serd tratada a seguir, e serd fundamentada conforme Ogata (2010) sugere. Inicialmente,

uma parcela da representacao em espaco de estados é analisada, tal qual:

x = Ax + Bu (3.40)
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A técnica do LQR permite encontrar a matriz de ganho K do vetor de controle

otimo

u=—Kx (3.41)

A fim de minimizar o indice de desempenho

J= /OO(XTQX + u"Ru)dt (3.42)
0

Em que:
Q é uma matriz hermitiana definida positiva, semidefinida positiva ou real simétrica. A

ordem dessa matriz é igual a ordem da matriz A, a matriz dinamica do sistema.

R é uma matriz hermitiana definida positiva ou real simétrica. A ordem dessa

matriz é 1x1.

Basicamente, a matriz Q é uma matriz de ponderagao sobre as variaveis de estados,
indicando a importancia que se da as variaveis de estados. A matriz R, por sua vez,
pondera a acdo de controle indicando a importancia que se d4 & acdo de controle. E
importante informar que as matrizes R e Q sao matrizes arbitradas, de acordo com a
necessidade do problema. Informa-se que o indice "T"indica a transposta da matriz ou

vetor sobre o qual estd assinalado.

Conforme serd mostrado adiante, a Equagao(3.41) é a lei de controle étimo. Logo, se
os elementos desconhecidos de K forem encontrados para minimizar o indice de desempenho

(Equagao(3.42)), entao u=-Kx serd étimo para qualquer estado inicial x(0).

Nas dedugoes seguintes, considerou-se que o sistema ¢ estavel. Entao, os autovalores

da matriz [A-BK] sdo negativos.

Substituindo a Equagao(3.41) na Equagao(3.40), tem-se

% = (A—BK)x (3.43)

Ao substituir a Equacao (3.41) na Equagao (3.42), obtém:

J = /0 " x7(Q + KTRK)xdt (3.44)

Agora, fazendo

_—d(asTPx) (3.45)

x7(Q + K"TRK)x = 7
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Em que P é uma matriz hermitiana definida positiva ou simétrica real. Desse modo,

obtém-se

x7(Q + KTRK)x = —xPx — x'Px = —x"[(A — BK)"P + P(A-BK)|]x  (3.46)

Ao comparar ambos os lados da Equagao (3.46) , para qualquer valor de x, tem-se

necessariamente:

(A-BK)"P + P(A-BK) = —(Q + K'RK) (3.47)

Uma vez que (A—BK) é estavel, pode-se provar que existe uma matriz P que

satisfaga a Equagao(3.47).

Desse modo, ao resolver a Equagao(3.47) e se a matriz P for encontrada, o sistema

seré estavel.

Continuando o raciocinio, o indice de desempenho, dado na Equacao (3.44), pode

ser calculado como

J= /0 T XT(Q + KTRK)xdt = —x" (00)Px(00) + 27 (0) P(0) (3.48)

Uma vez que é suposto que os valores dos autovalores de (A—BK) tenham suas

partes reais negativas, o indice de desempenho ¢é reduzido a

J =x7(0)Px(0) (3.49)

Procedendo-se a solucao do problema do regulador quadratico 6timo, supoe-se, a

seguir, que R = TTT
Em que R é uma matriz hermitiana definida positiva ou real simétrica

Logo, a Equagao(3.47) toma o seguinte formato:

(AT ~K'B")P + P(A-BK) + Q + KTTTTK =0 (3.50)

A qual pode ser reescrita como

A"P +PA + [TK — (T 'B™)'[TK — (T")"'B’P]-PBR '+ Q=0 (3.51)

Como se quer minimizar J em relagao a K, necessariamente é requerida a minimi-

zacao de

x'[TK — (TT)"'B"P)"|TK — (T")'B"P]x (3.52)
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em relagdo a K. Uma vez que essa ultima equacao nao é negativa, o menor valor

acontece quando ¢é atingido zero ou quando

TK = (T")"'B'P (3.53)

Portanto,
K-TY(TH)'B'P =R 'B'P (3.54)

Essa ultima equagao fornece a matriz K 6tima. Dessa forma,

u=-Kx=—-(R'B"P)x (3.55)

A Equacao(3.54) deve satisfazer a Equagao(3.47) ou a seguinte equagao reduzida:

AP +PA -PBR'B" +Q =0 (3.56)

Essa tultima equacao recebe um nome especial: equagao reduzida de Riccati.

Agora, chegou-se a parte final da resolucao do problema do Regulador Quadratico

Linear. Basicamente, essa parte se resume em dois importantes passos:

1- Resolver a Equagao(3.56), a equagao reduzida de Riccati, a fim de encontrar a
matriz P. Se existir uma matriz P definida positiva, entdo o sistema é estavel, o que quer

dizer que os autovalores de (A-BK) tém parte reais negativas.

2- Substituir a matriz P encontrada na Equacao(3.54) e, entdo, encontrar a matriz

K 6tima.

Posteriormente, a técnica do LQR serd aplicada ao Sistema Ball and Beam com

base nesses ultimos dois passos apresentados.
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4 Modelagem matematica do sistema Ball

and Beam

Na Figura 10 segue a representacao ilustrativa de um sistema ball and beam aplicado

neste estudo:

Figura 10 — Representacao esquemética do sistema ball and beam estudado neste trabalho

L \

Ball 1 Beam

Gear

Fonte: Lv, Xiaohu, (2011)

Na Figura 10, tem-se que:
L é o comprimento da viga
r é a posicao da bola sobre a viga
a € a inclinagao da barra com relacao a horizontal
6 é a posicao angular do motor

d é o braco de alavanca do motor

Para determinar a equacgao que descreve o movimento da bola, utilizam-se as equa-
¢oes de Lagrange. Na modelagem, o efeito do atrito entre a bola e o feixe foi desconsiderado.
Além disso, nao esta sendo considerado qualquer tipo de distirbio externo ou ruido. As
equagoes de Lagrange, para um sistema de n graus de liberdade, tém a seguinte forma
(RAO, 2009):

d or orT ov

%(87%) - (87%) + (quj) = (Q))" (4.1)

Em que
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Oa.
gj = (&) ¢ a velocidade generalizada.

ot

(Q;)™ é a forca generalizada nao-conservativa correspondente a coordenada gene-
ralizada g; (esse termo, neste trabalho, é nulo, uma vez que nao estd sendo considerada

qualquer forca de cardter dissipativo).

Os termos T e V representam, respectivamente, as energias cinética e potencial

gravitacional da bola. Desse modo, tem-se

T:;mﬁf+;J@f (4.2)

Na Equacao(4.2), J é o momento de inércia da bola, e m é a massa da bola. J e m

sao relacionados entre si conforme a relacao a seguir:

2
J:ngQ (4.3)
Em que R é o raio da bola.
Na sequéncia, tem-se:
V = mgsen(a)r (4.4)

Em que ¢ ¢é a aceleracao da gravidade.

Substituindo a Equagao(4.2) e a Equagao(4.4) na Equacao(4.1), obtém-se a seguinte

equacao de movimento:

— )i+ mgsen(a) — mr(a)* =0 4.5
(Zm) gsen(a) (@) (4.5)
Uma vez que o sistema é considerado como linear, a linearizagao do feixe a=0 da a

seguinte aproximacao linear do sistema:

—— )7 + mgsen(«a 4.6
(o )i+ mgsen(a) (1.6)
Considerando pequenas variagoes para o dngulo «, tem-se que sen(a)~a. Assim,

tem-se:

J

Pode-se considerar que ha uma relagao proporcional entre « e . Isso quer dizer

que, dada uma variacao de 6, « variara de forma proporcional. Matematicamente, tem-se:
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d
S—— 4.
a 7 (4.8)

Substituindo a Equa¢do(4.8) na Equagao(4.7), tem-se:

( )i+ mgi& =0 (4.9)

RZ+m
Assim, tanto a Equagao(4.7) e a Equacao(4.9) podem ser usadas para representar

a dindmica do sistema.

A Tabela 1 mostra os valores para os parametros usados no presente trabalho.
Tais valores foram baseados de acordo com um projeto similar que o fabricante Quanser

utilizou em um experimento com o Ball and Beam.

Tabela 1 — Valores dos parametros adotados neste trabalho. Fonte:Quanser Inc.

Parametros Valores | Unidade de medida (SI) |
massa da bola (m) 0,064 kg
raio da bola (R) 0,0127 m
deslocamento do brago de alavanca (d) 0,0254 m
aceleracao da gravidade (g) 9,81 m/ s
comprimento da viga (L) 0,4225 m
momento de inércia da bola (J) 9,992107° kg.m?
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4.1 Representacao em Espaco de Estados do sistema estudado

Com a equagao de movimento que rege o sistema — a Equacao 4.7 — uma mudanca
de variaveis foi feita, de modo a representar o sistema em uma representacao de espago
de estados. A representacao por espaco de estados permite o acesso a todas variaveis do
sistema (Dorf e Bishop, 2015).

As variaveis de estados que serao levadas em consideracao neste trabalho sao as
seguintes: posicao e velocidade da bola bem como posicao e velocidade angulares da barra,

na seguinte ordem:
Posicao da bola = r
Velocidade da bola = r
Posicao angular = «
Velocidade angular = &

Conforme ja mostrado anteriormente, a representacao geral em espaco de estados

tem o seguinte formato:

x = Ax + Bu (4.10)

y=Cx+Du (4.11)

Para o presente caso, a representagdo em espaco de estados tem o seguinte formato:

0 1 0 0
T —mg r 0
1 loo 0
"l = (2 —) P (4.12)
al R2+m « 0 '
. 0 0 1|
Q « 1
0o 0 0
T
y=[100 0| (4.13)
[0
&

Substituindo os dados da Tabela 1, tem-se:
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¢l o1 o o][r] Jo
1 oo =7 o] |#| |0
"= T (4.14)
al {00 0 1]]a| |0
al |00 o oflal |1
T
,r',
y=[10 0 0 (4.15)
«
Em que
01 0 0
00 -7 0
A —
00 0 1
00 0 0
0
0
B =
0
1
C=[10 0 0

A matriz de controlabilidade,Cyg, €, entao igual a:

0 -7

-7
Cm =

_ o O O
S = O O

0
0

Apds uma andlise nessa matriz, conclui-se que o posto dela é 4. Uma vez que

o posto é igual a ordem da matriz, tem-se que o sistema é de estados completamente

controlaveis.

A matriz de observabilidade é dada por

10 0 0
01 0 0

Oane —

OBS T o 1 —7 0
00 0 -7
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O posto dessa matriz, como se pode ver, é 4. O sistema é totalmente observavel, ja

que o posto e ordem da matriz sao iguais.

Uma vez que o sistema é completamente controlavel e completamente observavel, a
técnica de alocagdo de polos pode ser empregada com sucesso. O préximo topico apresentara

como essa técnica foi aplicada e os resultados gerados.
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5 Resultados e discussoes das simulacoes nu-

méricas

5.1 Erro de observacao

Uma vez que se pretende obter o controle da posicdo da bola sobre o feixe, o
erro de observagao tratado aqui é a diferenga entre a posigao medida(real) e a posicao

observada(estimada) da bola.

Os polos do observador devem estar mais bem afastados a esquerda do plano
complexo do que os polos do controlador, pelo fato de forcar o erro de observagao convergir
mais rapidamente para zero (Ogata, 2010). Com base nessa premissa, os polos arbitrados

para o observador foram:
Polos do observador = {—8 -8 —10 —10}

A matriz de ganho do observador, K, considerando esses polos, é:

36
484
—411
—913,35
A matriz de ganho do observador foi obtida utilizando-se o software livre Scilab,

por meio do seguinte comando:
K. = ppol(A’, C’' ;polos do observador)’

Em que as matrizes A e C sao as matrizes definidas no Tépico 4.1 do presente
trabalho.
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Dessa forma, o erro de observacao, considerando a representacao esquematica da

Figura 9 e a matriz K, é apresentado na Figura 11 a seguir

Figura 11 — Erro de observagao obtido pela simulagao numérica.

Resposta de observacdo

e

o
-

Erro de observacao

T i o o o s s e e

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10
Tempo (s)

Fonte: Autoria Propria.

Como se pode ver, o erro de observacao converge rapidamente para zero, levando
pouco menos do que 1 segundo. Isso quer dizer que o projeto do observador esta atuando
de forma eficaz. Vale frisar que nao estao sendo considerados distirbios ou ruidos e nem o

atrito entre a bola e o feixe, por isso o erro converge rapidamente para zero.

5.2 Alocacao de Polos

Antes de partir para a andlise de resultados e discussoes, é necessario especificar
os requisitos de desempenho que servirao como critério avaliativo para as andlises dos
resultados. Sao eles:

e Maximo sobressinal inferior a 10
e Tempo de acomodacao inferior a 4 segundos
De acordo com Ogata (2010), esses parametros tém a seguinte definigao:

Maéximo sobressinal: maximo valor atingido pela curva de resposta do sistema,

medido a partir da referéncia.

Tempo de acomodagao: tempo necessario para que a curva de resposta alcance

valores numa faixa (normalmente de 2% a 5%) do valor final, al permanecendo indefinida-

mente.
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A Figura 12 mostra o que cada um desses requisitos de desempenho representa na resposta
transitoria. Na figura, M, representa o maximo sobressinal e ¢, representa o tempo de
acomodacao. Note que os outros requisitos de desempenho mostrados na figura nao estao

sendo analisados neste estudo.

Figura 12 — Resposta temporal mostrando os requisitos de desempenho.

c(f) h

Tolerancia aceitavel

>
/
|

0,5 [-=-~

0

[ —

--l—fﬂ—b—

t

Fonte: Ogata, 2010.

Além disso, nas analises seguintes, tomou-se cuidado para nao arbitrar os polos
muito a esquerda no plano complexo, pois isso tornaria o sistema nao-linear, e isso deve
ser evitado porque a modelagem matematica do sistema ball and beam esté considerando

que o respectivo sistema é linear (Ogata, 2010).

A Figura 13 mostra a resposta transitéria do sistema sem atuagao de controle.
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Figura 13 — Resposta do sistema sem controle.

Resposta do Sistema
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0 05 1 156 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10
Tempo (s)

Fonte: Autoria Propria.

A partir da Figura 13, constata-se que o sistema é instavel, pois a resposta nao
atingiu a referéncia desejada. No sistema fisico, isso implicaria que a bola rolaria para fora
do feixe. Portanto, faz-se necessaria uma acao de controle para controlar a posicao da bola

sobre o feixe.

Conforme dito no tépico sobre estabilidade (Tépico 3.4.2), um sistema é estavel se
os polos da funcao de transferéncia-que sao iguais aos autovalores da matriz do sistema -
estiverem no semiplano esquerdo do plano complexo. Isso quer dizer que a parte real do

polo é negativa. Partindo dessa consideracao que os polos foram arbitrados.

A fim de encontrar polos que satisfacam os requisitos de desempenho e que também
tenham uma resposta agradavel com relacao a entrada, foram arbitrados, primeiramente,

os seguintes polos:

pl = —0.541i
p2 = —0.5—1i
w3 = —142i
pd = —1-2i

A matriz de ganho K, de acordo com a Equacao 3.23, é:

K =[-0802 —1.07 825 3|

Substituindo-a na Equacao 3.27, tem-se:



5.2. Alocagio de Polos

53

A-BK =

o O o O

o O O =

O = O O

Assim, a equacao de estado do sistema projetado é:

QS O 3 3.

0 0 1
0 0 0
[-0.892 —1.07 825 3|=

0 0 0
1 0.802 1.07

10 0

0 -7 0

r

0o o0 1

0.802 1.07 —825 —3| |-0.892

0
-7
0
—8.25

1
-3

(5.

1)
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E, por fim, a equacao de saida é :

y=[10 0 0 ' (5.2)

A resposta transitéria, considerando os primeiros polos arbitrados, é apresentada

na Figura 14:

Figura 14 — Resposta do sistema com controle.

Resposta do sistema
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Fonte: Autoria Prépria.

Analisando-se a Figura 14, nota-se que a resposta atingiu a referéncia. No entanto,
os requisitos de desempenho nao foram atendidos. Primeiramente, o maximo sobressinal
estd em torno de 28%, o que estd em desacordo ao esperado inicialmente. Por fim, o tempo
de acomodacao esta em torno de 9 segundos, que é maior que o esperado no inicio. Diante
disso, novos polos devem ser supostos a fim de atingir o esperado. A seguir segue o segundo

conjunto de polos arbitrados:

pl = —2.0+1i
§2 = —2.0—1i
13 = —3.0+2i
pd = —3.0-2i

A matriz de ganho K, de acordo com a Equacao 3.23, é:
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K=1-9276 —11.70 42 10

Substituindo-a na Equacao 3.27, tem-se

01 0 0 0 0 1 0 0
00 =7 0 0 0 0 -7 0
A-BK = _ —99276 —11.7 42 10]:
0 0 1 0 0 0o 0 1
0 0 0 1 9976 11.7 —42 —10

Assim, a equacao de estado do sistema projetado é:

T 0 1 0 0 0
T 0 0 -7 0 0
= + r (5.3)
@ 0 0 0 1 0
o 9.276 11.7 —42 —-10 —9.27

E, por fim, a equagao de saida ¢é :

y=10 0 0 (5.4)

[ R

A resposta transitéria, considerando o segundo conjunto de polos, é mostrada na Figura
15:

Constata-se, ao analisar a Figura 15, que a resposta do sistema atingiu, de modo
agradavel, a referencia dada. Além disso, o maximo sobressinal também foi atendido, tendo
em vista que, pelo mostrado, o maximo sobressinal é praticamente nulo. Todavia, o tempo
de acomodacao atingido foi aproximadamente de 4,5 segundos, o que esta em desacordo

com o esperado inicialmente.

Como a resposta do sistema esta bem préxima do esperado, apenas um arbitrio

novo sera feito, a fim de atingir os requisitos esperados.

Assim, o terceiro arbitrio dos polos é :

pl = —4.54+1i
p2 = —4.5—1i
13 = —6+21

pd = —6-2i
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Figura 15 — Resposta do sistema com controle.
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Fonte: Autoria Propria.
A matriz de ganho K, de acordo com a Equacao 3.23, é:
K =[-121.30 —87.77 169.25 21]
Substituindo-a na Equacgao 3.27, tem-se
01 0 O 0 0 1 0 0
00 =70 0 0 -7 0
A-BK = —| | [-12130 —87.77 169.25 21 =
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 121.30 87.77 169.25 21

Assim, a equacao de estado do sistema projetado é:

7 0 1 0 0 0
7 0 0 -7 0 0
= T (5.5)
o} 0 0 0 1 0
o} 121.30 87.77 169.25 21 —121.30

E, por fim, a equacao de saida é :



5.8. LQR - Regulador Linear Quadrdtico 57

y=10 0 0 ’ (5.6)

Q

o.

A Figura 16 mostra a resposta transitéria considerando o terceiro arbitrio dos

polos:
Figura 16 — Resposta do sistema com controle.
Resposta do sistema
0.35
A R R S S O S O O O O e s s
0.2
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Fonte: Autoria Propria.

Agora, analisando a Figura 16, tem-se uma resposta de acordo com o esperado. A
resposta atinge a referéncia dada, o méaximo sobressinal também é obedecido, pois seu
valor é praticamente nulo e, por fim, o tempo de acomodacao - em torno de 3 segundos

pela Figura 16 - também ¢ atendido.

5.3 LQR - Regulador Linear Quadratico

Assim como na técnica de alocacao de polos, antes de partir para a analise dos
resultados, serao dados, de inicio, os requisitos de desempenho a serem a atingidos pela
presente técnica. Uma vez que se quer fazer uma comparagdo com a técnica anterior, serao

adotados os mesmos requisitos de desempenho.
e Mdximo sobressinal inferior a 10%;

e Tempo de acomodacao inferior a 4 segundos

Nesta analise, tomou-se cuidado para que os autovalores nao se encontrem muito a esquerda
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no plano complexo, pois isso tornaria o sistema nao-linear, e isso deve ser evitado porque

a modelagem matematica do sistema ball and beam esta considerando que o respectivo

sistema é linear.

A resposta do sistema sem controle continua sendo a mesma que a apresentada na

Figura 17.

(m)

Posic

Figura 17 — Resposta do sistema sem controle.
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Fonte: Autoria Propria.

Conforme ja dito anteriormente, pela Figura 17, tem-se que o sistema é instavel,
pois a resposta nao atingiu a referéncia. Com isso, a bola rolaria para fora do feixe. Desse
modo, faz-se necessaria uma acao de controle para controlar a bola sobre o feixe. De acordo
com 0 exposto no topico sobre o Regulador Linear Quadratico(LQR), deve-se arbitrar as
matrizes Q e R de tal forma a garantir que o exigido é cumprido. Neste caso, as matrizes
Q e R devem ser supostas tal que a resposta do sistema atinja a referéncia e cumpra os

requisitos de desempenho.

Uma vez definidas as matrizes Q e R, é possivel obter a matriz de ganho K por
meio da equacao de Ricatti 3.56. No software Scilab, ha dois comandos que serao tratados

a seguir que foram usados para obter a matriz de ganho K étima e os polos 6timos.

O primeiro é: A matriz de ganho K 6tima pode ser obtida computacionalmente

por meio do comando a seguir:
K=—Ilgr(P, Q, R) em que P é a matriz definida positiva
Q é a matriz de ponderacao sobre os estados

R é a matriz de ponderacao refente a acao de controle.




5.8. LQR - Regulador Linear Quadrdtico 59

Assim, uma vez conhecidas essas matrizes, pode-se encontrar facilmente a matriz

de ganho K 6tima.

Posteriormente, de posse da matriz de ganho K 6tima, pode-se obter os polos

6timos, que sdo os autovalores da matriz de (A—BK), por meio do seguinte comando:
Polos 6timos = spec(A—BK)

A partir deste ponto, o arbitrio das matrizes Q e R serdo mostrados por meio de

tabelas.

A Tabela 2 mostra o primeiro arbitrio:

Tabela 2 — Primeiro arbitrio dos parametros Q e R

Matriz Q Matriz R | Autovalores correspondentes
Q=diag([1 0 0 0]) | R=[0,002] -1.35£3.27i ; -3.274+1.35i1
Q=diag([1 0 0 0]) | R=[1,002] -0.62+1.50i ; -1.5040.62i
Q=diag([1 0 0 0]) | R=[1,502] -0.59+1.42i ; -1.4240.59i

A matriz Q foi escrita de forma a facilitar sua colocacao na tabela. Q= diag([1 0 0
0]) significa que Q é uma matriz 4x4 em que a matriz diagonal é composta pelos niimeros

[1 00 0] e o restante dos elementos da matriz sdo nulos. Entao, a matriz Q ¢é

o o o =
o O O O
o O O O
o O O O

O mesmo raciocinio serd aplicado nas matrizes Q que serao tratadas adiante.
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A Figura 18 mostra a resposta do sistema, considerando os dados da Tabela 2:

Figura 18 — Resposta do sistema com controle.
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Fonte: Autoria Propria.

Analisando-se a Figura 18, constata-se que a resposta do sistema conseguiu atingir
a referéncia dada nos 3 (trés) casos. No entanto, apenas o caso Q=([1 0 0 0]) e R=[0,002]
conseguiu atender aos requisitos de desempenho. Pela figura, tem-se que o tempo de
acomodacao é 4 segundos. Além disso, 0 maximo sobressinal estd em torno de 6%, o que

estd em acordo com o esperado.

Os outros dois casos, linhas azul e verde do grafico, ndo cumpriram o requisito de
desempenho referente ao tempo de acomodacao, pois, pela figura, o tempo de acomodacao,
relativo a essas duas respostas, estd em torno de 6 segundos, o que estd acima do valor

esperado (4 segundos).

Um aspecto importante relacionado ao que foi exposto acima é o seguinte: conforme
dito antes, a matriz Q é uma matriz de ponderacao relativa aos estados do sistema. A
matriz R é uma matriz de ponderacao relativa a acao de controle. Assim, nesse caso, a
matriz Q significa que apenas o primeiro estado é levado em consideracao e os outros 3
estados nao sdo levados em consideracao. Manteve-se a influéncia sobre o primeiro estado
do sistema constante (conforme especificado pela matriz Q) e variou a importancia dada a

acao de controle, conforme especificado pelos 3 casos estudados.
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A Tabela 3 mostra o segundo caso analisado:

Tabela 3 — Segundo arbitrio dos parametros Q e R

Matriz Q Matriz R | Autovalores correspondentes
Q=diag([1 0 1 0]) | R=][0,002] -3.2543.251 ; -1.934+1.93i
Q=diag([1 0 1 0]) | R=[1,002] -0.65£1.50i ; -1.50+£0.651
Q=diag([1 0 1 0]) | R=[1,502] -0.6141.42i ; -1.4240.61i
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A Figura 19 mostra a resposta do sistema, de acordo com os dados da Tabela 3:

Figura 19 — Resposta do sistema com controle.
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Fonte: Autoria Prépria.

De acordo com a resposta obtida na Figura(19), os 03 casos atingiram a referéncia
dada. Entretanto, apenas o caso Q=diag([1 0 1 0]) e R=[0,002] estd em conformidade
aos requisitos de desempenho: o méximo sobressinal estd em torno de 2,5% e o tempo de
acomodagao é proximo de 4 segundos, conforme o esperado. Por outro lado, os outros dois
casos, linhas azul e verde,estao em desacordo, pois o tempo de acomodacao, para esses dois

casos, ¢ algo em torno de 6,5 segundos, acima dos 04 segundos estipulados inicialmente.

Vale ressaltar que, nesse caso, a matriz Q significa que apenas o primeiro e o
terceiro estado sao levados em consideracao e os demais nao sao levados em consideracao.
Manteve-se a influéncia sobre o primeiro e terceiro estados do sistema constante (conforme
especificado pela matriz Q) e variou a importancia dada a agao de controle, conforme

especificado pelos 3 casos estudados.
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A Tabela 4 mostra o ultimo arbitrio estudado:

Tabela 4 — Terceiro arbitrio dos parametros Q e R

Matriz Q Matriz R | Autovalores correspondentes
Q=diag([1 11 1]) | R=[0,002] -22.34 ;-1,00 ; -1.874+1.88i
Q=diag([1 11 1]) | R=[1,002] -1.88 ; -1.01 ; -0.98+1.65i
Q=diag([1 1 1 1]) | R=][1,502] -1.71 ; -1.01 ; -0.90+£1.57i

A Figura 20 mostra a resposta do sistema, considerando os dados na Tabela 4.

Figura 20 — Resposta do sistema com controle.
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Fonte: Autoria Propria.

Conforme mostrado na Figura 20, a resposta do sistema atingiu a referéncia dada.
No entanto, apenas um requisito de desempenho nao foi atendido: o tempo de acomodagao.
Como se pode ver pela Figura 20, o tempo de acomodacao estd em torno de 6 segundos.
Como era esperado que o tempo de acomodagao fosse menor que 4 segundos, a resposta

nao esta de acordo com o esperado.

Por fim, ressalta-se que a matriz Q nesse caso esta levando em consideracao a
influéncia sobre todos os estados do sistema (conforme especificado pela matriz Q) e variou
a influéncia dada a agdo de controle, por meio da matriz R, conforme mostrado nos 3

Casos.
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6 Consideracoes Finais

Conforme mostrado no presente trabalho, tanto a técnica da alocacao de polos
quanto a técnica do LQR (Regulador Linear Quadratico) tiveram éxito em sua utilizagao,

visto que, por meio de ambas, conseguiu-se obter resultados satisfatérios.

Relativamente a alocacdo de polos, percebeu-se que, quanto mais a esquerda
estiverem os polos arbitrados, mais rapido o sistema atinge a referéncia e mais rapido
cumpre os requisitos de desempenho.Isso se deve ao fato seguinte: como se sabe, o polo -
ou autovalor- é composto por parte real e parte imaginaria. A parte real é responsavel por
adicionar amortecimento ao sistema e a parte imaginaria é responsavel pelas oscilagoes.
Quanto mais a esquerda os polos estiverem, maior serd o valor (em médulo) da componente
real do polo. Assim, mais amortecimento esta sendo adicionado. Desse modo, o sistema

sera mais amortecido e, com isso, a resposta sera mais rapida.

Com relacao ao LQR, percebeu-se que, uma vez fixada a matriz Q, ao aumentar o
valor da matriz R, a resposta do sistema conseguiu atingir a referéncia, mas nao conseguiu
cumprir os requisitos de desempenho. Isso se deve ao fato de que a parte real dos autovalores
é inversamente proporcional ao valor da matriz R. Assim, aumentando-se R, diminuiu-se a
contribuicao da parte real dos autovalores e, consequentemente, diminuiu o amortecimento

a0 sistema.

Deve ser ressaltado que os casos que nao cumpriram os requisitos de desempenho
- tanto na aplicagdo da alocacao de polos quanto na aplicacdo do LQR - produziram
respostas boas, isto é, embora nao tenham atendido aos requisitos de desempenho, suas

respectivas respostas temporais sao uteis.

Uma observagao importante que deve ser levada em consideragao é a seguinte:
deve-se tomar cuidado para nao alocar os polos muito a esquerda porque isso pode tornar
o sistema nao-linear, e isso deve ser evitado, pois toda a formulagao matematica é baseada

considerando o sistema linear (Ogata, 2010).

Talvez, uma pergunta no final naturalmente surge: qual das técnicas apresentadas é
a melhor? E a resposta é razoavelmente simples: depende. A melhor técnica a ser utilizada

depende da aplicacao a qual é solicitada.

Se for solicitada uma técnica que faga uma boa relacao entre a resposta desejada e o
custo de energia utilizada para alcangar o objetivo, entao a técnica do LQR é mais indicada.
Por outro lado, se nao for exigida nenhuma relacdo entre a resposta e a quantidade de
esfor¢o de controle para atingir o objetivo, entao a alocagao de polos é mais indicada.

Em ambos os casos, deve-se atentar ao fato de que, quanto mais rapida for a resposta
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solicitada, mais potente deve ser o motor utilizado e, portanto, mais caro.

6.1 Ideias para trabalhos futuros

e Fazer o aparato experimental do trabalho e comparar os resultados experimentais
com as técnicas estudadas neste trabalho.

e Aplicar técnicas de controle que envolvem desigualdades matriciais lineares

e Estudar técnicas de controle que levem em consideragao o sistema nao-linear
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A Script Utilizado

Script com os dados gerais

clc

clear

im=sqrt(-1); // nimero imaginario

m=0.064 // massa da bola

R= 0.0127 // raio da bola

g=9.81 // aceleragdo da gravidade

L=0.4255 // comprimento do feixe

d=0.0254 // distédncia do brago de alavanca
J=(2/5)*m*R"2 // momento polar de inércia da bola

K=-m*g/(((J/R"2)+m)) // constante

A=[0 1 0 0;00KO0; 000 1; 000 0] // matriz dindmica

B=[0;0;0;1] // matriz de entrada

C=[1 0 0 0] // matriz de saida

D=0; // matriz de transmissdo direta

Cont=[B A*B (A"2)*B (A~3)*B]// matriz de controlabilidade
Polosl=[complex(-4.5,1) complex(-4.5,-1) complex(-6,2) complex(-6,-2)] // polos arb
Polos2=[-8 -8 -10 -10] // polos do observador

posto=rank(Cont) // comando para calcular o posto da matriz de controlabilidade
disp(posto)

P=syslin("c",A,B,C) //matriz P positiva

Q=diag([1 0 1 0]) // matriz de ponderagdo Q

R=1.002 // matriz de ponderagdo R

Kc=-1qr(P,Q,R) // matriz K 6tima

Kg=ppol(A,B,Polosl) // matriz K do controlador

Ke=ppol(A’,C’,Polos2)’ // matriz de observabilidade

polos_otimos=spec (A-BxKc) // polos otimos

//SCRIPT DA TECNICA DA ALOCAGAO DE POLOS
clear

clc

load(’deslocamento_al.sod’) // resposta desejada
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load(’deslocamentol_al.sod’)//primeiro arbitrio dos polos
load(’deslocamento2_al.sod’)//segundo arbitrio dos polos
load(’deslocamento3_al.sod’) // terceiro arbitrio dos polos

figure()

a=gca()

plot(t,y,’black’,’linewidth’,4) // plot da resposta desejada
plot(t,y3,’g’,’linewidth’,4) // plot da resposta referente ao terceiro arbitrio
a.background=-2

a.labels font_size=b

legend (’Resposta desejada’,’Resposta obtida numericamente’,4) // legenda do grafico
title(’Resposta do sistema’,’fontsize’,5) // titulo do grafico

xlabel (’Tempo (s)’,’fontsize’,5) // eixo ""x"" do grafico

ylabel(’Posigdo (m)’,’fontsize’,5) // eixo ""y"" do grafico

xgrid

//TECNICA DO LQR
clear

clc

load(’deslocamento_lqr.sod’)//resposta desejada
load(’deslocamentol_lqr.sod’)//resposta do primeiro grafico apresentado
load(’deslocamento2_lqr.sod’)//resposta do primeiro grafico apresentado
load(’deslocamento3_lqr.sod’)//resposta do primeiro grafico apresentado
load(’deslocamento4_lqr.sod’)//resposta do segundo grafico apresentado
load(’deslocamento5_lqr.sod’)//resposta do segundo grafico apresentado
load(’deslocamento6_lqr.sod’)//resposta do segundo grafico apresentado
load(’deslocamento7_lqr.sod’)//resposta do terceiro grafico apresentado
load(’deslocamento8_lqr.sod’)//resposta do terceiro grafico apresentado
load(’deslocamento9_lqr.sod’)//resposta do terceiro grafico apresentado
figure()

a=gca()

plot(t,yy,’black’,’linewidth’,4) // plot da resposta desejada
plot(t,yyl,’r’,’linewidth’,4) // plot do primeiro grafico apresentado
plot(t,yy2,’b’,’linewidth’,4)// plot do primeiro grafico apresentado
plot(t,yy3,’g’,’linewidth’,4)// plot do primeiro grafico apresentado
plot(t,yy4,’r’,’linewidth’,4)// plot do segundo grafico apresentado
plot(t,yy5,’b’,’linewidth’,4)// plot do segundo grafico apresentado
plot(t,yy6,’g’,’linewidth’,4)// plot do segundo grafico apresentado
plot(t,yy7,’r’,’linewidth’,4)// plot do terceiro grafico apresentado
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plot(t,yy8,’b’,’linewidth’,4)// plot do terceiro grafico apresentado
plot(t,yy9,’g’,’linewidth’,4)// plot do terceiro grafico apresentado

a.background=8

a.labels font size=5

legend (’Resposta desejada’,’Q=diag([1 1 1 1]);R=[0,002]’,’Q=diag([1 1 1 1]);R=[1,00
title(’Resposta do sistema’,’fontsize’,5) // titulo do grafico

xlabel(’Tempo (s)’,’fontsize’,5)//eixo "x" do grafico

ylabel(’Posig&o (m)’,’fontsize’,5)//eixo "y" do grafico

xgrid
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