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Resumo

Com o avango tecnologico, aumentou-se bastante a demanda por
processos controlaveis, estaveis e que processem uma resposta desejada de
forma rapida e segura. Do simples processo de controle de temperatura de uma
geladeira até o controle de sistemas aplicados em veiculos espaciais o controle
automatico é essencial. Dentro do universo da engenharia de controle, existem
muitas técnicas que podem ser aplicadas, de acordo com a necessidade
especifica. Isto posto, este trabalho tem como objetivo apresentar uma
modelagem e simulagdo de um sistema mesa e bola. A modelagem matematica
¢ feita através do uso do balango de energia do sistema, permitindo um conjunto
de equacdes diferenciais que é linearizado e reescrito no espacgo de estados.
Simulagdes numéricas sao utilizadas para verificar o comportamento do sistema
quando o mesmo ¢é sujeito a sinais de entrada como impulso unitario, degrau
unitario e senoide. Todas as simulagdes numéricas foram realizadas no software

livre Scilab.

Palavras chave: Ball and Plate, Mesa e Bola, Espaco de estados, Modelagem

matematica



Abstract

With technological advances, the demand for controllable, stable
processes that process a desired response quickly and safely has increased.
From the simple process of controlling the temperature of a refrigerator to the
control of systems applied to space vehicles, automatic control is essential.
Within the universe of control engineering, there are many techniques that can
be applied, according to the specific need. That said, this work aims to present a
modeling and simulation of a ball and plate system. Mathematical modeling is
done through the use of the energy balance of the system, allowing a set of
differential equations that is linearized and rewritten in state space. Numerical
simulations are used to verify the behavior of the system when it is subjected to
input signals such as unit impulse, unit step and sinusoid. All numerical

simulations were performed using the free software Scilab.

Keywords: Ball and Plate, State space, Mathematical modeling
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1. INTRODUCAO

O conceito de sistemas € amplo e pode se estender a diversas areas da
ciéncia. Contudo, para a engenharia, eles sao definidos por Morton (1959) como
uma integracdo composta de dispositivos, estruturas especializadas e
subfungdes, onde os métodos tendem a otimizar a fungao geral do sistema de
acordo com a ponderagao dos objetivos e para utilizar a maior capacidade de
suas partes. Isso implica que um sistema fisico € considerado um conjunto de
entidades materiais que estao vinculadas e possuem processos individuais com
um objetivo em comum. Essas partes podem incluir tudo que é necessario para
produzir resultados relevantes para o sistema, como hardwares, softwares,
documentos, instalagdes, etc. Elas tém como objetivos influenciar propriedades,
qualidades, caracteristicas, fungdes, comportamento ou performance do sistema
como um todo. Contudo, com a implementagcdo de um controle das variaveis, o
comportamento do sistema deve ter mais chances de ser como esperado.
Conseguir controlar uma planta consiste em ter sucesso na atuagao sobre a
mesma de forma a obter respostas de acordo com objetivos previamente
estabelecidos. Isso pode ser incluido em todos os tipos de modelos, diagramas,
simulagdes, equacbes e etc. Modelar o conjunto é essencial para a
implementagdo de um controle, pois ajuda a entender o funcionamento do
mesmo. Para tornar a modelagem matematica de sistemas eletromecanicos
possivel é necessaria uma simplificagao, por isso deve ser feita a separagao dos
processos. Ainda assim, podem aparecer problemas relacionados a eficacia do
controle para situagbes extremas. Antes da década de 30, a modelagem
consistia em equacgdes diferenciais, até que Minorsky propds a primeira estrutura
de um controlador em 1922. Em 1940, controladores PID ja eram
comercializados (principalmente com o surgimento do método de sintonizagao
de Ziegle-Nichols em 1942). Até a década de 50, sistemas SISO conseguiram
ser implementados e o controle classico surgiu. Na década de 70, os primeiros
computadores comerciais comegaram a ser utilizados como controladores em
sistemas de controle de grande porte. Nessa época ja existia controle 6timo,
moderno, com variaveis de estado e multivariavel. Para a redugao de custos, o

Controlador Logico Programavel foi implementado, sendo um computador
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projetado para trabalhar no ambito industrial. Desde entdo, o controle n&o-linear,
adaptativo e preditivo sdo os que tém sido mais explorados. Um dos problemas
que comegaram a aparecer com o desenvolvimento da robética foi a detecgéo
de posicao. A tentativa de criar sistemas autbnomos passou a incluir um controle
de deslocamento de forma a deixar precisa seus movimentos e medigdes. Com
isso, diversos sistemas mais simples foram utilizados para testar os tipos de
controle com essa finalidade. Atualmente, o controle de posicédo tem aplicagdes
variadas, desde protdtipos caseiros, trabalhos de fins académicos a sistemas
complexos. Em busca de uma precisdo maior nos movimentos, motores de
passo foram introduzidos a essa area. De acordo com Whatls (2005), em
traducéo livre, "motor de passo € um tipo especial de motor elétrico que move
em incrementos, ou passos, ao invés de girar suavemente como um motor
convencional faz. O tamanho do incremento € medido em angulo e pode variar
com sua aplicagado". Sendo assim, quanto menor 0 passo, mais preciso o

controle realizado por ele sera.

1.1. OBJETIVO

A proposta do projeto é produzir uma mesa com centro estavel e
angulagao variavel, através do uso de servomotores de alta precisdo em dois
lados perpendiculares entre si, comumente conhecido como mesa e bola. Dessa
forma, espera-se que seja possivel movimentar uma esfera qualquer colocada
em cima do plano e realizar um controle de posi¢cao sob ela. O propédsito da
criacao dessa iniciativa é que o trabalho seja utilizado para fins didaticos, para a
implementagao e teste de variadas estratégias de controle. Ele busca unir as
areas de modelagem, controle, fabricacdo e processamento de imagens, de
forma a gerar um mecanismo que pode ser reconfigurado e utilizado para
simulagdes praticas. Este documento tem como objetivo dar a base tedrica para
a execucao do projeto, bem como explicar detalhadamente tudo o que foi
realizado para o seu funcionamento. Ele sera dividido entre a parte mecanica,
de processamento de imagens e o controle, separadamente, para que depois
seja realizada a conexao entre elas. Por fim, esse arquivo mostrara alguns dos

testes feitos e dara uma resposta para a implementacao desta aplicagao.
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1.2. SISTEMA MESA E BOLA ESTUDADO NESSE TRABALHO
Um sistema mesa e bola consiste em um sistema formado por uma placa

um uma bola que deve ser equilibrada sobre a placa, conforme a Figura 1 abaixo.

Figura 1 - Exemplo de um sistema fisico mesa e bola

Fonte: Project Hub

Este sistema € interessante para o estudo pois permite analisar a relagao
entre varias entradas (sinais de entrada) e varias saidas. O comportamento do
sistema sujeito aos sinais de entrada tipo impulso unitario, degrau unitario e
senoide permite verificar se 0 modelo obtido de fato corresponde a dindmica do

sistema mesa e bola.

1.3. TEORIA DO SISTEMA DE CONTROLE

A teoria de controle é uma area da matematica aplicada cujo foco € a
analise e o projeto dos chamados sistemas de controle, isto €, sistemas que
permitem a atuacdo de uma entrada no sistema que pode influenciar o
comportamento do mesmo. A pergunta basica da teoria de controle € como
projetar esta entrada de modo a se obter um comportamento desejado. Devido
a sua versatilidade, a teoria de controle encontra aplicacbes desde em
problemas de engenharia, como robotica, até problemas de economia e
ecologia. Os sistemas de controle sdo uma parte integrante da sociedade

moderna. InUmeras aplicacdes estdo a nossa volta: os foguetes sédo acionados,
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e 0 Onibus espacial decola para orbitar a Terra; envolta em jatos de agua de
resfriamento, uma peca metélica € usinada automaticamente; um veiculo
auténomo distribuindo materiais para estacdes de trabalho em uma oficina de
montagem aeroespacial desliza ao longo do piso buscando seu destino. Estes
sdo apenas alguns exemplos dos sistemas controlados automaticamente que

podemos criar (Nise, 2012).

O comportamento dos sistemas dinamicos pode ser avaliado a partir de
modelos matematicos quantitativos, em que as variaveis do sistema s&o
analisadas para comporem o modelo matematico. Como o0s sistemas sao
dindmicos, podemos descrevé-los usualmente por equacdes diferenciais, onde
€ possivel obter uma representacao matricial compacta conhecida como espaco
de estado, no qual podemos aplicar um sinal de entrada e observar a saida, por
exemplo. Estes sistemas podem ser representados por uma Unica entrada e por
uma Unica saida (sistemas SISO, do inglés Single Input, Single Output) e podem
também ser representados por multiplas entradas e mdultiplas saidas (sistemas
MIMO, do inglés Multiple Input, Multiple Output). Os parametros que definem a
dindmica de um sistema podem, ainda, serem variantes ou invariantes no tempo
(Oliveira, 2014).

O principal problema no projeto de um sistema de controle é encontrar
uma lei de controle que permita que a dinamica do sistema se comporte de
acordo com o esperado, garantindo boa estabilidade e propriedades de
desempenho desejaveis (Santos, 2008). Dentro da teoria de controle, existe uma
infinidade de técnicas que podem ser empregadas com esse intuito. A técnica
de alocacdo de polos, por exemplo, é empregada nos casos em que se pode
fazer uma escolha de polos a fim de estabilizar o sistema. Ha, ainda, a técnica
PID (muito usada na indudstria) que, dado um sistema com uma entrada e uma
saida, permite obter a saida com base no controle dos parametros P
(proporcional), | (integral) e D (derivativo). Ha, também, a técnica do LQR
(Regulador Linear Quadrético), que tem, como objetivo, minimizar o indice de
desempenho com base em uma lei de controle 6tima, a fim de obter a melhor
resposta possivel com a menor quantidade de energia (Ogata, 2010). Ademais,
temos também os observadores de estado, usada quando ndo é possivel

observar todas as variaveis de estado de um sistema dinamico, pois as medicfes
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podem ser dificeis de obter. Um observador de estado estima as variaveis de
estado baseado nas medidas das variaveis de saida e das variaveis de controle.
Os observadores de estado podem ser de ordem plena quando todas as
variaveis do sistema sao observadas, ou podem ser de ordem reduzida quando

necessitamos apenas observar as variaveis ndo mensuraveis (Ogata, 2010).
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2. FUNDAMENTOS DA TEORIA DE SISTEMAS DE CONTROLES

2.1. SISTEMA EM MALHA ABERTA E MALHA FECHADA

Um sistema em malha aberta € um sistema em que a saida nao exerce
nenhuma influéncia sobre a entrada. Em outras palavras, isso quer dizer que o
sinal de saida ndo € comparado com o sinal de referéncia. Trazendo isso para
um exemplo prético, utilizaremos a velocidade de um veiculo como objeto de
estudo. Assim, numa estrada plana, vamos supor que o motorista deve aplicar
uma forca X no pedal do acelerador (entrada) para manter a velocidade
constante em 60 km/h (saida). Por ndo possuir uma realimentacao, esta que esta
presente no sistema em malha fechada, o veiculo vai sempre imprimir o mesmo
torque para uma entrada X no acelerador. Ainda assim, ao subir uma ladeira, o
torque resultante de X ndo serd mais suficiente para manter a velocidade em 60
km/h, uma vez que haverd perturbacdes no sistema (a desaceleracdo gerada
pela forca gravitacional) e essa € a principal desvantagem de um sistema em
malha aberta. Como n&o ha o rastreamento da saida, em caso de interferéncias
externas, o resultado do sistema muito provavelmente ndo correspondera as
expectativas. Ainda assim, a malha aberta é muito utilizada por ser de facil

implementacéo e de baixo custo.

Por outro lado, um sistema em malha fechada - ou sistema com
realimentacdo - € um sistema que faz uso do sinal de saida e o compara
continuamente com o sinal de entrada. A diferenca entre o sinal de saida e o
sinal de entrada - o sinal de erro - realimenta o controlador a fim de minimizar o
erro e, com isso, acertar a saida ao sinal de entrada desejado. Voltando ao
exemplo do veiculo, vamos supor agora que ha um sensor que ira verificar em
tempo real a velocidade de saida do automdvel. Assim, por meio dessa
informacéo, o sistema que controla a velocidade do carro sabera que, ao subir
uma ladeira, o torque impresso pela entrada X ndo esta mais sendo suficiente
para manter a velocidade constante em 60 km/h. Entéo, ele devera aumenta-lo
até que a velocidade desejada seja obtida. Ou seja, independente de

perturbacdes externas, a saida sempre rastreara a referéncia.
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Portanto, vemos que, para diferentes aplicagbes e objetivos, as teorias
basicas que envolvem o Controle de Sistemas podem ser aplicadas de modo a

obter diferentes resultados.

. . 1
Para os exemplos mostrados abaixo utilizamos G(s) = .

Figura 2 - Sistema em malha aberta

uft) 1 yith

1+5J

Fonte: Propria

Figura 3 - Sistema em malha fechada

uit)

[,

yit)

jz 1+s T

Fonte: Prépria

2.2.  FUNCAO DE TRANFERENCIA: O MODELO CLASSICO

Em sistemas de controle, um dos questionamentos mais frequentes € de
como a saida esta relacionada com a entrada. Diante de duvidas dessa natureza,
surgiu a ideia de estudar a relacdo entre a saida e entrada. Assim, surgiu a
funcdo de transferéncia, que é a relacéo entre a Transformada de Laplace da
saida e a Transformada de Laplace da entrada desse sistema, assumindo as
condicdes de iniciais nulas. O termo é frequentemente utilizado para se referir
exclusivamente a sistemas lineares invariantes no tempo. A maior parte dos
sistemas reais possuem caracteristicas de entrada/saida nao-lineares, mas
diversos sistemas, quando operados dentro de parametros nominais, tém um

comportamento que é tdo proximo de um comportamento linear que a teoria de
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7

sistemas lineares invariantes no tempo € uma representacdo aceitavel do

comportamento de sua entrada e saida.

Considerando um sistema linear, invariante no tempo, o qual pode ser

descrito pela equacéo diferencial a seguir, tem-se:

a0y™ + a;y" 1+t ap 1y + ayy (2.1)
= box™ + byx™ L + -+ by_1X + bypx

Em que y é a saida e x € a entrada e supondo que n > m.

Conforme dito acima, a funcao de transferéncia nada mais é que a relacao
da transformada da Laplace de saida e transformada de Laplace da entrada,
assumindo condi¢Bes nulas. Matematicamente, esta relacdo é expressa da

seguinte forma:

) o L[saida] (2.2)
Funcao de transferéncia = G(s) = m
Y(s) _ bys™ + b15m_1 + o+ by1S + by (2:3)

X(s) a0s®+a;s"l+-+a, 5 +a,

O estudo dos sistemas de controle automaticos necessita de conjuntos de
equacdes diferenciais simultaneas para descrever seu comportamento dinamico.
O controle de variaveis especificas necessita que as variaveis controladas se
relacionem com as variaveis de controle (Dorf & Bishop, 2013). Este
relacionamento pode ser representado pela funcéo de transferéncia de um dado
subsistema que principalmente pode estar relacionando as variaveis de entrada
e as variaveis de saida (Ogata, 1997). As equacdes diferenciais ordinarias (EDO)
que representam o comportamento dinamico destes subsistemas sao de
complexa resolugdo. Através da transformada de Laplace a resolugcdo de
equacdes diferenciais através de equagbes polinomiais bem mais simples.
Através da transformada de Laplace a resolucdo de equacdes diferenciais
atraveés de equacdes polinomiais bem mais simples. Ela realiza a transformacéo

de fungcbes no dominio do tempo para fungbes no dominio das frequéncias. A
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transformada inversa de Laplace faz a transformagfes de fun¢des no dominio

das frequéncias para o dominio do tempo (Ogata, 1997)

A utilidade da Transformada de Laplace reside no fato de que equacdes
"complicadas” (equag0Oes diferenciais lineares a coeficientes constantes) podem
ser transformadas em equacfGes mais simples (equacdes algébricas). Além
disso, fungbes usuais em controle como degraus, sendides, exponenciais,
sendides amortecidas, podem ser transformadas em func¢des racionais;
operacdes como diferenciagéo e integracado também podem ser substituidas por

operac0Oes algébricas

A transformada de Laplace de uma funcéo f(t), comt > 0, indicada por

L{f (t)} ou F(s) é dada pela formula:

oo 2.4
L) = F(s) = f e~StF(6)dt (2.4)

0

A transformada € definida para todo s para o qual a integral:

e 2.5
f e Stf(t)dt (2:5)
0
convirja e para todo s para o qual:
b (2.6)
: —st
bl_l)rpoo e Stf(t)dt

0

seja finito

De um ponto de vista diferente, a transformada de Laplace € uma maneira
de comparar a fungdo f(t) com funcdo exponencial no intervalo [0, +o) usando
a integral como instrumento de comparacao. A transformada de Laplace € parte
de uma classe de transformadas, chamadas de transformadas integrais, que

possuem sua forma geral igual a:
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B (2.7)
F(s) =j G(s,t)f(t)dt
A

onde G(s,t) € uma funcdo dada. Também podemos tomar uma
transformada integral, como qualquer transformada linear da forma acima
descrita, com G(s,t) sendo o nucleo da transformada. O que difere de uma
transformada para a outra sdo exatamente a escolha do nucleo e dos limites de
integracédo A e B. Por exemplo, a transformada de Laplace tem como nucleo da
transformada a funcdo exponencial et e seu limite de integracéo vai de 0 a +

00,

7

Uma vantagem das funcdes de transferéncias € que as equacoes
diferenciais e integrais complexas sdo transformadas em equacdes algébricas
simples e faceis. Outra vantagem € sua facilidade de ser aplicada a sistemas em
que h& apenas uma Unica entrada e uma Unica saida. Entretanto, uma limitacdo
da mesma € o fato de conseguir exprimir informac6es apenas de sistemas em
gue ha uma Unica saida e uma Unica entrada. Para sistemas de mdultiplas
entradas e multiplas saidas, o método classico ja ndo pode ser aplicado. Diante
disso, surgiu o método em espaco de estados, também chamado de método

moderno

2.3. ESPACO DE ESTADOS: O MODELO MODERNO

Diante de novos desafios, 0s quais ndo eram possiveis ser resolvidos com
base no método classico, 0 método moderno foi criado e implantado como peca
chave para solucionar os problemas. O problema da massa de um missil, por
exemplo, que varia em funcdo do tempo a medida que o propelente vai sendo
consumido durante o voo, pode ser muito bem analisado dentro do escopo do
espaco de estados (Dorf e Bishop, 2015). A representacdo em espaco de
estados fornece uma maneira pratica e compacta para modelar e analisar
sistemas com multiplas entradas e saidas. Com p entradas e q saidas, teriamos,
de outra forma, que escrever transformadas de Laplace para codificar todas as
informacdes sobre um sistema. Diferentemente da abordagem no dominio da

frequéncia, o uso da representacdo no espaco de estados ndo se limita a
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sistemas com componentes lineares e com condi¢des iniciais nulas. O termo
‘espaco de estados’ refere-se ao espaco cujos eixos sdo as variaveis de estado.

O estado do sistema pode ser representado como um vetor dentro desse espaco.

Dentre as vantagens da representacdo no espacgo de estados estédo a
notacdo matricial compacta que facilita muitas manipulacdes complexas, as
equacdes de estado fornecem um modelo matematico de grande generalidade,
pode descrever sistemas lineares e também né&o lineares, pode descrever
sistemas invariantes no tempo e também variantes no tempo e principalmente a
aplicabilidade e adequacao para sistemas com multiplas entradas e multiplas
saidas. Um sistema é representado no espaco de estados pelas equacdes
abaixo:

x = Ax + Bu

2.8
y=Cx+ Du (28)

Definindo cada um dos termos:

e A matriz A é a matriz dindmica do sistema. Essa matriz representa,
conforme o nome sugere, toda a dinamica do sistema a ser analisado;

e A matriz B € a matriz de entrada, a qual se relaciona a entrada;

e A matriz C é a matriz de saida. Conforme sua ordem, pode-se obter
guantas saidas se desejarem, dependendo da necessidade;

e A matriz D é a matriz de transmissdo direta. Essa matriz depende de
influéncias externas ao sistema, como, por exemplo, distlrbios. Em todo
o presente trabalho, ndo sao considerados distirbios em sua
implementag&o. Assim, essa matriz tera valor nulo;

e O vetor x € o vetor de estados;

e O vetory é o vetor de saida;

e O vetor u € a acao de controle que esta atuando sobre o sistema.

As equacdes 2.8 sao extremamente importantes e servirdo de base para

as andlises futuras que estédo presentes neste trabalho.

A figura abaixo mostra uma representagcdo em diagrama de blocos do

sistema representado em espaco de estados:
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Figura 4 - Representacdo em diagrama de blocos do sistema em espaco de estados

] v
-

o :::___}:\ |"l

Fonte: Propria

2.4. ESTABILIDADE

O conceito de estabilidade é peca crucial para a sintese de sistemas de
controle realimentados, ndo sendo uma especificagdo, mas sim um pré-requisito
para o sucesso do projeto. Diante dessa afirmacéo, surge um questionamento:
como se define um sistema estavel ou instavel? Existem diferentes formas,
dependendo do rigor matematico da definicdo e da sua aplicacao pratica. Uma
delas é a seguinte: Um sistema é considerado estavel se para toda entrada
limitada ele produz uma saida limitada, n&o importa qual seja o0 seu estado inicial.
Todo sistema que néo € estavel de acordo com a definicdo acima sera chamado
de instavel. Para completar a definicdo considere que: Limitada é uma entrada
gue sempre permanece entre limites inferior e superior (por exemplo, senoidal,
degrau, mas ndo a rampa). Saidas ilimitadas existem somente em teoria e ndo
na pratica, ja que todas as quantidades fisicas séo limitadas. Entdo, o termo

“ilimitada" significa muito grande.

A resposta temporal de um sistema de controle tem, em sua composic¢ao,
a soma da parte forcada e a parte natural (Nise, 2013). Matematicamente, a

afirmacao de Nise pode ser expressa da seguinte forma:

Ytotal(t) = Ynatural(t) T Yforcada(t) (29)
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Diante deste cenario, tem-se as seguintes defini¢des:

e Um sistema é estavel quando a resposta natural tende a zero a medida
gue o tempo se aproxima do infinito.

e Um sistema € instavel quando a resposta natural tende a infinito quando
o tempo se aproxima do infinito.

e Um sistema é marginalmente estavel quando a resposta natural oscila
sem aumentar ou diminuir sua amplitude quando o tempo se aproxima do
infinito.

Agora, considerando a resposta forcada, tem-se que:

e Um sistema é estavel se uma entrada limitada produzir uma saida
limitada.
e Um sistema € instavel se uma entrada limitada produzir uma saida

ilimitada.

Fisicamente, um sistema instavel ndo pode ser projetado, pois, se a
resposta natural tender ao infinito, isso pode causar danos as estruturas

adjacentes e as pessoas proximas.

Na prética, como dito acima, todo sistema de controle projetado deve ter

como pré-requisito ser estavel.

7

Dado um sistema em malha fechada, € possivel determinar sua
estabilidade com base na localizacdo dos polos no plano complexo (Ogata,
2010). A estabilidade de um sistema linear malha fechada é determinada pela
localizacdo dos polos da equacdo caracteristica malha fechada no plano. Se
qualquer um destes polos estiver no semiplano direito do plano, entdo, com o
decorrer do tempo, eles dardo origem ao modo dominante e a resposta

transitoria aumentara monotonamente ou oscilara com amplitude crescente.
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Figura 5 - Relacdo da estabilidade com base na localiza¢éo dos polos no plano
complexo.

Fonte: Franklin, 2013

2.4.1. ESTABILIDADE NO METODO CLASSICO

Existe um método - o critério de Routh-Hurwitz - que é usado no campo
da Engenharia que mostra a posi¢éo dos polos, no plano complexo, da equagéo
caracteristica da funcdo de transferéncia. Vale ressaltar que o método mostra a
posicéo dos polos (sua localizagéo no plano complexo), ndo suas coordenadas
(Nise, 2013).

Este método tem fundamento em basicamente dois passos.

e Primordialmente é preciso criar uma tabela de dados

e Por conseguinte, € necessario interpretar a tabela corretamente para

verificar a posi¢ao dos polos.

Considerando, a fim exemplar, um sistema de ordem 4 representado pela
equacédo abaixo, tem-se:

N(s) (2.10)
a,s* + ass3 + a,s? + a5+ q

G(s) =
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denominador = q(s) = aus* + azs® + a,s? + a;s + aq (2.11)

A tabela de Routh-Hurwitz, considerando o sistema acima, pode ser

representada da seguinte forma:

Tabela 1 - Tabela para execug¢édo do método de Routh-Hurwitz

s* a, a, ay
s3 a, as as
52 b, b, bs
st C1 Cy C3
59 d, d, ds

Fonte: Prépria

Para o exemplo acima de ordem 4, ndo temos nenhum valor elevado a 52

poténcia, ou seja, az=0

Tabela 2 - Tabela para execucdo do método de Routh-Hurwitz

s* Qo a Ay
s3 a, as 0
e b, b, b
st o ) 3
50 d, d d

Fonte: Prépria

Para descobrir os valores faltantes da tabela, basta usar as formulacdes

abaixo:



|ao ay
a 0
bz = 1a
1
a, O
0
by = “E— =0
1
a, a3|
_ b b,
1 b,
a; O
C2 == blb O = O
1
a;, 0
b; O
= =0
3 b,
by b,
c 0
d, = 1C
1
b; 0|
0
dz = Clc = 0
1
b, O|
0
d3 = Clcl =0

Substituindo os valores encontrados na tabela, temos que:

24
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Tabela 3 - Tabela completa obtida a partir do método de Routh-Hurwitz

S a, a, ay
s3 a, as 0
|a0 a2| |a0 Ay
a, a a 0
SZ 1 3 b2 — 1 O
a, as
b bl
st 1= b 0 0
1
by b,
c 0
s° d, = —* 0 0
C1

Fonte: Prépria

A interpretacao certa a se fazer € a que o numero de polos no lado direito
do plano complexo é igual ao nimero de mudanca de sinal na primeira coluna.
Conclui-se, entéo, que para o sistema ser estavel ndo deve ter troca de sinal na

primeira coluna.

2.4.2. ESTABILIDADE NO METODO MODERNO

A estabilidade, neste caso, € atingida quando os autovalores da matriz A
estiverem no lado esquerdo do plano complexo. E possivel mostrar que os
autovalores da matriz A sdo iguais aos polos da funcédo de transferéncia do

sistema.

A fim de exemplificar o que foi dito acima, inicialmente considerando um

sistema cuja funcao de transferéncia é dada por:

Y (s) (2.12)

Utilizando as formulagfes para um modelo no espaco de estados, ja vimos

que:

% = Ax + Bu (2.13)
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y =Cx+ Du

Sendo:

e X é 0 vetor de estados
e U é aentrada

e Yy éasaida

Aplicando a transformada de Laplace nas equacdes do espaco de

estados, temos:
sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s)

Y(s) =CX(s) + DU(s) (2.14)

Considerando condic¢des iniciais nulas e simplificando as formulacoes,

temos:

(sI —A)X(s) = BU(s) (2.15)

Multiplicando os dois lados da equacéo por (sI — A)~1, temos:

X(s) = (sI —A)"1BU(s) (2.16)

Substituindo, temos que:

Y(s) = [C(sI—A)"'B + D]U(s) (2.17)

Percebe-se, comparando:

G(s)=C(sI—A)B+D (2.18)

Esta é a funcéo de transferéncia em termos de A, B, Ce D

Como o lado direito da equacdo envolve (sI —A)™!, G(s) pode ser

expressa dessa forma:
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Q(s) (2.19)

‘O =i-a

Em que Q(s) é um polinbmio em s. Conforme mostrado, |sI — A| é igual
ao polinémio caracteristico (denominador) de G(s). Portanto, os autovalores de

A sdo iguais aos polos da funcéo de transferéncia.

2.5. CONTROLABILIDADE

Controlabilidade é uma propriedade importante de um sistema de
controle, tendo como caracteristica desempenhar um papel crucial em muitos
problemas de controle, tais como a estabilizagdo de sistemas instaveis usando

realimentacdo ou controle étimo.

Considere o sistema de controle, mesmas equacdes ja vistas em 2.8 e
2.13:

X =Ax + Bu

y =Cx + Du

E a matriz de controlabilidade € expressa por:

M. = [B AB A?B .. A" 'B] (2.20)

O sistema definido pelas matrizes (A, B) € controlavel se:

posto(M¢) = n (2.21)

Posto de uma matriz representa 0 numero de colunas ou linhas
linearmente independentes da matriz. Observa-se que para qualquer matriz o
namero de linhas linearmente independentes coincide com o numero de colunas

linearmente independentes.



28

A controlabilidade deve ser tratada como pré-requisito a ser atingido em
qualquer sistema para que as técnicas de controle sejam executadas com éxito.

Esta técnica sera tratada com mais énfase ao longo deste trabalho.

2.6. OBSERVABILIDADE

Vamos supor que todas as variaveis de estado estejam disponiveis para
realimentacdo. Na prética, contudo, nem todas as varidveis estdo disponiveis
para realimentagcdo. Entdo, precisamos estimar as variaveis de estados néo
disponiveis. A estimativa de variaveis de estado ndo mensuraveis e comumente
denominada observacdo. Um dispositivo (ou programa de computador) que
estima ou observa as variaveis de estado é denominado observador de estado
ou simplesmente observador (Ogata, 2010). Definindo a matriz de
observabilidade M, como:

[ c€4 ]

Cz_él2

M, = (2.22)

Lean-1]

O sistema definido pelas matrizes (A, C) é observavel se o posto dessa

matriz for igual a ordem do sistema, ou seja:

posto(My) =n (2.23)

Garantindo essa condicdo, a observabilidade estd completamente

satisfeita.

2.7. ALOCACAO DE POLOS

Se o sistema considerado for de estado completamente controlavel, entdo
os polos de malha fechada do sistema poderdo ser alocados em qualquer
posicéo desejada por meio de uma realimentagcéao de estado, empregando uma

matriz de ganho apropriada (Ogata, 2010). Esta técnica é feita considerando o
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desempenho que serdo alcangados como 0 maximo sobressinal e tempo de

acomodacao.

Ainda segundo Ogata (2010), o sinal de controle utilizada para a alocagéo

de polos é:

u= —Kx (2.24)

A matriz de ganho K é denominada matriz de ganho de realimentacéo de
estado. Dessa forma, representando o sinal de controle no formato de espaco
de estados temos que:

x=(A—-BK)x

2.25
y =Cx + Du ( )

A representacdo desse sistema no formato de blocos, se d& por:

Figura 6 - Representacéo do sistema em diagrama de blocos considerando a
matriz de ganho K

—> B [——Lbc

e

Fonte: Ogata, 2010

Sera tratado a seguir, 0S passos necessarios para adquirir a matriz de

ganho K.
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2.7.1. DETERMINACAO DA MATRIZ DE GANHO K

2.7.1.1. METODO DA SUBSTITUIC}AO DIRETA
A determinacdo da matriz de ganho K se da por varias formas, a primeira
possibilidade é pela substituicdo direta. Se o sistema foi de ordem baixa (n < 3),
a substituicao direta da matriz K no polinébmio caracteristico desejado podera ser
mais simples (Ogata, 2010). Ainda segundo Ogata, para n = 3, basta representar

a matriz de ganho K na realimentagéo de estado como:

K = [ky ky k5] (2.26)

ApoOs essa representacao, deve-se substituir essa matriz K no polinémio

desejado |sI — A + BK| e igualando a (s — u;)(s — u,)(s — u3), ou seja:

|sI — A+ BK| = (s — p1)(s — u2)(s — p3) (2.27)

Observando o equacionamento acima, podemos perceber que ambos os
lados s&@o polindbmios em s, igualando os coeficientes de mesma poténcia
podemos determinar os valores de k4, k,, e k;. ESsa abordagem é conveniente n

for igual a 2 ou 3. Para um namero maior de n essa abordagem se torna tediosa.

Note que, para um sistema que ndo € completamente controlavel, a matriz
de ganho K ndo podera ser determinada, ou seja, ndo ha solu¢do para o

problema.

Para este trabalho, utilizou-se o software Scilab para realizar todas as
iteracBes necessarias para encontrar a matriz K, utilizando o comando ppol. Vale
frisar que o comando ppol iguala os coeficientes de mesma poténcia da equacéo
caracteristica com realimentacdo com a equacdo do polinbmio dos polos
arbitrados encontrando, assim, a matriz K. O comando no Scilab pode ser

representado como:

K = ppol(A, B,polos arbitrados) (2.28)
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2.8. PROJETO DE SERVOSSISTEMAS

Servossistema € um sistema de controle realimentado em que a saida é
alguma posicao mecanica, velocidade ou aceleracdo. O termo servossistema é
normalmente usado para indicar um sistema de controle de posi¢cdo. Suponha

gue a planta seja definida por:

x =Ax + Bu (2.29)
y =Cx (2.30)

Sendo:

e X é 0 vetor de estado para a planta (vetor n)
e U é o sinal de controle (escalar)

e Yy é o sinal de saida

e A é amatriz constante n X n

e B é amatriz constanten X 1

e Cé amatrizconstante 1 X n

Suponde gue o sinal de controle u e o sinal de saida y sejam escalares.
Por meio da escolha apropriada de um conjunto de variaveis de estado, é
possivel escolher a saida igual a uma das variaveis do estado.

A figura abaixo mostra uma configuracdo de servossistema do tipo 1
guando a planta possui um integrador. Vamos supor que que y = x; e que, para
essa analise, o sinal de referéncia seja uma funcdo degrau. Nesse sistema,

utilizamos o seguinte esquema de controle por realimentacéo de estado:

X1

X2
u= _[O kz k3 kn] + kl(T - x1) (231)

Xn

u=—Kx+kir (2.32)
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Figura 7 - Representacdo em diagrama de blocos de um servossistema

Fonte: Ogata, 2010

Onde:

K = [kl kz kn]

Suponha que a entrada de referéncia (funcdo degrau) seja aplicada em
t = 0. Entdo para t > 0, as dindmicas do sistema podem ser descritas pelas

equacgodes 2.29, 2.31 ou

x =Ax + Bu = (A— BK)x + Bk;r (2.33)

Projetaremos servossistemas do tipo 1 de forma que os polos de malha
fechada estejam localizados nas posicOes desejadas. O sistema projetado sera
um sistema assintoticamente estavel, y(o) tendera ao valor constante r e u (o)

tendera a zero, com r sendo uma entrada degrau.
Para o regime permanente, temos que:

() = (A — BK)x() + Bk, (o) (2.34)
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Sabendo que r(t) é uma entrada em degrau, temos r(w) =1r(t) =

r(constante) para t > 0. Subtraindo a equacao 2.34 da equacéo 2.33, temos:

x(t) — x(0) = (A — BK)[x(t) — x(0)] (2.35)

Defina:

x(t) — x(0) =e(t) (2.36)

Entdo, a equacao acima se torna:

e =(A—- BK)e (2.37)

A equacéao acima descreve as dinamicas do erro.

O projeto de servossistema do tipo 1 é convertido aqui para o projeto de
um sistema regulador assintoticamente estavel, de maneira que e(t) tende a
zero para qualquer condicao inicial e(0) fornecida. Se o sistema definido pela
equacdo 3.25 for de estado completamente controlavel, entdo, com as
especificacdes dos autovalores desejados puq, U, ..., 4, da matriz A — BK, a
matriz K podera ser determinada pela técnica de alocacdo de polos (Ogata,
2010) apresentado no tépico 2.7 do presente trabalho.

Os valores estacionarios x(t) e u(t) podem ser encontrados, no regime

permanente (t = o), temos:

x(0) =0 =(A— BK)x() + Bk,r (2.38)
Como os valores desejados dos polos (autovalores de A - BK) estéo
todos do lado esquerdo do plano s, existe a matriz inversa da matriz A - BK.

Consequentemente, x (o) pode ser determinada como:

x(0) = —(A— BK) 'Bk;r (2.39)

Da mesma maneira, u(o) pode ser obtida como:

u(o0) — Kx() + kyr =0 (2.40)
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2.9. OBSERVADORES DE ESTADO

Conforme dito anteriormente, o uso do observador de estado surgiu da
necessidade de obter variaveis que ndo sao possiveis de obter através de
mensuracao, pela falta de instrumentacdo necessaria ou pelo alto custo, por
exemplo. Portanto, o papel do observador é estimar essas variaveis para que o
controlador possa ter acesso a elas e, assim, controla-las. Quando um
observador de estado estima todas as varidveis de estado do sistema,
independentes se estas variaveis estdo acessiveis, ou ndo, este observador é
denominado observador de ordem plena. Se somente algumas das variaveis de
estado do sistema estéo acessiveis para serem medidas, podemos desenvolver
um observador de estado que estima somente aquelas que ndo sdo acessiveis
para medi¢cdo. Neste caso o observador desenvolvido € denominado observador
de estado de ordem reduzida ou observador de estado de ordem minima.

Neste trabalho sera utilizado um observador de ordem plena, pois sera
considerado uma andlise completamente computacional e ndo ha qualquer
instrumento para medir as variaveis de estado, sendo assim, o observado ira
estimar todas as variaveis do sistema e mandara para o controlador executar o

processo de controle.

O modelo em espaco de estado do sistema é definido da mesma maneira

abordada no tépico anterior (Equacao 2.29 e 2.30):
x = Ax + Bu
y =Cx+ Du

O observador é um subsistema reconstrutor do vetor de estado da planta.
O modelo matematico é basicamente 0 mesmo da planta, exceto por incorporar
um termo adicional que compensa as incertezas nas matrizes A e B e a auséncia
do erro inicial. Sdo conhecidos como erro de estimac¢éo ou erro de observacéo
e podem ser definidos pela diferenca entre a saida medida e a saida estimada.
O erro inicial é a diferenga entre o estado inicial e o estado inicial estimado.

Portanto, definimos o modelo matematico de um observador como:

¥=A%+Bu+K,(y—€x¥)=(A- K,C)¥ + Bu+ K,y (2.41)
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Referindo a equacado acima, temos que:

e X € 0 estado estimado

e (X é a saida estimada

e u é entrada do observador

e y é asaida do observador

e K, é denominada matriz de ganho do observador que atua como um
termo de correcdo que envolve a diferenga entre a saida medida e a saida
estimada Cx. Esse termo corrige continuamente a saida do modelo e

aumenta o desempenho do observador.

2.9.1. OBSERVADOR DE ORDEM PLENA
Esse tipo de observador possui a mesma ordem da planta. Considerando
as equacoes iniciais desse médulo, para encontrarmos o erro de observacao

basta apenas subtrair a equacgéo 2.41 a partir da equacao 2.29, ou seja:

x — X% = (Ax + Bu) — (A% + Bu + K.(y — CX)) (2.42)

Xx—X%¥=Ax—- A% —K,(C,— C%) = (A— K,C)(x — X) (2.43)

Definindo o vetor de erro como e = x — X e substituindo na equacgéo 2.43

acima, temos que:

e=(A-K.C)e (2.44)

Analisando a equacéo acima, hotamos que 0 comportamento dinamico do
vetor de erro é determinado pelos autovalores da matriz (A — K.C). Se a matriz
(A — K.C) for uma matriz estavel, o vetor de erro convergira para zero, qualquer
que seja o vetor de erro inicial e(0). Ou seja, X(t) convergird para x(t)
independentemente do valor de x(0) e %(0). Se os autovalores da matriz (A —
K .C) forem escolhidos de tal maneira que o comportamento do vetor de erro seja
assintoticamente estavel e adequadamente rapido, entdo qualquer vetor de erro

tendera a zero (a origem) com uma velocidade adequada. Outra consideracéo
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importante € que se a planta for completamente observavel, é possivel escolher
a matriz K, tal que (4 — K.C) tenha seus autovalores escolhidos arbitrariamente.
Para tanto, € preciso verificar a condicdo necessaria e suficiente para
observacédo de estado, observando o seu posto. A formulacdo necesséria para

essa avaliacao foi exemplificada acima no modulo sobre controlabilidade.

Uma vez que tenhamos selecionado os autovalores desejados (ou a
equacao caracteristica desejada), o observador de estado de ordem plena
podera ser projetado, desde que o modelo seja completamente observavel. Os
autovalores desejados da equacdao caracteristica devem ser escolhidos de modo
gue o observador responda, pelos menos, duas a cinco vezes mais rapido que
o sistema em malha fechada considerado. O processo de projeto, portanto,
passa a ter dois estagios, sendo o primeiro a determinacdo da matriz K de
realimentacdo que produzira a equacado caracteristica desejada, e o segundo
consiste na determinagcéo da matriz K, de ganho do observador que produzira a

equacao do observador desejada.

Considerando um sistema completamente controlavel e observavel,
definido pelas equagdes iniciais, a lei de controle baseado no estado observado

X pode ser definida como:

u=—K% (2.45)

Utilizando para esse controle obtém-se a equacéo de estado:

% = Ax — BK% (2.46)

x=(A-BK)x+BK(x— %) (2.47)

Considerando o erro como e = x(t) — X(t) e substituindo na equacgéo 2.47

acima, temos:

x=(A—- BK)x + BKe (2.48)
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Utilizando a equacéo do observado e combinando com a equagao acima,

temos:

[ﬂ _ [A —OBK BK [x] (2.49)

A-K.C|le

O equacionamento acima descreve as dinamicas do sistema de controle
realimentado pelo observador. A equacao caracteristica deste sistema pode ser

escrita como a forma abaixo:

sI-A-BK -BK |_, (2.50)
0 A-K.c|~
ou
|sI— A+ BK||sI—A+K,C| =0 (2.51)

Note que os polos de malha fechada do sistema de controle realimentado
por estado observado consistem nos polos decorrentes do projeto por alocacao
de polos e dos polos decorrentes do projeto isolado do observador. Isso significa
gue o projeto da alocacéo de polos e o projeto do observador sdo independentes
entre si. Eles podem ser conduzidos separadamente e combinados para formar
o sistema de controle realimentado por estado observado.

Se considerarmos uma planta definida pelas equacdes iniciais e supondo
que esta planta seja completamente observavel, ao aplicarmos uma lei de
controle por realimentacdo de estado observado, teremos que as equacdes do

observador serdo dadas por:

¥=(A-K,C—BK)X+ K,y (2.52)

u=—Kx (2.53)
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Supondo uma condicao inicial nula e resolvendo a transformada de
Laplace para X(s) da equacéo 2.52, temos:

X(s) = (sI — A+ K.C + BK)"'K,Y(s) (2.54)

Substituindo esta equacgao na equacéo 2.53 e realizando a transformada

de Laplace, temos que:

U(s) = —K(sI—A+K,C+ BK)™'K_,Y(s) (2.55)
A partir das equagdes assim definidas, podemos encontrar a fungéo de
transferéncia U(s)/Y (s):

UGS) _ (st — A+ K.C+BKK, (2.56)
Y(s)

Note que a funcdo de transferéncia '— K(sI — A+ K.C + BK)K,' age
como controlador do sistema. Por isso, denominamos esta funcdo de
transferéncia como funcédo de transferéncia do controlador-observador. E
importante destacar que a matriz do controlador-observador ‘A — K,C — BK'
pode ser estavel ou ndo, embora que ‘A — K.C' e 'A— BK' sejam escolhidas

para serem estaveis.
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Figura 8 - Representacdo em diagrama de blocos de um observador de estado
de ordem plena

Observador de estado de ordem plena

Fonte: Ogata, 2010

2.9.2. OBSERVADOR DE ORDEM REDUZIDA

Temos que na pratica, algumas variaveis de estado podem ser medidas
com exatiddo. Portanto, estas variaveis ndo precisam ser estimadas ou
observadas. Suponha que um vetor de estado x seja um vetor de dimenséo n e
que a saida seja um vetor y de dimensao m que pode ser medido. Como as m
variaveis de saida sdo combinacdes lineares das variaveis de estado, entdo m
variaveis de estado ndo precisam ser estimadas. Precisamos estimar apenas
n —m variaveis de estado. Entdo, um observador de ordem reduzida se torna
um observador de ordem (n — m), que também pode ser denominado como um

observador de ordem minima (Ogata, 2010).

Para apresentar a ideia basica do observador de ordem minima, vamos
considerar que a saida que pode ser medida seja um escalar (ou seja, m — 1).
Consideramos entéo, o sistema como descrito pelas equagdes iniciais, onde o
vetor x € particionado em duas partes: x, (escalar) que é igual a saida y e,
portanto, pode ser medida diretamente e x;, (vetor com dimenséo n - 1) que € a
porcdo ndo medida do vetor de estado. Desse modo, a equacao de estado

particionada e a de saida podem ser descritas como:
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x.a Aaa Aab Xa Ba
[ = |+ U (2.57)
Xp Apq Appl LXp By
Xa
y=1[1 : 0][---] (2.58)
Xp

Definimos que:
Ayq =matriz 1 x (n—1);
Apg =matriz(n—1) x 1;
App =matriz(n— 1) x (n—1);
B, = escalar;

Bp=matriz(n—1)x1

A partir da equacdo 2.57 acima, podemos retirar a equacdo da porcéo
mensuravel do estado:

.X:a = Aaaxa + Aabxb + Bau (259)
ou
x'a — Aaaxa - Bau = Aabxb (260)

A equacdo acima age como a equacao de saida. No projeto de
observadores de ordem minima, consideramos o lado esquerdo da equagdo
como quantidades conhecidas. Da mesma forma, a partir da equagéo 2.57,

podemos retirar a equacao ndo mensuravel do estado que resulta em:

x'b = Abaxa + Abbxb + Bbu (261)
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Como as quantidades A,,x, e B,u sdo conhecidas, a equacdo acima
descreve as dindmicas da porcdo ndo mensuravel do estado. Quando
comparamos a equacao de estado do observador de ordem plena que € obtido
a partir da equacao 2.29, temos que a equacdo de estado do observador de
ordem minima é representada de acordo com a equacado acima. Ja equacgao de
saida do observador de ordem plena é dada pela equacgéo 2.30, enquanto que,
a equacao de saida do observador de ordem minima € obtida pela equacdo. O
projeto de observadores de ordem minima pode ser construido a partir do
observador de ordem plena ao substituirmos as quantidades da equagéo 2.46
pelas quantidades apresentadas nas duas equacdes acima associando cada
quantidade com o valor comparado para ordem plena. A tabela abaixo lista as
substituicGes necesséarias para escrever a equacdo do observador de ordem

minima.

Tabela 4 - Substituicdes necessarias para escrever a equacao do observador
de estado de ordem minima

Observador de estado de ordem Observador de estado de ordem

plena minima
% %
A App

Bu Apaxq + Bpu
Y Xy — AgaXy — Bau
C A

K, (matriznx 1) K, [matriz(n — 1) x 1]

Fonte: Prépria

Entdo, fazendo as substituicbes necessarias, construimos a equacao do

observador de ordem minima como:

fb = (Aaa - KeAab)jzb + Aabxa + Bbu + Ke(xa - Aaaxa - Bau)

Onde a matriz K, do observador de estado é uma matriz (n — 1) x 1.

(2.62)
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Na Equacao acima, podemos observar que para estimar X, , precisamos
diferenciar x,, o que representa uma dificuldade, pois a diferenciacdo amplifica
ruidos. Portanto, analisando a equacgédo 2.61, podemos reescrever a equagao do

observador de ordem minima como:

5CLb = (Abb — KeAab)fb + Abaxa + Bbu + KeAabxb (263)

Ademais, para obtermos a equacédo do erro do observador de ordem

minimo basta substituir a equacao acima da equacéo 2.62, assim, temos:

Xp — X%, = (App — KeAgp) (xp — %) (2.64)

Por definicdo, temos que o erro do observador é descrito como:

e=x,— x"b (2.65)

Substituindo, temos a equacéo do erro do observador de ordem minima:

e = (Abb — KeAab)e (266)

Onde e é um vetor de ordem (n — 1), portanto a partir da Equacéo acima,
podemos obter as dinAmicas de erro livremente, seguindo a mesma técnica
desenvolvida para o observador de ordem plena. Para isso temos que 0 posto
da matriz:

Aab
AapApp
AabAZI;Z
Esta é a condicdo de observabilidade completa aplicada ao observador

de ordem minima. A equacao caracteristica do observador de ordem minima &

obtida a partir da equagéo 2.67, seguindo:

|sI — App + KeAabl =(s— .ul)(s - .Uz) (s — .un—l) = (2-67)

sl a, o+t @ys+ad, =0
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Onde pq, yy, ..., k(n—1) SA0 0s autovalores desejados do observador de
ordem minima. A matriz de ganho do observador K, pode ser determinada
escolhendo-se primeiro os autovalores desejados do observador de ordem
minima e utilizando-se do procedimento ja desenvolvido para o observador de
ordem plena com as modifica¢cdes apropriadas. J& vimos que para 0 caso do
sistema de controle realimentado por estado observado com observador de
ordem plena, temos que os polos de malha fechada consistem nos polos devido
ao projeto isolado da alocacéo de polos e dos polos devidos ao projeto isolado
do observador. Para o caso do sistema de controle realimentado por estado
observado com observador de ordem minima, a mesma conclusdo se aplica.

Portanto, a equacgao caracteristica pode ser obtida como:

|sI — A+ BK||sI — App + KoAgp| = 0 (2.68)

Novamente temos que os polos de malha fechada do sistema de controle
realimentado por estado observado com um observador de ordem minima
compreendem os polos de malha fechada da alocacg&o de polos [autovalores da
matriz (A — BK)] e os polos de malha fechada devido ao observador de ordem
minima [autovalores da matriz (A, — K.A4p)]- Portanto, o projeto da alocacéo
de polos e o projeto do observador de estado de ordem minima sé&o
independentes entre si.
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Figura 9 - Representacdo em diagrama de blocos de um observado de estado
de ordem minima

X
K C: Transformacdo <: Observador de <:

ordem minima

Fonte: Ogata, 2010

2.10. LOR — REGULADOR LINEAR QUADRATICO

A teoria do controle 6timolida com a operacdo de um sistema
dindmico com um custo minimo. A situacdo onde a dindmica do sistema é
descrita por um conjunto de equacdes diferenciais lineares e o0 custo é descrito
por uma funcdo quadratica, € denominada problema QL. Um dos principais
resultados na teoria € que a solucdo € provida pelo regulador quadréatico
linear (RQL), um controlador de retroalimentacéo criado pelo mateméatico Rudolf
Kalman em 1960. Um sistema linear de tempo continuo é descrito pela equacao
2.29:

x = Ax + Bu

Pode-se determinar a matriz de ganho K do vetor de controle 6timo:

u=—Kx (2.69)


https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Controle_%C3%B3timo&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/wiki/Sistemas_din%C3%A2micos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Sistemas_din%C3%A2micos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Rudolf_Kalman
https://pt.wikipedia.org/wiki/Rudolf_Kalman
https://pt.wikipedia.org/wiki/1960
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Para minimizar o indice de desempenho:

] = f (xTQx + uTRu)dt (2.70)
0

Onde:

e Q é uma matriz hermitiana definida positiva, semidefinida positiva ou real
simétrica. A ordem dessa matriz € igual a ordem da matriz A, a matriz
din&mica do sistema.

e R é uma matriz hermitiana definida positiva ou real simétrica. A ordem

dessa matriz € de acordo com o nimero de entradas do sistema.

Note que o segundo termo do lado direito da equacao representa o
consumo de energia dos sinais de controle. As matrizes Q e R determinam a
importancia relativa do erro e o consumo dessa energia. Basicamente, a matriz
Q é uma matriz de ponderacdo sobre as variaveis de estados, indicando a
importancia que se da as variaveis de estados. A matriz R, por sua vez, pondera
a acdo de controle indicando a importancia que se da a acdo de controle. E
importante informar que as matrizes R e Q sdo matrizes arbitradas, de acordo
com a necessidade do problema. Informa-se que o indice "T" indica a transposta

da matriz ou vetor sobre o qual esta assinalado.

Nas deducdes seguintes, considerou-se gue o sistema é estavel. Entéo,
os autovalores da matriz [A-BK] s@o negativos. Substituindo a equacédo na

equacao 2.29, temos que:

%= (A— BK)x 2.71)

Substituindo a equacao na equacao, obtém-se:

] = f xT(Q + KTRK)xdt (2.72)
0

Resolvendo a integral:
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xT(Q + KTRK)x = —%(XTPx) (2.73)

Onde P € uma matriz hermitiana definida positiva ou simétrica real.

Obtendo, assim:

xT(Q + KTRK)x = —xPx — x"P% = —x"[(A— BK)"P + P(A — BK)]x (2.74)

Comparando ambos os lados da Ultima equacao e notando que essa deve

ser verdadeira, qualquer que seja X, temos necessariamente:

(A—BK)'P + P(A— BK) = —(Q + KTRK) (2.75)

Uma vez que (4 — BK) é estavel, pode-se provar que existe uma matriz

P que satisfaca a equacao.

O indice de desempenho J pode-se ser calculado como:

J = fooxT(Q + KTRK)xdt = —x"(00)Px () + xT(0)Px(0) (2.76)
0

Supondo que todos os autovalores de (4 — BK) tenham parte reais

negativas, temos x(0) — 0. Portanto, obtemos:

] =xT(0)Px(0) (2.77)

Para obter a solugdo do problema de controle quadratico 6timo,
procedemos da seguinte maneira: ao supor que R seja uma matriz hermitiana

definida positiva ou real simétrica, podemos escrever:

R=T'T (2.78)

Sendo T € uma matriz ndo singular. Entdo a equacao pode ser descrita

assim:
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- T -
(ATP+PA+[TK - (T7)"'BTP| [TK - (TT)"B"P| - PBR™' +Q =0 (2.79)
A minimizagdo de J em relagdo a K requer a minimizagéo de:
xT[TK — (TT)"'BTP]T[TK — (TT)BT P]x (2.80)

Em relagdo a K. Como essa Ultima expressdo é ndo negativa, 0 minimo

ocorre quando ela é zero ou quando

TK = (TT)"'BTP (2.81)

Portanto:

K—-TY(T")'BTP = R~ 'BTP (2.82)

A equacdo acima fornece a matriz 6tima K. Assim, a lei de controle 6timo
do problema de controle quadréatico 6timo, quando o indice de desempenho é

dado pela equacéo, € linear e é dada por:

u(t) = —Kx(t) = =R 'BTPx(t) (2.83)

A matriz P na equacao deve satisfazer a equacao ou a seguinte equacgéao

reduzida:

ATP+PA—PBR'BT+Q =0 (2.84)

Essa ultima equacédo recebe um nome especial: equacao reduzida de

Riccati.

Chegando ao final da resolucdo do problema do Regulador Quadratico

Linear. Basicamente, essa parte se resume em dois importantes passos:

1- Resolver a equacao reduzida de Riccati (Equacdo 2.84), a fim de

encontrar a matriz P. Se existir uma matriz P definida positiva, entdo o
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sistema é estavel, o que quer dizer que os autovalores de (A-BK) tém
parte reais negativas.
2- Substituir a matriz P encontrada na equacédo 2.82 e, entdo, encontrar a

matriz K étima.

Por fim, observe que, se o indice de desempenho for dado em termos de

vetor de saida em vez do vetor de estado, isto é
] = f (yTQy + uTRu)dt (2.85)
0

Entdo a expressao do indice pode ser modificada utilizando-se a equacao

de saida

y=Cx (2.86)

para

] = joo(xTCTQCx +uTRu)dt (2.87)
0

e as etapas do projeto, apresentadas nesta secdo, podem ser aplicadas

para obter a matriz étima K.
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3. MODELAGEM MATEMATICA DO SISTEMA MESA E BOLA

Inicialmente, antes de introduzir o modelo matematico, devemos entender
como funciona a teoria Lagrangeana. As equacgOes de Lagrange introduzem
novas formas de se estudar o movimento dos corpos. As equacdes de Lagrange
fornecem o meio mais econémico de escrever as equacdes de movimento, pois
envolvem o numero minimo de coordenadas, além de eliminar qualquer
referéncia de for¢ca de vinculo. Em lugar das forcas e aceleracdo vetoriais que
caracterizam a abordagem newtoniana, no método de Lagrange basta lidar com
as duas funcbes escalares T e V, o0 que introduz enormes simplificacdes no
tratamento de problemas mecéanicos (Lemos, 2007)

A Lagrangeana pode ser escrita na forma:
L=T-V (3.1)

Sendo T a soma das energias cinéticas de todas as particulas do sistema

e VV é o somatério da energia potencial. A vantagem do formalismo lagrangeano
em relacdo a abordagem newtoniana se traduz no fato de que nas equacgdes de
Lagrange é suficiente lidar com duas fungées escalares T e V, o que simplifica
o tratamento de problemas da mecéanica. Vale destacar que a energia cinética e
a energia potencial devem ser expressas a partir de um mesmo referencial
inercial. A construcdo da dindmica Lagrangeana nao traduz uma nova teoria em
si, visto que os resultados obtidos na analise Lagrangeana e Newtoniana devem
coincidir para qualquer sistema mecanico (Marion, 2001). Portanto a diferenca
entre os dois métodos consiste nos meios utilizados para obtencdo de
resultados. A equacdo de Lagrange ou Lagrangeana € definida da seguinte
forma

910 9 B (3.2)
ﬁ[%(r—m]—%(r—m =0

Reescrevendo de uma forma simplificada:

d <6L> oL 0 (3.3)
at\op/ dp
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A formulagéo de Lagrange usa o conceito de coordenada generalizada,
ou seja, um vetor de posicdo ¢ e sua derivada no tempo ¢. Se ¢ for igual a um
vetor de posicdo em coordenadas cartesianas, o desenvolvimento das derivadas
resultara na segunda lei de Newton.

A fim de esclarecer ainda mais a aplicacdo do formalismo Lagrangeano,
resolveremos um exemplo onde devemos determinar a equacéo de Lagrange
para o movimento de um oscilador harmonico simples unidimensional

Pelo formalismo Lagrangeano:

L=T—V=%m5c2—%kx2 (3.4)
Temos que:
g—i=—kx;%=m5c e%(%):M (3.5)
Portanto:
mX —kx =0 (3.6)

A equacdo acima também pode ser obtida usando os principios da
mecanica Newtoniana.
Para o péndulo no plano:
x =lsinf (3.7)
y =lcos@ (3.8)

Para as equacdes acima, suas respectivas derivadas podem ser descritas
da forma abaixo:

x=16cosb (3.9)
%% =1%6%cos?6 (3.10)
y=—10sin@ (3.11)
y? = —1?6?sin’0 (3.12)
Sendo assim:
1
T=5m (x% +y?) (3.13)



Figura 10 - Péndulo no plano

Fonte: Marion, 2001

Para a energia potencial I/, temos:
V =mgy
e

y =1(1—cosB)

Portanto, podemos expressar a energia potencial como:
V =mgl(1—cosB)

Expressando L em funcdode T e V:

1 .
L=T-V= EmZZBZ —mgl(1 — cos 9)

Temos ainda:
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(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Por fim, podemos descrever a equacao do movimento como sendo:

—mglsin —mi?6 = 0

(3.21)
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A equacgao acima pode ser simplificada:

6 + %sin@ =0 (3.22)

Apbs essa breve explicacao e o entendimento da equacgéo de Lagrange,
podemos introduzir o estudo do modelo matematico mesa e bola e do
mecanismo do mesmo. A imagem 11 abaixo representa a esquematica do

sistema estudo neste presente trabalho.

Figura 2 - Representacdo esquematica do sistema mesa e bola presente neste
trabalho

(x5 ¥5)

Fonte: Prépria

Inicialmente, é preciso destacar que para um modelo matematico mesa

e bola é necessario fazer as consideracdes descritas abaixo:
- A bola esta sempre em contato com a placa;
- N&o ha atrito;
- A bola ndo escorrega;
- A bola é homogénea e simétrica.

A partir das considerac¢des acima, para derivar esse modelo é
empregado o método de Euler-Lagrange (Meirovitch, 2010), cuja equacao geral

é dada abaixo:
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doT oT oV _

. +—=0; 3.23
dtdq, 0dq; 0Jq; (3.23)

Sendo T a energia cinética, VV a energia potencial, Q as forgas dissipativas
do sistema, e g as coordenadas generalizadas. Este sistema possui quatro
graus de liberdade, dois que descrevem o movimento da bola, nos eixos x ey, e

dois que descrevem a inclinagao da placa.

A energia cinética da bola é descrita pela seguinte equagéo

1 1
T, = Emb(x'bz + %) + Elb(WJ? +wy (3.24)
Sendo m;, € a massa da bola e I, € o momento de inércia da bola; x;, e y,
sao as velocidades de translagao da bola ao longo dos eixos x e y; wy e w, s&o

as velocidades de rotagao da bola ao longo dos eixos x e y. As seguintes relagdes

entre velocidades de translagao e velocidades de rotacao
x'b = way e Jib = TpWy (325)

Sendo 1, o raio da bola, substituindo a equagéo 3.25 na equacgao 3.24,

temos que:

1 : : Iy . :
Ty =5 [my(2” + ") +— (6° + %] (3.26)
b
Simplificando:

_12: (%% + ¥p°) (3.27)
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A energia cinética da placa, ao considerar a bola como um ponto de
massa que é colocado em (x;, e y,), consiste na sua energia rotacional em

relacdo ao seu centro de massa:

T, = %(Ip +1,)(a% + B%) + %mb(xbd +y,8)° (3.28)

Fazendo a distributiva:
1 . - 1 . . : 3.29
T, = E(Ip + Ib)(az + ,82) + > (xﬁaz + 2xpay,f + ylfﬁz) ( )

Onde a e 8 sé@o os angulos de inclinacédo da placa ao longo do eixo x e do

eixo y, respectivamente. Portanto, ¢ e § sdo a velocidade de rotacéo da placa.
Sabendo disso, podemos encontrar a energia cinética do sistema através da

formulacéo abaixo:

Ty =T, +T, (3.30)

Substituindo as equacdes 3.27 e 4.29 na equacéao 3.30, temos:

I_b ‘e .
T, = %(mb + —Z;) (%2 +,2) + 2 (I + 1,)(@® + f2) + 3my, (xpa® + 2x,a9,f + ¥3f?)  (3.31)

A energia potencial da bola em relacdo ao plano horizontal no centro da

placa inclinada pode ser calculada através da formulacdo abaixo:

Vy, = mygh = myg(x,sena + y,senfs) (3.32)
Em posse de todas as formulagfes necessérias, basta derivar a equagéo
de Lagrange para obtermos:

L=T,+T,—V, (3.33)

Calculando as derivadas parciais de L:



55

T , AL (3.34)
i (I, + 1) dyx + mpxy (56 + ypB) ; 5q = mgcosa
oT . . L 0L 3.35
i (Ip + 1) Bx + Myy, (VB + xpt) ; a5 = mgcosh (3:35)
or _( D), 0L _ s -
0%, =\{myp sz Xp s ax, =my(xpad + ypp)a (3.36)
T < N 1b> AL ity
S. =-m - y T— =My (Xp
3y bTE)Ye Gy, T VAT (3.37)

Assumindo torques generalizados como 7, e 7, que Sdo exercidos na

placa, podemos dizer que:

d oT 0L . . . . ., (3.38
2196 92" (I, + 1p) & + mpxf @ + 2mpxpXpd + mpxpypd + mpxXp Y, (3.38)
+ myxpypf — Mpgcosa = T,
diop 9B = (I, + 1) B + mpyi B + 2mpy,yp B + mpxpypf + myypx,d (3.39)
+ mpypXpd — mpgcosp =T,
d T oL LY o ) (3.40)
T T T (mb + E) xp — mp(xpd + yp )t + mpgsena = 0
d T oL I\ L 3.41
EE_Ez <mb +E>yb—mb(ybﬁ+xba)ﬁ+mbgsenﬁ=0 ( )

Portanto, as equacdes diferenciais néo lineares para o sistema mesa e

bola sdo as seguintes:

I .

<mb + r_l;> Xp — mb(xbdz + ybdﬁ) + mygsena =0 (3.42)
b

I . . s 3.43

(0 -+15) 5 = ma 8 + 08) + mpgsenst =0 (3.43)
b
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Tx = (Ip + Ib + mbxg)d + Zmbxbx'bd + mbxbybd + mbx'bybﬁ' + mbxbbe (344)
— mygcosa
Ty = (Ip + 1, + mbyg)ﬁ + 2mpypYoP + MpXpypf + MpYpXptt + mpypxpd  (3.45)

—mpgcosf

A partir das equagdes acima podemos lineariza-lo considerando um

angulo muito pequeno, ou seja:
Para angulos pequenos:

cosae =lecosp =1 (3.46)
sena = aesenf = f (3.47)

Substituindo as condi¢gbes acima nas equacodes, temos que:

! 3.48
—l;a'c'b +mpyga =0 ( )
Tp
Iy 3.49
=Yy +tmygB =0 (3.49)
Tp
Ty = Lyd + I,& + mpgx, = (I, + 1) & + mpgx, (3.50)
Ty = Ipﬁ +1IpB +mygyy = (Ip + Ib)ﬁ + my gy (3.51)

As equacbes mostram a relacdo entre o estado da bola e o estado da
placa, isso é, a inclinacdo da placa. As equacdes mostram o efeito de torque

externo do sistema.

A tabela abaixo mostra os valores para os parametros usados no presente
trabalho.
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Tabela 5 - Parametros usados para o estudo do sistema mesa e bola presente
neste trabalho

Variavel Unidade Valor
m,, - Massa da bola kg 0,11
1, — Raio da bola m 0,02
m,, — Massa da placa kg 0,10
I, — Momento de inercia de massa da bola kg.m? 1,76 x 10°
L, — Momento de inercia de massa da placa kg.m? 0,5
g —Aceleragéo da gravidade m/s? 9,81
T, — Toque em X N.m 1
7,,- Torque emy N.m 1

Fonte: Prépria

3.1. A REPRESENTAC}AO EM ESPACO DE ESTADOS DO SISTEMA

ESTUDADO

Para as analises desejadas, devemos usar a representagdo em espago
de estados. Esta representacao € interessante pois permite verificar as relagdes
entre os sinais de entrada (motores para movimentar a placa) com os sinais de
saida (posi¢ao da bola e inclinagédo da placa).

Para tal representacao, inicialmente devemos exemplificar os espacos de

estados, para este trabalho serdo observados 8 estados.

[ ] xb=x1

* Xp=Xg =Xy Xy =X
® Vp = X3

® Vp=X3 =Xy, X4 =Y
[ ] a = Xg

L Cif:.x:5=x6;x'6=&
e B=x;

B =%X;,=xg; Xg=p

Substituindo os estados nas equacdes acima, temos que:

I
r—l;x'z +mygxs = 0 (3.52)
b
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I
—l;x'4 +mygx; =0 (3.53)
Tp
To = (I, + Ip)%s + mpgx, (2.54)
T, = (Ip + Iy ) Xg + mpgx; (3.55)

Isolando os termos que acompanham a primeira derivada:

Yo = _MpgXxs
2 1, (3.56)
43
£ = _ MpgXy
* I, (3.57)
43
. TMpgXxy t+ Ty
Xe Uy + 1) (3.58)
. —mpgxs + 1,
Xg = s+ 1) (3.59)
Transformando em matriz:
x| |Xp Xb
X3 Vb Vb
x4 _|Yp . |Vb
X= |y |=|alex=]g
X a o
ol 1Bl (g
[ Xg ] _ﬁ i _ﬁ ]

Conforme ja mostrado anteriormente (equacfes 2.8), a representacdo

geral em espaco de estados tem o seguinte formato:
x = Ax + Bu
y=Cx+ Du

Para o presente caso, a representagéo em espaco de estados tem o

seguinte formato
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0 1 0 0 0 0 0 01
0 0 0 0 —24525 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 —24525 0
0 0 0 0 0 1 0 0
~2,158124 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 —2,158124 0 0 0 0 0
0
0
0
0
B = 0
1,9999296
0
1,9999296
C:[1ooooooo]
00100000

Como ja dito anteriormente, a matriz D é a matriz de transmissao direta.
Essa matriz depende de influéncias externas ao sistema, ou seja, o sinal de
entrada alterara o sinal de saida sem passar pelo sistema. O presente trabalho
considera um modelo ideal, logo, toda a forca aplicada passa pelo sistema. Um
exemplo onde deveria se utilizar a matriz D seria um projeto casual em um
laboratério da UFGD, por exemplo, nesse caso os disturbios externos deverao

ser considerados.

A matriz de controlabilidade M, é igual a:

M
[ 0 0 0 —49,048274 0 0 0
0 0 —49,048274 0 0 0 —2596,0266
0 0 0 —49,048274 0 0 0
_ 0 0 —49,048274 0 0 0 —2596,0266
B 0 1,9999296 0 0 0 105,85226 0
1,9999296 0 0 0 105,85226 0 0
0 1,9999296 0 0 0 105,85226 0
11,9999296 0 0 0 105,85226 0 0

—2596,02667
0
—2596,0266
0

o o oo
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Apés uma analise nessa matriz, conclui-se que o posto dela € 4. Uma vez
que o posto ndo € igual a ordem da matriz, tem-se que o sistema ndo € de
estados completamente controlaveis. Portanto, devemos mudar a matriz B para
que todos os estados sejam controlaveis, sendo assim, a nova matriz B é

descrita como:

- 0 0 -
0 0
0 0
0 0
B1 = 0 0
05 0
0 0

L0 0,5

Apbs essa definicdo, temos que a matriz de controlabilidade é:

0 0 0 0 0 0 12,2625 0 0 0 0 0 0 0 —649,0295 0
[0 0 0 0 -122625 0 0 0 0 0 0 0 —649,0295 0 0 0 ]
[0 o o o 0 0 0 —12,2625 0 0 0 0 0 0 0 —649,0295 |
o o o o 0 12,2625 0 0 0 0 0 0 0 —649,0295 0 0o |
“lo o o5 o0 0 0 0 0 0 0 26,463996 0 0 0 0 0 |

05 0 0 0 0 0 0 0 26,4603996 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 05 0 0 0 0 0 0 0 26,463996 0 0 0 0

0 05 0 0 0 0 0 0 0 26,463996 0 0 0 0 0 0

Analisando essa matriz, temos que o posto dela é igual a 8, igual a ordem
da matriz. Portanto, todos os estados sdo completamente controlaveis.

A matriz de observabilidade é dada por:

Oops
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 —24,525 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —24,525 0
0 0 0 0 0 —24,525 0 0
_ 0 0 0 0 0 0 0 —24,525
~152,927992 0 0 0 0 0 0 0
0 0 52,927992 0 0 0 0 0
0 52,927992 0 0 0 0 0 0
0 0 0 52,927992 0 0 0 0
0 0 0 0 —1298,059 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —1298,059 0
2801,3723 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2801,3723 0 0 0 0 0
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O posto dessa matriz, como se pode ver, € 8. O sistema € totalmente
observavel, ja que o posto e ordem da matriz sdo iguais. Uma vez que o sistema
€ completamente controlavel e completamente observavel, a técnica de

alocacéao de polos pode ser empregada com éxito.
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES DAS SIMULAGCOES NUMERICAS

4.1. OBSERVADOR DE ESTADO

Uma vez que se pretende obter o controle da posicdo da bola sobre a
placa, o erro de observacéo tratado aqui € a diferenca entre a posicdo medida
(real) e a posicéo observada (estimada) da bola. Os polos do observador devem
estar mais bem afastados a esquerda do plano complexo do que os polos do
controlador, pelo fato de forcar o erro de observacéo convergir mais rapidamente
para zero (Ogata, 2010). Com base nessa premissa, 0s polos arbitrados para o
observador foram cinco vezes menores que 0s primeiros polos arbitrados, como

representado a seguir:

polos_observador = [-50 —-55 —-60 —-65 —-70 -75 —-80 -85] (4.1)

A matriz de ganho do observador K, foi obtida utilizando-se o software

livre Scilab, por meio do seguinte comando:

K. = ppol(A, B1,polos_observador) (4.2)

Executando o comando acima, temos:

K,

_ [ —1370034,9 —86931,702 —3,517x107% —7,162x107*° 50200 520 5,191x10710  3,224x10712
—5,821x107'% —4,091x107°  —1858567 —109031,6  —2,017x107'? —1,945x1071% 58300 560

Em que as matrizes A e C sao as matrizes definidas anteriormente no

presente trabalho.

Dessa forma, considerando a imagem, a resposta ao impulso com a

técnica dos observadores de estado € apresentada da forma a seguir.
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Figura 3 - Resposta da estimativa do observador de estado obtido pela
simulacao numérica

Fesposta ao Impulso com Observador de estado

0.12 — 1% Estado
4 — 2% Estado
3° Estado |,
4° Estado
52 Estado

B° Estado |
72 Estado
8° Estado |

0.0G

o] 01 02 0.3 0.4 0.5 0.8 07

Tempo [5]

Fonte: Prépria

Analisando a Figura 12 podemos perceber que a resposta converge
rapidamente para zero, levando aproximadamente 0,25 segundos. Isso quer
dizer que o projeto do observador esta atuando de forma eficaz. Vale frisar que
nao estdo sendo considerados disturbios ou ruidos e nem o atrito entre a bola e

o feixe, por isso o erro converge rapidamente para zero

4.2. ALOCACAO DE POLOS
Antes de partir para a analise de resultados e discussfes, é necessario
especificar os requisitos de desempenho que servirdo como critério avaliativo

para as analises dos resultados. Séo eles:

e Tempo de acomodacao inferior a 10 segundos;
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e Atingir a referéncia dada
De acordo com Ogata (2010), esses parametros tém a seguinte definicéo:

Tempo de acomodacdo € o tempo necessario para que a curva de
resposta alcance valores numa faixa (hnormalmente de 2% a 5%) do valor final,

ai permanecendo indefinidamente.

Além disso, nas analises seguintes, tomou-se cuidado para nao arbitrar
0s polos muito a esquerda no plano complexo, pois isso tornaria o sistema nao-
linear, e isso deve ser evitado porque a modelagem matemética do sistema mesa

e bola esta considerando que o respectivo sistema é linear (Ogata, 2010).

A figura abaixo mostra a resposta transitoria do sistema sem atuacao de

controle.

Figura 4 - Resposta do sistema de controle

Resposta ao Impulso

] — Resposta do Sistema
-5e10 \

e11-] \

-1.5e11

0e0O

-2eli

-2.5e11

-3ell

-3.5e11

8] 1 2 a 4 4] 5] T g8 g 10
Tempo [5]

Fonte: Prépria
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A partir da Figura 13 acima, constata-se que o sistema é instavel, pois a
resposta ndo atingiu a referéncia desejada. No mecanismo fisico, isso implicaria
que a bola rolaria para fora da placa. Portanto, necessita-se de uma acéao de

controle para manipular e controlar a posi¢céo da bola sobre a placa.

Conforme dito anteriormente no tépico sobre estabilidade, um sistema &
estavel se os polos da funcao de transferéncia-que sao iguais aos autovalores
da matriz do sistema estiverem no semiplano esquerdo do plano complexo. Isso
quer dizer que a parte real do polo é negativa. Partindo dessa consideracéo que
os polos foram arbitrados. A fim de encontrar polos que satisfacam os requisitos
de desempenho e que também tenham uma resposta agradavel com relagcéo a

entrada, foram arbitrados, primeiramente, os seguintes polos:

p = —10
pp = —11
ps = —12
py = =13
ps = —14
te = —15
p7 = —16
pg = —17

A matriz de ganho K, de acordo com a equagéo 2.27 é:

K

_[—2196,3652  —695,45362 4,59x10712  3,796x10712 2008 104 —6,692x10712 —1,309x10_13]
—2,3x1071  —7,692x107% —2978,0166 —872,2528 1,784x107'% —9,369x1071® 2332 112

Substituindo na equacao:



_x°b_

T ™ R R s &

0 1 0 o 0 0 0 0
0 0 0 0 —24525 0 0 0]
0 0 0 1 0 o0 0 0
0 0 0 0 0 0 —24525 0
0 0 0 o 0o 1 0 0
—2,158124 0 0 o 0 0 0 0
0 0 0 o o o o0 1
0 0 —2158124 0 0o o0 o ol
[0 0]
0 0
lo o
o o |[—2196,3652 —695,45362  4,59x10712  3,796x10-12
| 0 0 | —23x10"13  —7,692x10"1* —2978,0166 ~—872,2528
05 0
HH
0 05
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1096,0245  347,72681 —2,295x10712 —1,898x1012
0 0 0 0
11,150x10713 3,846x10713 1486,8502 436,1264

Assim, a equacdao de estado do sistema projetado é:

oo oo

0
1096,0245

0
11,150x10713
- 0 -

0

0

0

0
1096,0245

0

11,150x10713]

O O O

0
347,72681
0
3,846x10713

[= NN

o

—2,295x10712
0
1486,8502

[Nl o)

—1,898x10712
0
436,1264

E, por fim, a equacgéo de saida pode ser descrita como:

67

2008 104 —6,692x10712  —1,309x107%3
1,784x107"*  —9,369x107"¢ 2332 112
0 0 0 0
—24,525 0 0 0
0 0 0 0
0 0 —24,525 0
0 1 0 0
—1004 —52 3,346x10712  6,547x10714
0 0 0 1
—8,921x1071*, 4,685x10716 —1166 —56
0 0 0 0
—24,525 0 0 0
0 0 0 0
0 0 —24,525 0
0 1 0 0
—1004 —52 3,346x1071%2 6,547x1071*
0 0 0 1
—8,921x1071%, 4,685x10716 —1166 -56
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__X:b -
Xp
Vb
Vb
a
a
B
| 3]

A resposta do sistema, considerando os primeiros polos arbitrados, é

y=[10000000]

representada como a figura abaixo:

Figura 5 - Resposta do sistema com controlador

Fesposta ao Impulsa com Controladar

12 Estado
2° Estado |
3° Estado
4° Estado
52 Estado |-
5% Estado
79 Estado
8% Estada |

0.1 - /"\

0.05

i

-0.05

-0.1

0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 os og 1

Tempo [s]
Fonte: Prépria
Agora, analisando a Figura 14 acima, tem-se uma resposta de acordo com

0 esperado. A resposta atinge a referéncia dada, e o tempo de acomodacgéao —

menos de 10 segundos - também é atendido.
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Para o caso anterior, a bola seria equilibrada bem no centro da placa, pois
os valores finais do sinal de entrada eram zero. Agora, ainda utilizando o método
de alocacédo de polos, porém o proximo teste consiste em utilizar valores finais
para o primeiro e terceiro estado, estes que séo a posi¢ao da bola em x e posicao
da bola em y, a fim de demonstrar como seria 0 comando em que ha
deslocamento da placa para que a bola se equilibre sobre a mesma. Para isso,
utilizamos o mesmo equacionamento anterior mudando apenas o valor final do
sinal de entrada, este que € um degrau, no aplicativo xcos’ do software Scilab.
A imagem abaixo mostra o diagrama de blocos utilizado para o teste:

Figura 6 - Diagrama de blocos do sistema

/3

Fonte: Prépria

Para o diagrama acima, a resposta ao sinal de entrada (degrau) foi:
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Figura 7 - Resposta do sistema a coordenada (1, -1) da placa para os estados
le3

Fesposta ao Degrau para um valor final de 1 e -1
1.2

x1 - 1% Estado
{ — — — 3 - 3° Estado

og

04

06 - f
|
|

0.z

Posigdo da bola
o
"'\-\.\

0.2 'I !

0.4

|

]

{

0.6 |
; {
08 ]

-1.2

o] 2 4 G =3 10 12 14 16 18 20

Tempo [5]

Fonte: Prépria

Analisando acima, tem-se uma resposta de acordo com o esperado. A
resposta atinge a referéncia dada, e o tempo de acomodagdo — menos de 10
segundos - também ¢é atendido.

Para fins de demonstracdo, a imagem abaixo refere-se a todos os estados
com a mesmo setup feito anteriormente, valores finais de 1 e -1 para o primeiro
e terceiro estado.
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Figura 8 - Resposta do sistema a coordenada (1, -1) da placa para todos os
estados

Fesposta ao Degrau para um valor final de 1 e -1

1% Estado
2° Estado
3° Estado |
42 Estado
&2 Estado |
E° Estado
79 Estado |
8° Estado

Posigdo da bola
[

|
|
|
|
i M-
A== S P e
avai:

] 05 1 15 2 25 K] a5 4
Tempo [5]

Fonte: Prépria

Analisando a imagem acima, podemos perceber que o primeiro e o
terceiro estado vao para a referéncia dada e os demais estados seguem para

Zero.

Em mais um exemplo, mudando os valores finais do primeiro e terceiro

estado para, respectivamente, 2 e -2, temos:
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Figura 9 - Resposta do sistema a coordenada (2, -2) da placa para os estados
le3
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Fonte: Prépria

Analisando acima, novamente tem-se uma resposta de acordo com o
esperado. A resposta atinge a referéncia dada, e o tempo de acomodacéo
também é atendido.

Novamente para fins de demonstracdo, a imagem abaixo refere-se a
todos os estados com a mesmo setup feito anteriormente, valores finais de 2 e -

2 para o primeiro e terceiro estado.
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Figura 10 - Resposta do sistema a coordenada (2, -2) da placa para todos os
estados

Fesposta ao Degrau para um valor final de 2 e -2
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Fonte: Prépria

Analisando a imagem acima, podemos perceber que o primeiro e o
terceiro estado vao para a referéncia dada e os demais estados seguem para

Zero.

Em mais um exemplo, mudando os valores finais do primeiro e terceiro

estado para, respectivamente, 1 e 2, temos:



74

Figura 11 - Resposta do sistema a coordenada (1, 2) da placa para os estados
le3

Fesposta ao Degrau para um valor final de 1 e 2
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Fonte: Prépria

Analisando acima, novamente tem-se uma resposta de acordo com o
esperado. A resposta atinge a referéncia dada, e o tempo de acomodacao

também é atendido.

Novamente para fins de demonstracdo, a imagem abaixo refere-se a
todos os estados com a mesmo setup feito anteriormente, valores finais de 1 e

2 para o primeiro e terceiro estado.
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Figura 12 - Resposta do sistema a coordenada (1, 2) da placa para todos 0s
estados

Fesposta ao Degrau para um valor final de 1 e 2
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Fonte: Prépria

4.3. LRQ - REGULADOR LINEAR QUADRATICO

lgualmente a técnica mostrada anteriormente no tépico referente a
alocacgéo de polos, antes de partir para a analise dos resultados, serdo dados os
requisitos de desempenho a serem a atingidos pela presente técnica. Uma vez
gue se guer fazer uma comparacdo com a técnica anterior, serdo adotados 0s

mesmos requisitos de desempenho.

e Tempo de acomodacgéo inferior a 10 segundos;
e Atingir a referéncia dada.
Nesta andlise, tomou-se cuidado para que os autovalores nao se

encontrem muito a esquerda no plano complexo, pois isso tornaria o sistema

nao-linear, e isso deve ser evitado porque a modelagem matematica do sistema
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mesa e bola esta considerando que o respectivo sistema € linear. A resposta do
sistema sem controle continua sendo a mesma que a apresentada na Figura

abaixo:

Figura 13 - Resposta do sistema de controle

Resposta ao Impulso
0e00

— Resposta do Sistema

-Hel10 \
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u} 1 2 3 4 & [} 7 a8 a 10
Tempo [s]

Fonte: Prépria

Da mesma forma ja dita anteriormente, o sistema é instavel pois a
resposta ndo atinge a referéncia, necessitando de uma acéo controlador para
qgue a bola néo role para fora da placa e permaneca sobre a mesma. De acordo
com 0 exposto no topico sobre o Regulador Linear Quadratico (LQR), deve-se
arbitrar as matrizes Q e R de tal forma a garantir que o exigido € cumprido. Neste
caso, as matrizes arbitradas devem ser supostas tal que a resposta do sistema
atinja a referéncia e cumpra os requisitos de desempenho. Uma vez definidas, é

possivel obter a matriz de ganho K por meio da equacdo de Ricatti, j& citada
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anteriormente. No software livre Scilab, ha dois comandos que serédo tratados a

seguir que foram usados para obter a matriz de ganho K 6tima e os polos 6timos.

O primeiro a ser citado é a matriz de ganho K 6tima, esta que pode ser

obtida computacionalmente por meio do comando a seguir:

K =-lgr(P,Q,R) 4.3)

Onde:

e P é a matriz definida positiva

e Q é a matriz de ponderacao sobre os estados

® R é a matriz de ponderacao referente a acdo de controle

Uma vez conhecidas todas essas matrizes, pode-se encontrar a matriz de
ganho K.

Ademais, de posse da matriz de ganho K, pode-se obter os polos 6timos,
estes que séo os autovalores da matriz (A — BK), por meio do seguinte comando
no Scilab.

Polos 6timos = spec(A — BK) (4.4)

A partir deste ponto, o arbitrio das matrizes Q e R serdo demonstradas
em tabelas.

A tabela abaixo mostra o primeiro arbitrio.



78

Tabela 6 - Primeiro arbitrio dos parametros Q e R

Matriz Q Matriz R Autovalores correspondentes
Q = diag[(1001000000)] | R =[0,0050; 0 0,005] —1.7458365 + 4.5193196i
—4.5193196 + 1.7458365i
Q = diag[(1001000000)] | R =[0,050;00,05] —1.1495778 + 3.4847954i
—3.4847954 + 1.1495778i
Q = diag[(100100000 0)] R=1[10;01] —0.4480239 + 2.8105974i
—2.8105974 + 0.4480239i

Fonte: Prépria

A matriz Q foi descrita dessa forma a fim de facilitar a colocac¢éo na tabela.
Q = diag[(100100 00 0 0)] significa que Q € uma matriz 8x8 onde a diagonal
principal € composta pelos nimeros presente entre os colchetes e o restante dos

ndameros sao nulos, ou seja:

ul
o

—_

5 oo

S

I
é)OOOOOO
SO OO OO OO
SO OO OO OO
SO OO OO OO
SO OO OO OO
SO OO OO OO
SO OO OO OO

S O O OO

O mesmo raciocinio serd implementado para a descricdo das matrizes Q

que serdo tratadas a sequir.
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Figura 14 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(1001000000)] e
R =[0,005 0;0 0,005]

Resposta para Q=diag[(10 0 10 00 0 0 0)] & R=[0,005 0;0 0,005]
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Figura 15 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(1001000000)] e
R =1[0,05 0;0 0,05]

Resposta para Q=diag[(10 0 10 00 0 0 0)] e R=[0.05 0;0 0.05]
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Figura 16- Resposta do sistema de controle para Q=diag[(1001000000)] e
R={10;01]

Resposta para Q=diag[(10 0 10 000 0 0)] e R=[1 0;0 1]
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Fonte: Prépria

Analisando-se as figuras acima referente a cada simulacdo exemplificada
na tabela, constata-se que a resposta do sistema conseguiu atingir a referéncia
dada nos 3 (trés) casos. No entanto, apenas o0 caso Q=
([1001000000]) e R =[0,050;00,05] conseguiu atender aos requisitos de

desempenho. Pela figura, tem-se que o tempo de acomodacéao é 10 segundos.

Os outros dois casos, Figura 23 e 25, ndo cumpriram o requisito de
desempenho referente ao tempo de acomodacéo, pois, pela figura, o tempo de
acomodacéo, relativo a essas duas respostas, estd em torno de 140 e 25
segundos respectivamente, o que esta acima do valor esperado (10 segundos).
Um aspecto importante relacionado ao que foi exposto acima € o0 seguinte:
conforme dito anteriormente, a matriz Q € uma matriz de ponderacao relativa aos

estados do sistema. A matriz R € uma matriz de ponderacao relativa a acao de
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controle. Assim, nesse caso, a matriz Q significa que apenas o0 primeiro e 0
terceiro estados sdo levados em consideracdo e o0s outros 6 estados nao.
Manteve-se a influéncia sobre o primeiro e terceiro estado do sistema constante
e variou a importancia dada a acao de controle, conforme especificado pelos 3
casos estudados.



Tabela 7 - Segundo arbitrio dos parametros Q e R
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Matriz Q

Matriz R

Autovalores correspondentes

Q
= diag[(10101010000 0)]

R = [0,005 0; 0 0,005]

—4.0505809 + 7.1068152i
—1.0044701 + 0.i
—8.1969673 + 0.i

Q
= diag[(10 1010 10 00 0 0)]

R = [0,05 0; 0 0,05]

—5.64674 + 0.i
—2.6722612 + 4.8608978i
—1.0435623 + 0.1

Q
= diag[(10 1010 10 0 0 0 0)]

R=[10;01]

—1.2406576 + 3.1140362i
—3.7222249 + 0.i
—1.5687648 + 0.i

Fonte: Propria

Figura 17 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(10 10 10 10 0 0 0 0)]
e R =[0,005 0;0 0,005]

Resposta para Q=diag[(10 1010 10000 0)] e R=[0.005 0,0 0.005]
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Fonte: Prépria
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Figura 18 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(10 10 10 10 0 0 0 0)]
e R =[0,05 0;0 0,05]

Resposta para Q=diag[(10 10 10 10 00 0 0)] & R=[0.05 0:0 0.05]
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Figura 19 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(10 10 10 10 0 0 0 0)]
e R=[10;01]

Resposta para Q=diag[(10 10 10 10 00 0 0)] & R=[1 0:0 1]
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Fonte: Prépria

Conforme mostrado nas Figuras 26, 27 e 28 acima, a resposta do sistema
atingiu a referéncia dada. No entanto, um requisito de desempenho né&o foi
atendido, o tempo de acomodacdo. Como se pode ver pelos gréaficos, o tempo
de acomodacédo esta em torno de 140, 180 e 250 segundos respectivamente.
Como era esperado que o tempo de acomodacéo fosse menor que 10 segundos,

a resposta nao esta de acordo com o esperado.

Ressalta-se que a matriz Q nesse caso esta levando em consideracdo a
influéncia sobre 4 dos 8 estados do sistema e variou a influéncia dada a acéo de

controle, por meio da matriz R.
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Tabela 8 - Terceiro arbitrio dos parametros Q e R

Matriz Q

Matriz R

Autovalores correspondentes

Q = diag[(1051050000)]

R = [0,005 0; 0 0,005]

—3.5795341 + 6.3564491i
—7.2915625 + 0.i
—1.4198165 + 0.i

Q = diag[(105105000 0)]

R = [0,05 0; 0 0,05]

—2.3135489 + 4.3752097i
—1.4680056 + 0.i
—5.0423073 + 1.227D — 14i

Q = diag[(105105000 0)]

R=[10;01]

—0.9623219 + 2.9599859i
—3.4315124 + 0.i
—1.9737348 + 0.i

Fonte: Propria

Figura 20 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(1051050000)] e
R =1[0,005 0;0 0,005]

Fesposta para Q=diag[(10 510500 0 0)] e R=[0.005 0;0 0.005]
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Figura 21 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(1051050000)] e
R =1[0,05 0;0 0,05]

Resposta para Q=diag[(10 5 1050 0 0 0)] & R=[0.05 0;0 0.05]
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Figura 22 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(1051050000)] e
R =[10;01]

Resposta para Q=diag[(10 5105000 0)] & R=[1 0;0 1]
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Fonte: Prépria

Conforme mostrado nas Figuras 29, 30 e 31 acima, a resposta do sistema
atingiu a referéncia dada. No entanto, um requisito de desempenho né&o foi
atendido em nenhum dos casos, o tempo de acomodacgdo. Como se pode ver
pelos gréficos, o tempo de acomodacgédo estd em torno de 140, 200 e 240
segundos respectivamente. Como era esperado que o tempo de acomodacéao

fosse menor que 10 segundos, a resposta ndo esta de acordo com o esperado.

Ressalta-se que a matriz Q nesse caso esta levando em consideracéo a
influéncia sobre 4 dos 8 estados do sistema, uma influéncia maior nos estados
1 e 3 e uma influéncia menor nos estados 2 e 4, e variou a influéncia dada a

acao de controle, por meio da matriz R.
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Tabela 9 - Quarto arbitrio dos parametros Q e R

Matriz Q

Matriz R

Autovalores correspondentes

Q

= diag[(10 10 10 10 10 10 10 10)]

R
= [0,005 0; 0 0,005]

—3.4503256 + 3.5517145i
—1.0044625 + 0.i
—22.369866 + 0.i

Q

= diag[(10 10 10 10 10 10 10 10)]

R = [0,05 0; 0 0,05]

+2.6972509 + 0.i
6.800D — 16 + 2.6972509i
5.551D — 17 + 2.6972509i

Q

= diag[(10 10 10 10 10 10 10 10)]

R=[10;01]

—1.3098372 + 3.0236745i
—3.8605597 + 0.i
—1.5652306 + 0.i

Fonte: Propria

Figura 23 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(10 10 10 10 10 10
10 10)] e R=[0,005 0;0 0,005]

Resposta para Q=diag[(10 10 10 10 10 10 10 10)] e R=[0.005 0;0 0.005]

1.5

12 Estado
— e 3% Estado

0.5

8] 10 20 30

40 a0 (58]

Tempo [s]

Fonte: Prépria

¥ 80 a0 100



90

Figura 24 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(10 10 10 10 10 10
10 10)] e R=[0,05 0;0 0,05]

Resposta para Q=diag[(10 10 10 10 10 10 10 10)] & R=[0.05 00 0.05]
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Figura 25 - Resposta do sistema de controle para Q=diag[(10 10 10 10 10 10
10 10)] e R=[1 0;0 1]

Resposta para Q=diag[(10 10 10 10 10 10 10 10)] & R=[1 0;0 1]
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Fonte: Prépria

Analisando-se as Figuras 32, 33 e 34 acima referente a cada simulagéo
exemplificada na tabela, constata-se que a resposta do sistema conseguiu atingir
a referéncia dada nos 3 (trés) casos. No entanto, apenas o caso Q =
([101010 101010 10 10]) e R = [1 0; 0 1] ndo conseguiu atender aos requisitos
de desempenho. Pela figura, tem-se que o tempo de acomodacdo de 10

segundos para o exemplo citado ndo é respeitado.

Os outros dois casos, Figuras 32 e 33, cumpriram o requisito de
desempenho referente ao tempo de acomodacéo, pois, pela figura, o tempo de
acomodacéo, relativo a essas duas respostas, estd em torno de 140 e 25
segundos respectivamente, o que esta acima do valor esperado (10 segundos).
Nesse caso, a matriz Q significa que todos os estados s&do levados em

consideragdo. Manteve-se a influéncia sobre os oito estados do sistema
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constante e variou a importancia dada a a¢éo de controle, conforme especificado

pelos 3 casos estudados.
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5. CONSIDERACOES FINAIS
Conforme mostrado no presente trabalho, tanto a técnica da alocacéo de
polos quanto a técnica do LQR tiveram éxito em sua utilizacdo, visto que, por

meio de ambas, conseguiu-se obter resultados satisfatérios.

Relativamente a alocacdo de polos, percebeu-se que, quanto mais a
esquerda estiverem os polos arbitrados, mais rapido o sistema atinge a
referéncia e mais rapido cumpre os requisitos de desempenho. I1sso se deve pois
0 polo — também conhecido como autovalor - é composto por parte real e parte
imaginaria. A parte real é responsavel por adicionar amortecimento ao sistema
e a parte imaginaria € responsavel pelas oscilacbes. Quanto mais a esquerda 0s
polos estiverem, maior sera o valor (em médulo) da componente real do polo, ou
seja, mais amortecimento esta sendo adicionado. Desse modo, o sistema sera

mais amortecido e, com isso, a resposta sera mais rapida.

Com relacdo ao LQR, percebeu-se que, uma vez fixada a matriz Q, ao
aumentar o valor da matriz R, a resposta do sistema conseguiu atingir a
referéncia, mas ndo conseguiu cumprir 0s requisitos de desempenho. Isso se
deve ao fato de que a parte real dos autovalores € inversamente proporcional ao
valor da matriz R. Logo, aumentando-se R, diminuiu-se a contribuicdo da parte
real dos autovalores e, consequentemente, diminuiu 0 amortecimento ao

sistema.

Para todo e qualquer sistema h& de ser considerado uma observacédo
importante: deve-se tomar cuidado para ndo alocar os polos muito a esquerda
porque isso pode tornar o sistema nao-linear, e isso deve ser evitado, pois toda

a formulacdo matematica é baseada considerando o sistema linear.

Inevitavelmente surge uma pergunta muito pertinente: qual das técnicas
apresentadas é a melhor opcédo? E a melhor resposta a ser dada é: depende da
ocasiao! A melhor opcéo depende da aplicacdo a qual se é solicitada. Caso seja
solicitado uma técnica que faca uma relacao entre a resposta desejada e o custo
de energia gasto pelo sistema, entdo a técnica do Regulador Linear Quadratico
(LQR) € a melhor. Caso ndo haja nenhuma exigéncia quanto a relagdo entre
resposta do sistema e o esfor¢co de controle para atingir o objetivo, entdo a

técnica de alocacao de polos € a mais indicada. Para ambos os casos, deve-se
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lembrar que guanto mais rapida for a resposta solicitada, mais potente deve ser

o motor utilizado, portanto, mais caro.

5.1.

5.2.

PONTOS POSITIVOS E DIFICULDADES ENCONTRADAS

Pontos positivos:

Usa-se mais de uma técnica para chegar ao objetivo;

Exito em todas as técnicas utilizadas.

Dificuldades encontradas:

N&o houve presenca em laboratério devido a pandemia e & compromissos

pessoais;

IDEIAS PARA PROJETOS FUTUROS
Montagem do mecanismo e comparagdo dos resultados experimentais

com as técnicas estudadas neste trabalho;

Estudar técnicas de controle que levem em consideracdo o sistema nao-

linear.
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APENDICES
A Script Utilizado

//clc

//clear

mb=0.11;

g=9.81;

[p=0.5;

Ib=1.76e-5;

rb=0.02;

Tx=1;

Ty=1;

A=[01000000;0000 (-mb*g/(Ib/rb*2))000;00010000;000000 (-
mb*g/(Ib/rb”2))0;000001 0 0; (-mb*g/(Ip+Ib))0000000;00000001;00 (-
mb*g/(Ip+Ib)) 000 0 0]

B =1[0;0;0;0;0;Tx/(Ib+Ip);0;Ty/(Ib+Ip)]
B1=[00;00;00;00;00;0.50;00; 00.5]

C =eye(8,8);

C1=[10000000]

H = syslin("c",A,B,C1)

t=0:0.01:10;

y = csim("impulse”, t, H)

figure()

plot(t,y,'linewidth’,3)

a=gca()

a.parent.background = -2;
xgrid

title('Resposta ao Impulso')
legend('Resposta do Sistema')
xlabel('Tempo [s]',"fontsize",3)

// Controlabilidade //
CM = [B A*B A"2*B A*3*B A4*B A"5*B A*6*B A"7*B]

posto = rank(cont mat(A,B1))

L1117717777777777///7/////// Alocagao de Polos ///////////////7///
polos =[-10-11-12-13-14-15-16 -17];

//polos_obs;

polos_obs = 5*polos;

K = ppol(A,B1,polos)

1/6///{(//{/////////////////// Com controlador ///////////////////
= A-B1*K

H1 = syslin("c",A1,B,C)
t=0:0.01:10;



y1 = csim("impulse”, t, H1)

figure()

plot(t,y1,'linewidth’,2)

a=gca()

a.parent.background = -2;

xgrid

title('Resposta ao Impulso com Controlador")

legend('12 Estado’,'22 Estado’,'32 Estado’,'42 Estado’,'52 Estado’,'62 Estado’,'72
Estado','82 Estado")

xlabel('Tempo [s]',"fontsize",3)

L111171777777777777777777/// Com Observador ///////////////////

polos_obs = 5*polos;
K2 = ppol(A,B1,polos_obs)
A2 = A-B1*K2

H2 = syslin("c",A2,B,C)
t=0:0.01:10;

y2 = csim("impulse”, t, H2)

figure()

plot(t,y2,'linewidth',2)
a=gea()

a.parent.background = -2;
xgrid

title('Resposta ao Impulso com Observador de estado')
legend('12 Estado’,'22 Estado’,'32 Estado’,'42 Estado’,'52 Estado’,'62 Estado’,'72
Estado’,'82 Estado")
xlabel('Tempo [s]',"fontsize",3)
x1=exp(-1*t);

x2=exp(-5*t);

x3=exp(-10*t);

x4=exp(-50*t);

figure()

plot(tx1)

plot(t,x2,'k")

plot(t,x3,'r")
plot(t,x4,'g','fontsize’,3)
a=gca()

a.parent.background = -2;
xgrid

//clc

//clear
///Q=[1001000000]eR=[0.0050;00.005] ///

mb=0.11;
8=9.81;
Ip=0.5;
Ib=1.76e-5;
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rb=0.02;

Tx=1;

Ty=1;

A=[01000000;0000 (-mb*g/(Ib/rb"2))000;00010000;000000 (-
mb*g/(Ib/rb”2))0; 00000 1 0 0; (-mb*g/(Ip+I1b))0000000;00000001;00 (-
mb*g/(Ip+Ib)) 00 0 0 0];

B =[0;0;0;0;0;Tx/(Ib+Ip);0; Ty/(Ib+Ip)];
B1=[00;00;00;00;00;0.50; 00;00.5];

C =eye(8,8);

C1=[10000000];

H = syslin("c",A,B1,C);

Q1 = diag([10 0 10 0 0 0 0 0]);
R1 = [0.005 0;0 0.005]
K1=-1gr(H,QR1);

///Q=[100100000 0] eR = [0.05 0;0 0.05] ///
Q2 = diag([10 010 0 0 0 0 0]);

R2 = [0.05 0;0 0.05]

K2=-1gr(H,Q,R1);

///Q=[1001000000]eR=[10;01] ///
Q3 = diag([10 010 0 0 0 0 0]);

R3 =[10;01]
K3=-1gr(H,QR1);

///Q=[101010100000]eR=[0.0050;00.005] ///

mb=0.11;

g=9.81;

[p=0.5;

Ib=1.76e-5;

rb=0.02;

Tx=1;

Ty=1;

A=[01000000;0000 (-mb*g/(Ib/rb*2))000;00010000;000000 (-
mb*g/(Ib/rb”2))0;000001 0 0; (-mb*g/(Ip+Ib))0000000;00000001;00 (-
mb*g/(Ip+Ib)) 00 0 0 0];

B =1[0;0;0;0;0;Tx/(Ib+Ip);0;Ty/(Ib+Ip)];
B1=[00;00;00;00;00;0.50;00; 00.5];

C =eye(8,8);

C1=[10000000];

H = syslin("c",A,B1,C);

Q4 = diag([10 10 10 10 0 0 0 0]);
R4 =[0.005 0;0 0.005]
K4=-1gr(H,Q,R1);

///Q=[10101010000 0] e R = [0.05 0;0 0.05] ///
Q5 = diag([10 10 10 10 0 0 0 0]);

R5 = [0.05 0;0 0.05]

K5=-1gr(H,Q,R1);
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///Q=[101010100000] eR=[10;01] ///
Q6 = diag([10 10 10 10 0 0 0 0]);

R6 = [10;0 1]

K6=-1gr(H,Q R1);

///0Q=[1051050000]eR=[0.0050;00.005] ///

mb=0.11;

g=9.81;

[p=0.5;

Ib=1.76e-5;

rb=0.02;

Tx=1;

Ty=1;

A=[01000000;0000 (-mb*g/(Ib/rb”2))000;00010000;000000 (-
mb*g/(Ib/rb”2))0; 0000010 0; (-mb*g/(Ip+Ib))0000000;00000001;00 (-
mb*g/(Ip+Ib)) 00 0 0 0];

B =[0;0;0;0;0;Tx/(Ib+Ip);0; Ty/(Ib+Ip)];
B1=[00;00;00;00;00;0.50;00;00.5];

C =eye(8,8);

C1=[10000000];

H = syslin("c",A,B1,C);

Q7 = diag([105 1050 0 0 0]);
R7 = [0.005 0;0 0.005]
K7=-1gr(H,QR1);

///Q=[1051050000] eR = [0.05 0;0 0.05] ///
Q8 = diag([105 10500 0 0]);

R8 =[0.05 0;0 0.05]

K8=-1gr(H,Q,R1);

///Q=[1051050000]eR=[10;01] ///
Q9 = diag([105 1050 0 0 0]);

R9 = [10;0 1]
K9=-1gr(H,Q R1);

///Q=[1010101010101010]eR =[0.0050;00.005] ///

mb=0.11;

g=9.81;

Ip=0.5;

Ib=1.76e-5;

rb=0.02;

Tx=1;

Ty=1;

A=[01000000;0000 (-mb*g/(Ib/rb*2))000;00010000;000000 (-
mb*g/(Ib/rb*2))0; 0000010 0; (-mb*g/(Ip+Ib))0000000;00000001;00 (-
mb*g/(Ip+Ib)) 00 0 0 0];

B =[0;0;0;0;0;Tx/(Ib+1p);0;Ty/(Ib+Ip)];
B1=[00;00;00;00;00;0.50;00; 00.5];

C =eye(8,8);



C1=[10000000];
H = syslin("c",A,B1,C);

Q10 = diag([10 10 10 10 10 10 10 10]);
R10 = [0.005 0;0 0.005]
K10=-1qr(H,QR1);

///Q=[1010101010101010] e R = [0.05 0;0 0.05] ///
Q11 = diag([10 10 10 10 10 10 10 10]);

R11 = [0.05 0;0 0.05]

K11=-1gr(H,Q,R1);

///Q=[1010101010101010]eR =[10;01] ///
Q12 = diag([10 10 10 10 10 10 10 10]);
R12=[10;01]

K12=-1gr(H,Q,R1);
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