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RESUMO

A presente pesquisa tem como proposta apresentar a modelagem de sensores
ceramicos a base de niobato de potassio e sédio (KNN) e a utilizagdo do Método de
Elementos Espectrais no estudo de vibragdes em estruturas. Nesse sentido, foram
desenvolvidas simulagdes computacionais a partir da teoria de vigas Euler-Bernoulli,
aplicadas as ceramicas livres de chumbo, analisando os resultados das simulagdes
com a literatura existente, com sensores de KNN.

Palavras-chave: elementos espectrais; simulacbes computacionais; niobato de
potassio e sodio.



ABSTRACT

The present research aims to present the modeling of ceramic sensors based on
potassium and sodium niobate (KNN) and the use of the Spectral Element Method in
the study of vibrations in structures. In this sense, computational simulations were
developed based on the Euler-Bernoulli beam theory, applied to lead-free ceramics,
analyzing the simulation results with existing literature with KNN sensors.

Keywords: spectral elements; computational simulations; potassium and sodium
niobate.
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1 INTRODUGAO

O desenvolvimento dos estudos de novas tecnologias em estruturas flexiveis
vem crescendo cada dia mais em relagao ao uso de sensores acoplados a uma viga.
Com o uso desse material inteligente tem-se a possibilidade de ajudar o sistema a
responder de maneira eficiente e analisar as perturbacdes externas. Esses conceitos
sdo chamados por Gongalves (2003) de Estruturas Inteligentes.

Ao consultar a literatura existente sobre as vibragdes de uma viga, a partir das
suas frequéncias naturais, existem varias pesquisas sobre as vibragcdes de um
sistema mecanico, bem como pelos projetos de maquinas, estruturas, motores, entre
outros, de acordo com Migotto (2011).

Como ha um grande portfélio de estudos das vibragdes, estes podem ser
modelos calculados matematicamente pela teoria de viga de Euler-Bernoulli, segundo
as investigagdes de Chang, Chang e Liu (2001), Friswell e Lees (2001) e Migotto
(2011).

Nesse sentido, foi modelado através do método dos Elementos Espectrais a
teoria de viga de Euler-Bernoulli para o estudo de um sistema mecanico de uma viga,
em relacdo as suas frequéncias naturais e seus componentes. O método dos
Elementos Espectrais tem a combinacdo e a flexibilidade geométrica, com
caracteristicas comuns com o meétodo de Elementos Finitos, porém com uma
vantagem em relagdo ao ultimo, pois tem uma técnica de exatiddo e convergéncia
mais rapida do que os demais métodos que trabalha com esse modelo de estudo
(Conceigao, 2016; Moura, 2021).

Para o desenvolvimento de estudos da composicdo de sensores, os materiais
que mais se destacam sdo as ceramicas com propriedades piezoelétricas,
sobressaindo-se entre elas as ceramicas de Leard Zirconate Tyrannate (PZT), por
possuirem as melhores propriedades elétricas e dielétricas. No entanto, essas
ceramicas do sistema PZT possuem chumbo em sua composi¢cdo. Assim, por
questdes ambientais, os paises da Europa estdo propondo sua troca por materiais
livres de chumbo, os chamados “leads free materials”.

Dentre as ceramicas livres de chumbo, a solucao sdélida de Niobato de Potassio
de Sodio (KNN) tem recebido um lugar de destaque, por possuir as melhores
propriedades eletroativas, quando comparadas com as outras ceramicas sem

chumbo. Por esse motivo, ela vem se mostrado uma forte candidata para a
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substituicdo das ceramicas a base de chumbo (Shrout; Zhang, 2007). Nessa
perspectiva, o presente trabalho apresenta uma pesquisa de modelagem via Elemento
Espectral da teoria da viga de Euler-Bernoulli, no estudo de vibragbes mecéanicas para
um modelo de viga com sensor de KNN.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

De maneira ampla, existem varios estudos realizados com materiais
piezoelétricos, com énfase em vibragbes mecanicas de um sistema do tipo viga. Estes
geralmente fazem uma analise dos comportamentos dindmicos da viga e os compara
com a propagacao de ondas nas estruturas, como € o caso da pesquisa de Moura
(2021).

Com o passar da década de 1990, as ceramicas ferroelétricas vém se
destacando cada vez mais como uma ferramenta importante nas solu¢cdes dos
problemas vibracionais de sistemas mecanicos, como asseguram Gripp e Rade
(2018). O modelo desse material € constituido pelas seguintes substancias: titanio,
turmalina, 6xido de chumbo, zircénio e quartzo. Tais ceramicas sao classificadas, de
acordo com seu material, como PZTs e PVDFs (Polivinil Fluoreto) (Gautschi, 2002;
Cheng et al., 2007).

Os que mais se destacam na utilizagdo dessa ceramica em estruturas simples
sdo os PZTs acoplados, haja vista que essas ceramicas s&o a base de chumbo e, em
funcao da preservagao ambiental, os paises da Europa estdo propondo sua troca por
materiais livres de chumbo, os chamados “leads free materials”. Com o avango das
investigacbes sobre as ceramicas livres de chumbo, a solugédo sélida de KNN tem
recebido lugar de destaque por possuir as melhores propriedades eletroativas, quando
comparadas a outras ceramicas livres de chumbo (SHROUT; ZHANG, 2007).

De acordo com Clark (2000) e Moura (2021), o funcionamento do efeito
piezoelétrico é caracterizado pela conversdo de energia no dominio mecanico para
elétrico, e inversamente, ou seja, quando aplicamos tensdo mecanica na ceramica
ferroelétrica € produzido um campo elétrico, e esse fendbmeno fisico é chamado de
efeito direto. Quando se inverte esse processo na ceramica ferroelétrica, aplicando
um campo elétrico, tem-se, entdo, uma tensdao mecanica, e este processo é

denominado de efeito inverso. Esses fendmenos s&o apresentados na Figura 1.
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Figura 1 — llustragéo piezoelétrica de efeito direto e inverso

Efeito direto L]
Deformacio —
Tensdo mecinica CL_.___ e} Energia eletrica
— ]
b — .
Efeito inverso
, . r—-—-—--—'—- Deformacio |
Energia elétrica | | — C —_—_ —-—:]) Tensdo mecinica
| [S—

Fonte: Adaptada de Moura (2021).

Mei (2008) desenvolveu estudos sobre as frequéncias naturais e os modos de
vibragdo de uma viga, por meio do modelo e da técnica de transformada diferencial
para solucao de problemas de vibragdes para a teoria de viga de Euler-Bernoulli.

Nas pesquisas realizadas na literatura € comum utilizar os seguintes métodos
na analise modal: Método de Elemento Finito de Onda, o Método de Diferenga Finita,
o Método de Matriz de Transferéncia, e o Método de Expansado de Onda Plana, de

acordo Leo (2007), para as simulagdes computacionais.

2.1 OBJETIVO GERAL

Este trabalho tem como objetivo principal a aplicagdo do Método dos Elementos
Espectrais no estudo das vibragbes em fungédo dos graus de liberdade de uma viga

da teoria Euler-Bernoulli.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Utilizar a solugdo solida de KNN como sensor acoplado em uma viga,
fazendo comparagao das simulagdes computacionais com sensor de PZT,;

e estudar as vibragbes de uma viga com sensores acoplados;

e apresentar uma analise das FRF (fungdo resposta em frequéncia) da

solucao solida de KNN como sensor.
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3 METODO DOS ELEMENTOS ESPECTRAIS

Nesta segdo vamos apresentar a formulagdo geral do Método dos Elementos
Espectrais proposta por Lee (2009), a definicdo do Elemento Espectral de uma
estrutura e através da equagdo que governa o movimento, que se relaciona
diretamente com suas forgas e os deslocamentos nodais. Lee (2009) denota essa
equacgao governante do movimento de um sistema sujeito a vibracdes forgadas da
seguinte forma:

Lu(x,t) + Mii(x,t) = p(x,t) (1)

A variavel L é o operador estrutural diferencial dependente dominio do tempo e
o deslocamento da coordenada x, sendo M operador de inércia, os pontos (') na
equacao representam a derivada calculada em relagao ao tempo t, u(x,t) é o vetor
do deslocamento e o0 e p(x, t) é vetor de forgas externas.

Admitindo que a forma espectral para o vetor de forgcas externas do sistema é
representada da seguinte forma:

1 _ .
p(x,t) = EZL(} P, (x, w,)exp'®nt  (2)
Com B,(x,w,) sendo o componente espectral (em outras palavras,
coeficientes de Fourier) do vetor p(x,t), com w (6mega) a variavel frequéncial e i =

V=1 a variavel com unidade imaginaria. Temos a solugéo para a equagéo que a
governante do movimento Eq.1 é dada por:
u(x, ) =~ IN=3 Uy (x, wp)exp@nt  (3)

Temos que U,(x,w,) sao componentes espectrais do vetor deslocamento
u(x,t). Fazendo a substituigdo das equagdes Eq.2 e Eq.3 na Eq.1, e admitindo que
os componentes espectrais U,(x,w,) e PB,(x,w,) satisfagam a Eq.1 para cada
frequéncia discreta w,,, temos que:

LU, (x, wn) — @ff MUL(x, w,) = B(x, ) (4)

Sendo L o operador estrutural linear diferencial no dominio espacial.

As funcdes que sao formadas dependentes do dominio da frequéncia podem
ser classificadas em fungdes com formas dinamicas, sendo usadas para elaborar a
matriz de Elementos Espectrais, através da seguinte equagcdo homogénea:

LUy (x, wp) — @ff MU, (x, w,) =0 (5)
Na Eq.5 vale para todas as frequéncias discretas em cada frequéncia discreta

wy,, pPor consequéncia w, vai se tornar um parametro. Por outro lado, vamos mudar a
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forma de expressar a Eq.5 e sera feita a seguinte abreviagdo: vamos omitir os
subscritos n da Eq.5, e sera reescrita dessa forma:
LU(x,w) — w2 MU(x,w) =0 (6)
Assumindo que a seguinte soluc¢ao geral para Eq.6 sera dada por uma solugéo
harménica:
U(x) = cexp™™* (7)
Sabemos que ¢ € um vetor constante, onde k € o numero de onda. Substituindo
a Eq.7 na Eq.6, temos o seguinte problema de autovalor:
A(k,w)c=0 (8)
Na Eq.8, para que tenha solugéo nao trivial, o determinante da matriz deve ser
zero, ou seja:
det|A(k, w)|=0 (9)
O determinante da Eq.9 nos fornece a equacao carateristica do numero de
onda Eq.10:
kpap-1) (kP + ap,_pn(@)kP2 + - + agy(0) + a@y (@) =0 (10)
A equacao (10) denota a relagdo de dispersdo, com suas raizes distintas
(k1, k3, ... ,kp) com sua frequéncia discreta em w e, a partir dessa relagédo, temos

autovetores c; que sao obtidos através da Eq.8, com:

c={!}= a9, (i=12..,p) (11)

Portanto, o autovetor ¢; € normalizado de forma que um componente do vetor
¢; normalizado possa ser unitario, e outros componentes sejam alocados no vetor £;.
As constantes a; sado definidas por meio das condigdes de contorno do problema
associado, com suas respostas que satisfazem o problema de autovetor da Eq.8, com
k; e c;. Podemos escrever a solugao geral da Eq.6 da seguinte maneira:

U(x) = X0, ¢; exp~il@xq; = E(x, w)a (12)
Com
E(x ®) = [¢1 ¢y - Pp]AKX w)
A(x, w) = diag[exp~ki(@)x] (13)
a=[aa,..a, ]
A estrutura de comprimento L para um elemento nos elementos finitos, os

deslocamentos espectrais, nodais e angulos e as forgas espectrais nodais, com a
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equacao 12 vao satisfazer as condigdes de contorno geométrico dos néscomx =0 e
x = L.

As variaveis primarias sdo os deslocamentos, considerando suas condi¢des de
contornos e suas especificagdes em relagdo as condigbes geométricas, podendo ser
relacionadas com os deslocamentos na forma.

D(x) =Lgp U(x) (14)

L;sz € o operador diferencial linear nas condigbes de contorno geométricas.

Fazendo as substituicbes da Eq.12 na EqQ.14, consideremos os graus de
liberdade d localizados nos dois nds dos elementos, temos, segundo Lee (2009):

_ (D(O)) _ [Les EG 0)lxmo] . _
d‘{D(m}‘ Lop EGx0)l,y) &= H(2 (15)

Vamos isolar a variavel do vetor constante a da Eq.12 e substituir o resultado
na Eq.15, a partir da solugdo geral se reescrita em fungdo do vetor de graus de

liberdades nodais, temos:

U(x) =N(x,w)d (16)
Com N(x, w) sendo uma fungéo definida pela seguinte lei de formacgao:
N(x,w) = E(x, )H 1 (w) (17)

Através de sua forgca de inércia e seus momentos, essa variavel é chamada de
secundaria, e com as seguintes especificacdes de contorno que a constituem, sao os
contornos naturais. Aplicando a teoria de resisténcias dos materiais, vamos ter a
relagdo das variaveis com seus deslocamentos da seguinte forma:

F(x) = Lyp U(x) (18)

Ja para condi¢des de contorno natural, o L,z € seu operador diferencial linear.

Para determinar a equacao de elementos espectrais, vamos substituir a Eq.16
na Eq.18, seréo consideradas as forgas nodais f,, com seus esforgos correspondentes

nos dois n6s do elemento, entao:

_ (—F(0) _ [~Lyp N(X, 0)lx=0] , _
Je = {+F(L)} - [+LNB N(x, oo)|x=L]d =S(w)d (19)
Com
_ [~Lns NGt 0)lxm] _ _
S(w) = [+L5§ N(x,w)|x=2] = S(@H™ (@) (20)
e

G(w) = [_LNB E(x, (0)|x=o] 21)

+Lyp E(x, 0)],=1
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Na literatura, S(w) é a matriz, € a rigidez dinamica exata, no dominio da
frequéncia, chamada de Matriz do Elemento Espectral. Em relagao as diferencgas de
sinais da Eq.19, os sinais mais (+) e menos (-) se refletem na convengéo de sinais
usados na teoria de resisténcia de matérias, e € diferente das convengdes usadas nos

Métodos de Elementos Finitos ou de Elementos Espectrais.

3.1 MODELO DE VIGA DE EULER-BERNOULLI PARA UMA CAMADA

Elemento de viga: s&o classificadas como vigas e estruturas quando a
dimensao da secao transversal € menor em relacdo ao comprimento. Podemos
expressar esse critério como a razdo do comprimento pela largura, sendo resultado
dessa razao um valor menor ou igual a 10, essa relacdo pode ser expressa

matematicamente da seguinte forma:

comprimento

largura
A modelagem matematica de uma viga é feita através da analise de uma segéo
da viga. Iremos examinar a segdo transversal da viga sujeita a uma forga externa

distribuida em f(x,t) , conforme a Figura 2.

Figura 2 — Um elemento de viga

e fx, 0

T11 PIeere o

| —s X

Fonte: Adaptada de Conceig¢ao (2016).

Na Figura 3 temos a ilustragado dos esforgos elementares para uma segao de
viga. Com w(x, t) é o deslocamento transversal, 6(x, t) rotacéo, Q(x, t) forca cortante,

M (x,t) momento fletor e dx indica o diferencial da seg¢ao de viga.
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Figura 3 — Seccao de um elemento de viga

w(x, ) | ) 0(x,t)
flx,t)

LITTTIL gan+ 2250,

M(x,t)

M (x, t)
dx

dx

Linha Neutra M(x,t) +

L)
Q(x )i dx

Fonte: Adaptada de Conceicao (2016).

Usando a definigdo da segunda lei de Newton, na direcdo do eixo y temos as

seguintes relagdes:

E, = pAdx% (22)
2W
pAdx =550 = 0(x,0) — [0 &) + 220 dx| + f(x, dx  (23)

Simplificando a Eq.23, temos:

2w(xt)

aQ(x,t)
e . dx + f(x,t)dx (24)

pAdx

Sendo p a densidade do material e A sua area da secg¢ao transversal.
A Figura 2 mostra a representagédo do elemento de viga, analisando o eixo z e
as seguintes relacbes de momentos ao centro de gravidade. Assim, podemos

expressar:

920 (x,t)
at2

M, = pldx (25)

Podemos reescrever o resultado da Eq.25 da seguinte forma:

926(xt)
pldx Freamie [M(x, t) +

oM (x,t) 9Q(x,t) dx?
a; ] —M(x,t) + [Q(x,t) + a;c dx] dx +f(x,t)%

(26)
Simplificando a Eq.27:

14 0%6(x,t)  OM(x,t) N .
X atz - ax Q(x; )
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Sendo I o momento da area da secéo transversal, com dx? sendo assumido
como zero, pois dx € muito pequeno. Mais detalhes matematicos na formulacdo do
método podem ser encontrados em Rao (2008).

Para definir a modelagem de viga de Euler-Bernoulli, vamos definir a equagao
de movimento da viga: sera desprezado o cisalhamento e a inércia de rotagao. A forga
cortante e a rotacional sdo definidas pela derivagao espacial através do seu momento

fletor M e o seu deslocamento em w, logo:

Q=-2 (28

g =2 (29)

= ox
Aplicando a Eq.24 e a Eq.27, a equagao de movimento para viga de Euler-

Bernoulli €, com base em Thomson e Dahleh (1998):

*twxt) _ 920 (x,t)
El—=== pA preaniy f(x,t) (30)
Portanto, a equacédo de movimento livre e dada por:
*w(x,t) 9%20(xt)
El——=+pA—75—==10 (31)

Na solu¢do da Eq.31 vamos admitir uma solugéo na forma espectral:
w(x,£) = L TN5 Wa (x, wp)en (32)
Na forma espectral temos as seguintes solugdes gerais:
w(x, w) = aet®nt (33)
Portanto, quando substituimos as solucbes espectrais na Eq.32 na Eq.31,

temos a seguinte equacéo diferencial:

*w(x,t)
dx*

El + w?pAW (x,w) = 0 (34)
O resultado da relacéo de dispersao é definido quando substituimos a solugao
geral na forma espectral da Eq.33 na Eq.34, temos que:

k*—kEt=0 (35)
ke=vo- |52 (36)

As raizes sao geradas pela Eq.35. Assim:
kl=—-k2=kr k3 =—k4=ikz (37)
Seja uma viga finita de comprimento L, a sua solugao geral sera:

W(x,w) =a,-e kF* + q, - e *F¥ 4 q; - et kF¥ 4 q, - etkF* = e(x,w)-a  (38)



Sendo

e(x, (I)) — [e—ikFx + e—kpx + e+ikpx + e+kF.X]

a={a; a, as a4}T
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(39)

(40)

A Figura 4 mostra os deslocamentos nodais para o elemento de viga, e

expressaremos os deslocamentos nodais W, e W, vertical, 8, e 6, rotacdo que indicam

o inicio e o fim do elemento, respectivamente.

Figura 4 — Deslocamentos em um elemento de viga de Euler-Bernoulli

Wi
A

o,(

- L

Fonte: Adaptada de Lee (2019).

Indicaremos um vetor d que alocara os deslocamentos nodais espectrais e

suas rotagdes nodais, para uma viga de Euler-Bernoulli de comprimento L.

(41)

(42)

1

e+kFL (43)

w; (W(O)\
Lol _ WO
W W)
01 W'(L)
Agora substituida a Eq.39 na Eq.41, temos que o vetor d sera igual:
e(0,w)
_leOw)| _
d= e(L, ) a=Hg(w)a
e'(L,w)
Com
1 1 1
—ikg —kp ikp
Hpi(w) = o —ikFL e~ krL e HikFL
_lk ‘e ikFL _k e kfpL lkF . e+ikFL

. pHkpL
kp-e™™F

A partir da Eq.42, o vetor constante a pode ser eliminado da Eq.38 e podemos

expressar uma solugao geral:
W(x) = Ng(x,w)-d
Com Ng(x, w) definido como:
Np(x, w) = e(x, w) - Hp{ (w)

(44)

(45)
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A Figura 5 mostra as forgas nodais para o elemento de viga, e expressaremos
as forcas nodais M; e M, vertical, Q;e Q, rotagdo que indicam o inicio e o fim do

elemento, respectivamente.

Figura 5 — Forgcas nodais de um elemento de viga de Euler-Bernoulli

M C(Tj; 'GT{)} mo (|1 '?EJ M
e L g

Fonte: Adaptada de Lee (2019).

Lee (2009) apresenta que as forgas cortantes transversais e o momento fletor
sao dados por:
Q(x) =—EIW"'(x), M(x)=EIW"(x) (46)
Assim, podemos relacionar essas forgcas nodais espectrais com forcas
cortantes e o momento fletor para um elemento de viga de Euler-Bernoulli. Podemos

indicar o vetor de forgas f, da seguinte forma:

0y (—0O)
BPAREN0

F=10.(7) ew @
M, M(L)

Substituida a Eq.44 na Eq.28 e na equacdao M = EI% , € 0s resultados no lado

direto da Eq.46, podemos escrever:
Sp1(w) - d(w) = f(w) (48)
Sendo que Sp,(w) € a matriz de elemento espectral para uma viga de Euler-

Bernoulli, definida como:

Sp1(w) = Fpy(w) - Hzi(w) (49)

Sendo
fe=Fpi(w)-a (50)

Com

—ik3 —ik3 —ik3 —ik3

12 k3 k3 k2

Fgpi(w) = —EI —ikf . e~ ikil —ik; . g~ ikalL ikge+ik3L ikze+k4L (50)
k% . e—ile k% : e—ikzL k% : e—ik3L kz% . e—ik4L

Sendo kj,j = 1,2,3,4 definido na Eq.37.
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A metodologia desenvolvida até aqui sera aplicada utilizando os dados de uma
viga engastada-livre proposta por Rocha (2004), que realizou o trabalho de simulagao
de um programa que € implementado em ambiente MATLAB® para modelagem,
através do Método dos Elementos Finitos, no programa SMARTSYS e comparou sua
resposta com o programa ANSYS®. A viga é discretizada em 24 elementos de viga
com graus de liberdade de deslocamento em diregao z e rotagdo em torno do eixo y.
Os testes realizados nessa estrutura foram feitos para observar as fungdes de
resposta em frequéncia, e nao foi considerado o amortecimento estrutural neste

elemento.

Tabela 1 — Propriedades fisicas e geométricas da viga

Parametro da Viga Valor
Médulo de Young (GPa) 70
Densidade (kg.m™3) 2710
Comprimento (mm) 480
Largura (mm) 25
Espessura (mm) 3

Fonte: Adaptada de Rocha (2004).

Figura 6 — Representacéo do desenho esquematico da viga

480 mm

23 pum

HEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE | 1|

R RARY

3 1y

25 mm

-

Vista superior Vista de topo

Fonte: Adaptada de Rocha (2004).

Na Figura 7, o grafico mostra a fungdo de resposta em frequéncia para o
modelo de viga de Euler-Bernoulli baseado nas propriedades fisicas e geométricas da
viga de Rocha (2004). A resposta em frequéncia via FEM (métodos de elementos
finitos) também é calculada para essa estrutura. As matrizes de massa e rigidez desse
modelo sdo deduzidas em Lalanne e Berthier (1983) e sao apresentadas no Apéndice.
Na modelagem FEM foram utilizados 24 elementos para se obter uma resposta
equivalente, com critério visual de comparacdo. Nao foi considerado o amortecimento

estrutural nesse elemento.
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Figura 7 — Funcao de resposta em frequéncia para uma viga de Euler-Bernoulli
20
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 2 apresentamos os valores das seis primeiras frequéncias naturais
dos modelos e as diferengas percentuais em relagdo aos valores analiticos (Inman,
2001), os valores simulados por Rocha (2004) e a simulagao aplicando métodos SEM
(métodos elementos espectral) implementada no Scilab 6.1.1, considerando um
Elemento Espectral. Os valores da Tabela 2 sdo apresentados na forma de grafico na

Figura 8.

Tabela 2 — Frequéncias naturais e diferengas percentuais —(f;, / f,, _analitica — 1)100
Modos *Analitico **SMARTSYS Diferenca SEM Diferenca

fn(H2)"  fn (Hz)™ % fn (H2) %
1 10,69 10,69 0 10,66 0,2806
2 66,99 66,99 0 67,00 0,0149
3 187,58 187,58 0 187,66 0,0426
4 367,59 367,6 0,0027 367,64 0,0109
5 607,66 607,7 0,0066 607,65 0,0016
6 907,73 907,9 0,0187 907,66 0,0077

Legenda: *Inman (2001); **Rocha (2004).
Fonte: Inman (2001) e Rocha (2004).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

as frequéncias naturais apresentadas
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pelas estruturas

modeladas com elementos de viga de Rocha (2004), comparadas com os resultados

analiticos de Inman (2001) e o da literatura de Rocha (2004), a implementacdo do

nosso algoritmo mostra uma diferenga aceitavel comparada com os dois resultados

da literatura.

3.2 VIGA DE EULER-BERNOULLI COM DUAS CAMADAS

3.2.1 Equagao de movimento

Consideramos a geometria de uma viga elastica e elastica de comprimento L

de duas camadas de matérias diferentes. Na Figura 9 mostramos as proposi¢des

feitas para o calculo da derivagdo das equacdes de movimento.
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Figura 9 — Elemento de viga com duas camadas

£
A Segunda camada - A

Primeira camiada w

Fonte: Adaptada de Lee (2009).

As proposi¢coes da equagao de movimento sao propostas por Lee (2009) das
seguintes formas:

+ as caracteristicas geométricas e os materiais sdo uniformes ao longo da viga,
tendo uma continuidade perfeita nas interfaces;

+ com suas duas camadas tera que apresentar o mesmo deslocamento
transversal;

+ tendo pequenas amplitudes de vibragao;

+ as duas camadas da viga apresentam elasticidade linear;

+ s30 desprezadas as deformacgdes por cisalhamento e as inércias rotacionais.
Para uma situagao que ndo ha nenhum problema na colagem das camadas da

viga sendo perfeita, podem ser definidos os seguintes conceitos de cinematica:

U, = Up — (h/z) -w' (51)

Sendo
h=hy, + h, (52)

De acordo com Conceigao (2016), Lee (2009) e Meirovitch (2003), as
formulagcbes das equagdes de movimento sdo feitas pelo principio variacional de

Hamilton.
f:(cST — 8V +6W)dt =0 (53)
T é a energia cinética, VV sua energia potencial e W seu trabalho virtual. Para
Lee (2009), as equacgdes das energias potencial e cinética séo:

V=2 J, [EyAp(W'p)? + Eply(W")? + Eclc(W")? + EcA. (' 0)? + F(w')?]dx (54)
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T =3 Jy TopAp (i} +W?) + peAc (@2 +w?)]dx (55)

Para cada umas das camadas da viga, teremos: o modulo de elasticidade
Ey ,E., as areas de secao transversal A,,A., seu momento de inércia I,I., com F
sendo uma forga de trag&o axial constante aplicada na viga de duas camadas. Vamos
substituir a Eq.51 na Eq.54 e Eq.55 das energias potencial e cinética para eliminarmos
o deslocamento axial da segunda camada da viga u.. Portanto, a Eq.54 e Eq.55

podem ser reescritas desse modo:

V= %fOL[EAu’,Z, + EIw''? — 2Bw'"u;, + Fw'?]dx (56)

1 L . : s f. ‘
T = Efo [pAuZ + pAw? — 2aWw'ly, + yw'?|dx (57)

Sendo:
EA=E,A, +E.A, EI=Eyl,+E.I. + (1/4)ECACh2

pA = ppAp + pcAc. a= (1/2)pcAch
p= (1/2)EcAch Yy = (1/4).00Ach2 (58)

A equagao do trabalho virtual das forgas externa, amortecimento viscoso e de
restricdo sera representada pela expressao:
SW = fOLp(x, t)oWdx + fOL 7(x, t)Su,dx — fOL fAb(cbf”bSrb) dAydx —

fOL fAC(ch"C6rc)dAcdx + N, (£)6u, (0,t) + N,(t)6u, (L, t) + M, (t)SW'(0,t) +
M,5w'(L,t) + Q ()W (0,t) + Q, ()W (L, t)(59)
Sendo:
T, =UN, +WNn,,r, =Uumn, +wn, (60)

A diregcao dos vetores unitarios n,n,, respectivamente em x e z, as forgas de
momentos N;, Q; e M; (i = 1,2) sdo associadas as variaveis: u,,w e 6. Os coeficientes
de amortecimento viscoso sao denotados por ¢, e c., as forcas externas que sao
aplicadas ao longo da vida sdo expressas pelos parametros p(x, t) e t(x, t). O trabalho
virtual W pode ser mostrado dessa maneira: primeiro, vamos substituir a Eq.60 na
Eq.59 para expressar u. em termos de u,;, apos resolvemos integrando por parte. O
trabalho virtual é
oW = fOL[p(x, t)ow + t(x, t)Suy, — cAly,6up + cAWSW + c,Ww'Suy, + cuit, dw' —

cw'dw’] dx + Ny (£)6u, (0, 8) + No(£)8uy (L, £) + My (£)w'(0,t) + My()Sw' (L, t) +
Q1(6)dw(0,t) + Q(t)dw(L,t) (61)
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Com
cA = cpAp + c A,

c; = (1/4)CCACh2
e = (/)ccAch (62)
EIW"" + pAW + cAW = —aii'b + pw"" +yw” + c;w " — c4uyb + Fw" + p(x, t)EAU" ), —

pAI" ) — cAly, = —aw' + Bw"" — caw' — (%, t) (63)

E, assim, as condigdes de contorno sado definidas de acordo com

Q(0,t) = —Q; —Fw'(0,t) ou w(0,t) = wy(t)

M(0,t) = —M,(t) ou w'(0,t) =6,(t)

N(0,t) = —N;(t) ou u(0,t) = uy(t) (64)
Q(L,t) =—-Q,—Fw'(L,t) ou w(L,t)=wy(t)

M(L,t) = —M,(t) ou w'(L,t) =6,(t)

N(L,t) = —N,(t) ou u,(L,t) =uy(t)

Denotamos as forgas axial N, o momento fletor M e a cortante Q. Assim sendo,
forcas sao relacionadas com o deslocamento axial u;, deslocamento transversal w e
a rotacao 0, é dado que
Q(x,t) = —EIw'"" — aiiy, + "'y, + yw" + c;w' — 1,
M(x,t) = EIw" — Bu'), (65)
N(x,t) = Elu'y, — pw"
Logo, o amortecimento pode ser alocado através do moédulo de elasticidade
complexo, por
Ep=Epy(1+imy)  Ei=E(1+in) (66)
Com n, e n. sendo os fatores de perda de cada camada.
A formulacdo do elemento espectral é realizada a partir das equacdes de
movimento 63, colocando-a para dominio da frequéncia pela transformada de Fourier.

Dessa forma, vamos utilizar as suas formas espectrais do deslocamento transversal

N-1
w(x,t))] 1 Wy, (x, wy) iyt
s 0) = 7 E o) @ (©7)
n=0
Portanto, podemos definir as formas espectrais dos momentos e das forgas,
{p(x, t)} _ l ZN_l {Pn(x' wn)} plwnt
7(x, t) N n=0 Tn(x, wy)
Q)] vt (Qulx @n)

M(x,t) p = — Z M, (x, w,) y et@nt
N(x, t) n=0 Nn(xl wn)

e axial, como

(68)
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Sendo i = 1,2. Fazendo as seguintes manipulagdes algébricas das seguintes
equacdes: EQq.67 e Eq.68 na Eq.63 e Eq.64 e, desta forma, as equagdes de
movimento no dominio da frequéncia sdo determinadas como

EIW"" — w?pAW + iwcAW = w?aU’ + BU"" — 0?*yW" +iwc,W" — iwcdU' + Fw'" +
P(x)EAU" + w?pAU —iwcAU = w?aW' + W' —iwc,W' — T(x,t)

(69)
Dessa forma, as condi¢des de contorno sao definidas como:
Q(0) = —Q; — FW'(0) ou W(0) =W,
M(0) = —M, ou W'(0) =0,
QL) =Q,—FW'(L) ou W(L)=W,
M(L) = M, ou W'(L) =0,
N(L) = N, ou U(0) = U,

De maneira analoga, basta substituir a Eq.67 e a Eq.68 nas expressdes para
forcas e momentos, Eq.65, e é definida a relacéo forca-deslocamento espectral.
Q(x) = —EIW" + w?alU + BU" + 0*yW' + +iwc,W' — iwc,U
M(0) = EIW" — BU’ (71)
N(0) = EAU' — pW"
Os deslocamentos nodais espectrais e as rotagdes nodais espectrais para uma
viga de duas camadas de comprimento L sdo apresentados na Figura 10. Podemos

definir um vetor de deslocamento d como

U, (U(0)
Wi w(0)
d= ngl = { 5% s (72)
W, W(L)
61 \O(L) /

Note que, na Figura 10, temos os termos de graus de liberdade da viga de duas
camadas que se comportam como apenas uma estrutura. Sendo assim, as forgas e

0s momentos nodais espectrais também podem ser representados por um vetor f;

N, ( —N(0) )
(Ql] —Q(0) — FW'(0)

fe= %21 = _1\%8) b (73)
Q> Q(L) — FW'(L)
M, \ M(L) J
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Figura 10 — Forgas e graus de liberdade para um elemento de viga com duas camadas
0, W, W, ©;
U,

U,

N, N,
Iﬂ"'l1 01 L a; n‘“z
Fonte: Adaptada de Lee (2009).

F 3
L

As fungdes estdo no dominio da frequéncia, sendo essa regra que formula a
equacido de elemento espectral, que a partir da Eq.69 calculamos as derivadas,
considerando P(x) = 0 eT(x) = 0, temos a equagdo homogénea de movimento
dadas por

EIW"" — w?pAW + iwcAW = w?aU’ + BU"" — 0?yW" +iwc,W" — iwc4U' + Fw" + EAU" +
w?pAU —iwcAU = w?aW' + W' —iwc,W' (74)

As solugdes gerais da Eq.74 s&o apresentadas da seguinte maneira:

W(x) = a-ek@x
(75)

U(x) =7-a-ekl@x

Substituindo a EqQ.75 na Eq.74 resulta no seguinte problema de autovalor:
X1 X2l f1y _ (0
[Xlz Xzz] {T} o {0} (76)
Sendo:

X11 = k*El — w?pA + iwcA — w?k?y + iwk?cy + k*F
Xy = —Kk?EA + w?pA — iwcA
X1 = wkey +iw?ka — ik3p (77)

A relacéo de dispersao € obtida igualando a zero o determinante da Eq. 76,
a1k6 + a2k4 + a3k2 + a4_ = 0 (78)

Transformando-se:
a, = B% — EAEI
a, = w?(EAy + EIpA — 2ap) — iw(EIcA + EAc; — 2fc,) — EAF
as; = w*(a? — ypA) + iw3(pAc, + ycA — 2ac,) + w?(EApA + cAcy + FpA + c3)

— iwcA(EA + F)
a, = —pA?w* + 2iw3pAcA + w"2cA
(79)
A Eq.78 fornece seis numeros de onda (j = 1,2,...,6). Para cada numero de

onda k; , temos um correspondente 7; e € obtido da Eq. 76 como
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—wkics—iw?k;a+ik3p
o= 1 J J (80)

J —kJZ-EA+a)2pA—iwcA

Para cada r; € alocado na matriz diagonal
R = diag(rj), j=1,..,6 (81)

Usando os seis numeros de onda, a solugao geral da Eq.74 € escrita como:
W(x) = 26 Aj-e”H* = e(x,w)a
= (82)
U(x) = 26 17-]. A] ca- e tkix = e(x,a))Ra
j=

Sendo:
e(x, w) = [e~thax gikeX g-iksx p-ikyX o-iksx p-ikex]
a=1{a,a,a;3a,asag}’ (83)

Aplicando a Eq.82 no vetor de deslocamento nodal d definido na Eq.72, temos:
d=H(w)a (84)

ComH(w)talque j=1,..,6)e
H(1,j) =7
H2,j)=1
H(3,)) = —ik;
H(4,)) = rje
H(5,j) = ¢
H(6,j) = —ikje; (85)

Com
ej = e it (86)

3.2.2 A equacgao do Elemento Espectral

Podemos definir as equagbes do movimento pelo principio variacional de
Hamilton — detalhes desta formulagdo podem ser obtidos em Lee (2009). Nesse
sentido, podemos definir a matriz espectral sendo igual:

S(w) = HY(w)D(w)H Y(w) (87)

D(w) = —EARKEKR + EIK?EK? — iB(K*EKR + RKEK?) — w?[pA(E +
RER) + ia(KER + REK) — YKEK] + iw[cA(E + RER) — ¢;KEK + ic,( KER +
REK)] — FRER (88)
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Com
K = diag(k;)
K? = diag(k,?)T = (K®)T
L
E(w) = f eT(x, ) e(x, w)dx = E,,
0
B { : [e‘i(kp+kq)L], se k, +ky #0

E

pq = 1fptka (89)

L, se k, =0
’ P
A matriz de um elemento espectral pode ser denotada por S(w) e, desta forma,

vamos obter a matriz global. Logo, a matriz global transforma uma distribuic&o discreta
de varios elementos de uma viga, na qual tem interesse de modelar, a partir do
procedimento de montagem da matriz global. Esse procedimento € similar aquele
utilizado no Método dos Elementos Finitos. Portanto, a equacédo global pode ser

escrita como

Sg(w)dg(w) = fg(w) (90)
Com
fo(@) = Fy(w)a (91)
O indice g indica o modelo global, e sua ordem é dependente do modelo

discretizado, com F, sendo a matriz global, com suas forgas espectrais determinadas
em todos os seus nos.

E um procedimento similar para os casos de uma viga de uma Unica camada.
Neste trabalho a matriz do elemento espectral € calculada utilizando as matrizes que
contém os deslocamentos e as forgas nodais, i.e., Sz, = F - H™L.

A metodologia apresentada nas segbes 3.2.1 e 3.2.2 foi aplicada para a
obtencao da resposta em frequéncia de uma viga engastada de duas camadas, Figura
11, cujas propriedades fisicas e geométricas se encontram na Tabela 3 adaptada de
Lee (2009). A Figura 12 mostra a resposta em frequéncia para a viga de duas

camadas para uma faixa de frequéncias.



33

Tabela 3 — Propriedades fisicas e geométricas da viga com duas camadas

Parametro da viga Valor
Médulo de Young (GPa) — 70
12 camada

Médulo de Young (GPa) — 200
2% camada

Densidade (kg.m™3) 12 2700
camada

Densidade (kg.m™3) 22 7850
camada

Comprimento (mm) 300
Largura (mm) 20
Espessura (mm) 12 camada 5
Espessura (mm) 2% camada 0.75

Fonte: Adaptada de Lee (2009).

Figura 11 — Viga com duas camadas

Segunda camada

Primeira camada Hg

L
Fonte: Adaptada de Lee (2009).

Figura 12 — FRF para viga com duas camadas

| = ——

Magnitude [dB]
i 8

T T T T T T T T T T T T
o 200 400 a00 800 1000 1200 1400 1800 1800 zooo 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400

Frequencia [Hz)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 4 apresentamos os valores das cinco primeiras frequéncias naturais
para uma viga de duas camadas, como valores analiticos (Lee, 2009), sendo os

valores simulados pelos métodos SEM implementados no Scilab 6.1.1, considerando
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um Elemento Espectral. Os valores da Tabela 4 sdo mostrados na forma de grafico

na Figura 13.

Tabela 4 — Frequéncias naturais e diferengas percentuais

Modos *Analitico SEM
fn (Hz)*  f. (Hz)
56,5538 56,644

354,321 354,598
991,686 992,65

1942,06 1942,398
5 3207,7  3212,704

Legenda: *Lee (2009).
Fonte: Adaptada de Lee (2009).

A O DN =

Figura 13 — Frequéncias naturais em fungdo dos modos
Analitico fn (hz) SEM fn (hz)

3500
3000
2500
2000
1500
1000

500

1 2 3 4 5

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.3 Elemento Espectral com KNN acoplado

Na Figura 14 expbde-se um elemento de viga de Euler-Bernoulli de duas
camadas: a primeira camada € a base da viga e, a segunda, de material piezelétrico.
E um modelo similar aos conceitos apresentados nas secdes 3.1 e 3.2. Na ilustracdo
os subindices b indicam a base e kn indica o KNN, e a espessura da base e da camada
do KNN sao expressos por hy, € hypn-

De acordo com as equacdes de movimento, podemos definir conforme as
premissas de Lee (2009):
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+ ¢ definido que as propriedades geométricas sao uniformes ao longo da
viga;

+ as continuidades e perfeitas nas interfaces;

+ portando as duas camadas da viga e apresentam o mesmo deslocamento
transversal,

+ tem pequenas amplitudes de vibragdes;

+ fica definido que os conceitos lineais da elasticidade e piezeletricidade;

+ sdo desconsideradas as deformacgbes cisalhamento e as inércias
rotacionais;

+ teremos tensao elétrica uniforme ao logo da viga.

Figura 14 — Elemento de uma viga com uma camada de KNN
4

lSnz.lgunu:ha camada (KNM}

Primeira camada

Fonte: Adaptada de Lee (2009).

Pela hipdtese apresentada anteriormente, temos a seguinte relacdo da

cinematica, que é definida por:

Ui = Uy — W' (92)

Com h = hy, + hypy.

Por conversdo da nomenclatura vamos associar 0s eixos x,y € zaos
respectivos numeros 1, 2 e 3. Pelo fato da incompatibilidade, ou seja, a polarizagao
do material piezoelétrico, ha a seguinte preposi¢cao: caso a sua camada de KNN for
muito fina, as suas propriedades, o deslocamento elétrico (D; carga/area) podem ser
apontados como uma constante ao longo de sua espessura. Com esse cenario, o
campo elétrico magnético nesse plano € desprezado, especialmente quando
aplicamos a tenséao elétrica uniforme ao longo do eixo da viga sobre a camada de
KNN.

Para Wang (2013), teremos as relagdes construtivas quando aplicamos uma

carga uniaxial no material piezoelétrico, que € definida pela seguinte relagéo:
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o D £
B)=[ % ) )

Com sigma e épsilon, respectivamente o, e ¢ , sendo eles a tenséo e a
deformagdo na diregdo do eixo x; E;; definido como campo elétrico (voltagem/
comprimento) na diregdo ao eixo z,CP2 é a rigidez elastica; beta é a constante de
dielétrica B3;; € a hy; € a constante piezelétrica, e os subscritos D e S vao denotar,
respectivamente, o deslocamento elétrico constante para circuito aberto e definir a
tensdo elétrica constante. Portanto, podemos relacionar as constantes do material
através da relacao entre a constante piezelétrica, sendo definida essa relagdo da
seguinte forma:

h%l(ﬁé%)_l = d31Exnn (94)
Egnn = C{1 — h3:1(B35) ™

Com d3,; sendo o coeficiente da carga piezelétrica.

Quando considerado o efeito piezeléctrico direto, temos uma deformacao
constante e vamos assumir que seu campo elétrico é nulo. Diante do principio de
Hamilton, podemos definir as equacdes similares as da Eq.63. De acordo com as
condigdes de contorno, podemos definir M(0,t) e N(0,t), que vao aparecer nas forgas

e nos momentos nodais espectrais:
1
M (£) = (3) bhdss EnnVe(t) (95)

N ™ () = bdsy ExnnVe(t)

Com V, a tensao elétrica sobre KNN e b € o comprimento do elemento, e a partir
desses termos podemos definir a forca do KNN. O amortecimento estrutural para cada
camada é definido pelo calculo do modulo de elasticidade complexa.

CP = CO (1 + iNgnn)
Einn = Exnn(1 + ingnp) (96)
E, = E,(1+inp)

Sendo 1, € iy, 0s fatores de perda para a primeira camada da viga (base) e
a segunda camada da viga (KNN), respectivamente (Lee, 2009).

As equagdes de movimento para uma viga de duas camadas, apresentadas
na secgao 3.2, € mesma metodologia aplicada para uma viga de duas camadas, sendo
a segunda camada com o KNN. Portanto, as suas propriedades estruturais e de

amortecimento sao definidas pela Eq.94 e Eq.95. Dessa forma, a modelagem na
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secao 3.2.1 para uma viga de duas camadas elastica-elastica pode ser utilizada para

uma viga de duas camadas elastica-KNN.

3.2.4 Modelagem Espectral por Euler-Bernoulli

As equacdes de movimento podem ser modeladas no dominio da frequéncia,
0 processo é feito analogamente como foi apresentado na sec¢éo 3.2.1, e pode ser
encontrado o detalhamento de caso no trabalho de Lee (2009). Portanto, a formulagéo
baseada no modelo de Euler-Bernoulli, analisando os momentos e a tensao elétrica,

€ definido por:

Mk (x, t) M (x, wy)
NG, ) b= LRV NI G ) tepiont (7
V.(x,t) Ve (x, wp)

Vale ressaltar que o estudo dessa metodologia baseada no modelo de Euler-
Bernoulli ndo € adequada para aplicagdes em alta frequéncia, que € o caso do estudo
de monitoramento da integridade estrutural, pelo fato de a deformagédo por

cisalhamento e a inércia rotacional ndo serem consideradas nesse modelo.
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4 VIGA DE EULER-BERNOULLI COM UM SENSOR

Tendo em vista a montagem da matriz global similar a montagem da matriz
global pelo método de elementos finitos, apresentaremos a matriz global por
elementos espectrais baseada no exemplo do trabalho de Lee (2009).

Sendo a matriz espectral S, para uma viga de uma camada, a modelagem
apresentada na sec¢ao 3.1.

11 Q12 Q13 Q14
=i 0 Gl e
Qa1 Q4 QA3 Qyq
Com a matriz espectral Sz, para uma viga de duas camadas, a modelagem

apresentada na sec¢ao 3.2.

(99)

S w) =
(O =} by, by b bus bae

A matriz espectral global G(w)110 para uma viga de Euler-Bernoulli, com trés
elementos espectrais, sendo elemento com uma viga de uma camada, e o segundo
com um elemento de viga com duas camadas e o terceiro elemento com uma viga de
uma camada. A Tabela 5 mostra como é feita a montagem da matriz global G (w)10,10,

condicao de contorno livre-livre.

Tabela 5 — Matriz espectral global

;1| a1,| O a3 a4 0 0 0 0 0
a1 |Qz| O a3 a4 0 0 0 0 0
0 0 | bis b1, by b1 bis bie 0 0
A31 | Q32| ba1 | baptazs | byzt+az, |byg bys b6 0 0
Qg1 | Qa2 | b31 | b3p tass bz + ass |bsa b5 bs 6 0 0
0 0 | by ba, bas bya bas bye 0 0
0 | 0 | bsy bs,, bs3 bsga| bss+ais |bsgtai, a1z (g
0 0 be be,» be,3 bea| bes+ az, 26'2 Q23 |A2,4
2,2
0 0 0 0 0 0 as, as, Qg3 | Qg
0 0 0 0 0 0 A41 g2 Au3 | Aga

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Aplicando as condigdes de contorno engatado a esquerda e livre a direita, a
matriz espectral € igual a Ggys(w)engastada jiivre - N@ Figura 15 mostramos a viga com

essa condigdo de contorno e, na Tabela 6, apresentamos a matriz global para essa
condigao.

Figura 15 — Configuragéo de viga com dois elementos de uma camada e um elemento de duas
camadas

Segunda Camada

Primeira camada :: hy

- L1 .-—I—-. LE .-—I: LS——I-

Fonte: Adaptada de Lee (2009).

Tabela 6 — Matriz espectral global da viga engatada e livre

by by, by b1 bis bie 0 0
bys | baptass | bystass |by, bys b6 0 0
b3y | baptass | bzztas, |bs, bs s bs 6 0 0
ba, by, b bya bys bye 0 0
bs, bs bs3 bsa| bss+ain |bsetaip A1z [Aa
be, b, be,3 bea| bes +az1 |beetazp Q23 |A24
0 0 0 0 asq as o (a3 | Qg
0 0 0 0 asq ay - Au3 | Aga

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando a modelagem apresentada na sec¢ao 3, demonstramos os
resultados da FRF da viga ilustrada na Figura 16, sendo essa viga com as
propriedades fisicas e geométricas que constam na Tabela 7.

Tabela 7 — Propriedades fisicas e geométricas da viga e do PZT

PROPRIEDADES VIGA PZT
MODULO DE YOUNG (GPA) 70 65
DENSIDADE (kg.m™3) 2700 7500
COMPRIMENTO (MM) 300 100
LARGURA (MM) 20

ESPESSURA (MM) 5 0.75
DESLOCAMENTO ELETRICO d3,;(M/V) —1,75x 10710
RIGIDEZ ELASTICA ¢?; (MM) 0.75

Fonte: Adaptada de Lee (2009).
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Figura 16 — FRF Configuragéo de viga com dois elementos de uma camada e um elemento de duas

camadas
-20

| — E|ementos espectral

G0

-]
=1

-100 o

-120 4
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-140
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-180 o

-200 T T T T T T
a 200 400 G600 800 1000 1200 1400
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 8 encontram-se os valores das cinco primeiras frequéncias naturais
da viga apresentadas na Figura 17, como valores analiticos de Lee (2009). Por fim,
esses valores serdo comparados com as simulagdes realizadas pelos métodos SEM
implementados no Scilab 6.1.1, considerando a matriz global na Tabela 6. Os valores

da Tabela 8 sdo mostrados na forma de grafico na Figura 17.

Tabela 8 — Frequéncias naturais e diferengas percentuais

Modos *Analitico SEM
fn (Hz)*  f (Hz)
45,3380 45,359

289,987 289,981

800,120 800,232
1590,45 1590,914
2621,51  2621,443

a b ON =

Legenda: *Lee (2009).
Fonte: Adaptada de Lee (2009).
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

A metodologia desenvolvida foi aplicada em quatro tipos de estruturas de viga
de Euler-Bernoulli que sé se diferenciam no tipo da ceramica piezoelétrica, sendo
quatro tipos de sensor, respectivamente, KNN , KNNg, , PZT-5A e PZT. As Figuras
19, 21, 23 e 25 representam as configuragbes dessa viga com dois sensores. No
entanto, as analises séo realizadas na condigdo engaste-livre. As quatro vigas foram
modeladas com seis elementos, conforme as Figuras 19, 21, 23 e 25. As propriedades
fisicas e geométricas de cada viga se encontram nas Tabelas 9, 10, 11 e 12. As
Figuras 18, 20, 22 e 24 mostram a resposta em frequéncia de uma forga unitaria
aplicando nos elementos de dois como leitura de saida nos elementos seis. Esse
procedimento foi realizado para os quatro modelos de viga.

Na Tabela 9 temos as propriedades fisicas do KNNg, e foram retiradas da
literatura, do artigo de Mirzazadeh, Sherafat e Bagherzadeh (2021), “Propriedades
fisicas e mecénicas do composito PVDF/KNN produzido via moldagem por
compressdo a quente”. E as propriedades fisicas do PZT foram retiradas de Lee
(2002).

Tabela 9 — Propriedades fisicas e geométricas da viga e do KN Ng,

PROPRIEDADES VIGA KNNgo

MODULO DE YOUNG (GPA) 70 104
DENSIDADE (kg.m™3) 2700 3451
COMPRIMENTO (MM) 600 100
LARGURA (MM) 20 20
ESPESSURA (MM) 5 0,75
DESLOCAMENTO ELETRICO ds; (M/V) — 1,75 x 10710
RIGIDEZ ELASTICA €2, (MM) 0.75

Fonte: Adaptada de Lee (2009) e Mirzazadeh, Sherafat e Bagherzadeh (2021).
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Figura 18 — Configuracéo de viga com dois KNN 80 acoplados
KNN 80 KNN 80

3 T N N S

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 19 — FRF Configuracao de viga com quatro elementos de uma camada e dois elementos de
duas camadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 10 temos as propriedades fisicas da viga com o KNN do artigo
“Desempenho da colheitadeira de energia piezoelétrica vibracional usando titanato de
zirconato de chumbo versus niobato de sddio e potassio sem chumbo”, de Akmal,
Warikh e Ralib (2019).
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Tabela 10 — Propriedades fisicas e geométricas da viga e do KNN

PROPRIEDADES VIGA KNN
MODULO DE YOUNG (GPA) 70 120
DENSIDADE (kg.m™3) 2700 4250
COMPRIMENTO (MM) 600 100
LARGURA (MM) 20 20
ESPESSURA (MM) 5 0,75
DESLOCAMENTO ELETRICO d3;(M/V) — 1,60 x 10710
RIGIDEZ ELASTICA ¢?; (MM) 0.75

Fonte: Adaptada de Lee (2009) Akmal, Warikh e Ralib (2019).

Figura 20 — Configuracédo de viga com dois KNN acoplados
KNN KNN

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 21 — FRF Configuragdo de viga com quatro elementos de uma camada e dois elementos de
duas camadas

Magnitude [dB]
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 11 temos as propriedades fisicas de sensor comercial chamado de
PZT — 5A do artigo “Ceramicas piezoelétricas: funcionamento e propriedades”, de
Pereira (2010).



Tabela 11 — Propriedades fisicas e geométricas da viga e do PZT — 54

PROPRIEDADES VIGA PZT-5A
MODULO DE YOUNG (GPA) 70 65
DENSIDADE (kg.m™3) 2700 7650
COMPRIMENTO (MM) 600 100
LARGURA (MM) 20 20
ESPESSURA (MM) 5 0,75
DESLOCAMENTO ELETRICO d3;(M/V) - 1,70
x 10712
RIGIDEZ ELASTICA ¢?, (MM) 0.75

Fonte: Adaptada de Lee (2009) e Pereira (2010).

Figura 22 — Configuragao de viga com dois PZT-5A acoplados

PZT-5A

Fonte: Elaborada pelo autor.

PZT-5A
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Figura 23 — FRF Configurac¢do de viga com quatro elementos de uma camada e dois elementos de

duas camadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 12 temos as propriedades fisicas da viga com o PZT de Lee (2009),

“Spectral Element Method in Structural Dynamics”.
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Tabela 12 — Propriedades fisicas e geométricas da viga e do PZT

PROPRIEDADES VIGA PZT
MODULO DE YOUNG (GPA) 70 65
DENSIDADE (kg.m™3) 2700 7500
COMPRIMENTO (MM) 600 100
LARGURA (MM) 20 20
ESPESSURA (MM) 5 0,75
DESLOCAMENTO ELETRICO —1,75x 10710
d3,(M/V)

RIGIDEZ ELASTICA €%, (MM) 0.75

Fonte: Adaptada de Lee (2009).

Figura 24 — Configuracado de viga com dois PZTK acoplados
PZT PZT

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 25 — FRF Configuragéo de viga com quatro elementos de uma camada e dois elementos de
duas camadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 26 apresentamos as FRF das duas vigas representadas pelas

Figuras 19 e 21, com os sensores do KNN e KNNg,, sendo que as propriedades da
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densidade e do modulo de Young séo diferentes e as suas FRFS tem um padrao

semelhante.

Figura 26 — FRF da viga de seis elementos com sensor de KNNg, € KNN

KMMNEB0
0 —HKNN

&0 4
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_150
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 27 apresentamos as FRF das duas vigas representadas pelas
Figuras 19 e 23, com os sensores do KNNg, € 0 PZT-5A, sendo que as propriedades
da densidade e do modulo de Young sao diferentes, e analisando as duas FRF temos

um padrao nao semelhante quando trabalhamos com o0 mesmo material.
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Figura 27 — FRF da viga de seis elementos com sensor de KNNg, e PZT-5A
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 28 mostramos as FRF das duas vigas representadas pelas Figuras
19 e 25, com os sensores do KN Ng, € 0 PZT, sendo que as propriedades da densidade
e do modulo de Young sao diferentes, analisando as duas FRF temos um padr&o n&o

semelhante quando trabalhamos com o mesmo material.

Figura 28 — FRF da viga de seis elementos com sensor de KNNg, e PZT

— NN ED
- —PZT
50
[ia)
L=
= -100
=
=]
=
—
& -150
=
200
=250 T T T T T T T T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Frequencia [Hz]

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Na Figura 29 demonstramos as FRF das trés vigas representadas pelas
Figuras 19, 23 e 25, com os sensores do KNNg, ,PZT-5A e PZT, sendo que as
propriedades da densidade e do modulo de Young sao diferentes, analisando as trés
FRF temos um padrdo semelhante quando trabalhamos com os dois PZTs e temos

um padrao diferente quando analisamos KNNg, em relacdo as ceramicas a base de
chumbo.

Figura 29 — FRF da viga de seis elementos com sensor de KNNg,, PZT-5A e PZT
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0 ——PZT-5A
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 30 ha as FRF das duas vigas representadas pelas Figuras 21, 23,
com os sensores do KNN e o PZT-5A, sendo que as propriedades da densidade e do
modulo de Young sdo diferentes, e analisando as duas FRF temos um padrdo nao

semelhante quando trabalhamos com o mesmo material.
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Figura 30 — FRF da viga de seis elementos com sensor de KNN e PZT-5A
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 31 apresentamos as FRF das duas vigas representadas pelas
Figuras 21 e 25, com os sensores do KNN e o PZT, sendo que as propriedades da
densidade e do modulo de Young sao diferentes, e analisando as duas FRF temos

um padrao nao semelhante quando trabalhamos com o mesmo material.

Figura 31 — FRF da viga de seis elementos com sensor de KNN e PZT
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Na Figura 32 mostramos as FRF das trés vigas representadas pelas Figuras
21, 23 e 25, com os sensores do KNN, PZT-5A e PZT, sendo que as propriedades da
densidade e do modulo de Young sao diferentes, analisando as trés FRF temos um
padrao semelhante quando trabalhamos com os dois PZTs e temos padrao diferente

quando analisamos KNN em relagao as ceramicas a base de chumbo.

Figura 32 — FRF da viga de seis elementos com sensor de KNN, PZT-5A e PZT
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1 DANO ESTRUTURAL

Agora vamos modelar uma viga considerando sete elementos para os quatro
tipos de ceramica. As propriedades fisicas estdo nas Tabelas 9, 10, 11 e 12, como
nas Figuras 33 a 36. Segundo Conceig¢ao (2016) e Lee (2009), a escolha desse tipo
de configuragao vai permitir a variagdo do modulo de elasticidade de um elemento que
desejarmos, tendo, assim, a possibilidade de simular um dano estrutural conforme
previamente discutidos nos trabalhos dos autores ja citados. Faremos a
representacao do dano no moédulo de elasticidade da seguinte forma:

E=EQ1-D) (100)
Com E o médulo de elasticidade para o modelo sem danos, e E o médulo de

elasticidade para o modelo com dano. Segundo Concei¢ao (2016) a severidade do
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dano, D, é assumida em todo o elemento, logo, D = 0 significa que o elemento esta

intacto, enquanto D = 1 implica uma completa ruptura do material devido ao dano.

Figura 33 — Configuracdo da viga multicamadas com sete elementos para avaliagao de danos
estruturais com a cerdmica de KN Ng,

KNN 80 KNN 80

vlz] = ¢ = o]~

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 34 — Configuracao da viga multicamadas com sete elementos para avaliagao de danos
estruturais com a cerdmica de KNK

KNN KNN

vz ] = o] = Jo]”

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 35 — Configuracdo da viga multicamadas com sete elementos para avaliagdo de danos
estruturais com a cerédmica de PTZ-5A

PZT-5A PZT-5A

elz ]« Jef = o]~

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 36 — Configuracdo da viga multicamadas com sete elementos para avaliagao de danos
estruturais com a ceramica de PTZ

PZT PZT

ez ] = Jef = o]~

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nas Figuras 37 a 42 demonstram-se as respostas em frequéncia calculada para
saida no KN Ng, no elemento 6° para diversas alteracdes nas propriedades fisicas e
geométricas do 4° elemento mostrado na Figura 33. O comprimento desse elemento
foi calculado com dois valores: 10 mm e 50 mm, definidos de forma arbitraria. O
modulo de elasticidade também foi alterado e as variagdes do dano D foram de 1%,
5%, 10%, 20%, 50% e 80%.
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Figura 37 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 1% usando modelo com cerdmica de KN Ng,
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 38 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 5% usando o modelo com cerédmica de

KN Ng,
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 39 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 10% usando o modelo com ceramica de
KN Ng,
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 40 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 20% usando o modelo com ceramica de
KN Ng,
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 41 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 50% usando o modelo com ceramica de
KN Ng,
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 42 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 80% usando o modelo com ceramica de
KNNg,
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Nas Figuras 43 a 48 apresentam-se as respostas em frequéncia calculada para
saida no KNN no elemento 6° para diversas alteracdes nas propriedades fisicas e
geométricas do 4° elemento mostrado na Figura 34. O comprimento desse elemento
foi calculado com dois valores: 10 mm e 50 mm, definidos de forma arbitraria. O
modulo de elasticidade também foi alterado e as variagdes do dano D foram de 1%,
5%, 10%, 20%, 50% e 80%.

Figura 43 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 1% usando modelo com cerédmica de KNK
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 44 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 5% usando o modelo com ceramica de KNK
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 45 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 10% usando o modelo com cerdmica de KNN
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 46 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 20% usando o modelo com cerdmica de KNN
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 47 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 50% usando o modelo com ceramica de KNN

— Baselinge
0 = = Dano de 20% -10 mm
« = Dano de 50% - 50 mm

Magnitude [dB]

_3‘[”:' T T T T T T T T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Frequéncia [Hz]

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 48 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 80% usando o modelo com cerdmica de KNN
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Nas Figuras 49 a 54 mostram-se as respostas em frequéncia calculada para
saida no KNN no elemento 6° para diversas alteracdes nas propriedades fisicas e
geométricas do 4° elemento mostrado na Figura 35. O comprimento desse elemento
foi calculado com dois valores: 10 mm e 50 mm, definidos de forma arbitraria. O
modulo de elasticidade também foi alterado e as variagdes do dano D foram de 1%,
5%, 10%, 20%, 50% e 80%.
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Figura 49 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 1% usando modelo com cerédmica de PZT-5A
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 50 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 5% usando o modelo com cerdmica de PZT-
5A
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 51 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 10% usando o modelo com ceramica de
PZT-5A
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 52 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 20% usando o modelo com ceramica de
PZT-5A

— Baseline
0 - — — Danode 20% - 10 mm
- -« Danode 20% - 50 mm

50 4

Magnitude [dB]

_S‘I:II:I T T T T T T T T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 35040

Frequéncia [Hz]

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 53 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 50% usando o modelo com ceramica de
PZT-5A
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 54 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 80% usando o modelo com ceramica de
PZT-5A
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Nas Figuras 55 a 60 apresentam-se as respostas em frequéncia calculada para
saida no PZT no elemento 6° para diversas alteragdes nas propriedades fisicas e
geométricas do 4° elemento mostrado na Figura 36. O comprimento desse elemento
foi calculado com dois valores: 10 mm e 50 mm, definidos de forma arbitraria. O
modulo de elasticidade também foi alterado e as variagdes do dano D foram de 1%,
5%, 10%, 20%, 50% e 80%.

Figura 55 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 1% usando modelo com ceramica de PZT

— B aseline
0 — = Dano de 1% - 10 mm
Dano de 1% - 50 mm

-50

Magnitude [dB]

=310

T T T T T T T T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Frequéncia [Hz]

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 56 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 5% usando o modelo com ceramica de PZT
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 57 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 10% usando o modelo com ceramica de PZT
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 58 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 20% usando o modelo com cerdmica de PZT
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 59 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 50% usando o modelo com ceramica de PZT
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 60 — FRF para a estrutura intacta e com dano de 80% usando o modelo com cerdmica de PZT
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

6.1 CONCLUSOES

O presente trabalho é uma contribuicdo para o estudo das ceramicas
ferroelétricas livres de chumbo, a partir da introdugao da técnica de analise modal para
determinar as FRF da teoria de viga de Euler-Bernoulli apresentada por Lee (2009).

Inicialmente foi realizado um estudo tedrico do método de elementos espectrais
para uma viga de Euler-Bernoulli com uma e com duas camadas com propriedades
ferroelétricas. Foram modelados dois tipos de estruturas, sendo o primeiro que
representa um sistema de seis elementos, e 0 segundo com sete elementos, ambas
estruturas com dois sensores com quatro tipos de materiais piezoelétricos. Foram
realizados o ajuste e o modelamento para determinar as suas FRF para o caso de
uma estrutura do tipo viga bi-engatada, e outra viga livre-livre.

Com os resultados dos dois modelos, foi obtida a FRF do modelo proposto na
secdo 4, e para cada caso foi aplicada uma forga excitagdo/resposta, em que foi
aplicado um impulso unitario nas estruturas das Figuras 33 a 36, uma forga de impulso
no elemento 4 e o sinal de resposta no elemento 6. Tal procedimento foi realizado
para as quatro estruturas.

Nos ensaios para a obtencao das FRFs, foi elaborado um algoritmo no Scilab
6.1.1 para fazer a simulagédo da estrutura tipo viga com quatro tipos de vigas, com
quatro materiais ferroelétricos diferentes (KNNg,, KNN, PTZ —5A e PZT). Foram
captadas as respostas em frequéncia de saida para cada material no elemento 6° para
diversas alteragdes nas propriedades fisicas e geométricas do 4° elemento mostrado
nas Figuras 33 a 36. O comprimento desse elemento foi alterado com dois valores, 10
mm e 50 mm, e esse valor foi definido de forma arbitraria. O modulo de elasticidade
também foi alterado e as variagdes do dano D foram de 1%, 5%, 10%, 20%, 50% e
80%. Para todas essas simulagdes foram calculados 21.000 pontos cada e
determinadas as suas FRF.

Dessa forma, verificou-se que a analise da estrutura do tipo viga com quatro
tipos de material piezoelétrico teve um resultado positivo em relagao as ceramicas a
base de chumbo, pois apresenta os padrées da FRF parecidos quando usam o sensor
de PZT. Este estudo contribui para mostrar que KNN é um candidato forte para
substituir PZT enquanto sensor.
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6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A seguir apresentamos algumas sugestdes de trabalhos futuros que podem

ampliar o entendimento dos tépicos contidos nesta dissertagao:

aplicar o Método de Elementos Espectrais para modelar estruturas flexiveis
mais complexas, como placas e treli¢as;

desenvolver pacotes (bibliotecas) que facilitem o uso do Método de Elementos
Espectrais;

desenvolver as técnicas de controle a partir da metodologia apresentada;
estudar novas aplicagbes para essa metodologia, como, por exemplo, os
indices de deteccdo de danos em diferentes posicbes de dano relativas ao
sensor e atuador;

analisar os parametros de tamanho dos transdutores;

comprovar a metodologia apresentada por aplicagdes experimentais, isto é,
utilizar simultaneamente os mesmos atuadores e sensores para o controle e

monitoramento estrutural.
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