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RESUMO

O presente trabalho nos traz um contexto introdutorio sobre determinantes de
matrizes especiais, mais concretamente a matriz de Vandermonde, Cauchy e Hilbert.
Uma formula algébrica compacta € deduzida para o determinante de cada matriz.
Esta féormula nos proporciona facilidade no processo de célculo do determinante
para esta classe de matrizes. Aplicacbes sao consideradas na resolucdo de
sistemas lineares como também na interpolacdo polinomial. Finalmente,
apresentamos uma proposta de aula onde abordamos conceitos citados na
resolucdo de uma situacdo problema, para ser trabalhada com alunos do Ensino
Médio.

Palavras-chave: Vandermonde, Cauchy, Determinante.



ABSTRACT

This work brings an introductory context on determinants of special matrices,
specifically the Vandermonde matrix, Cauchy and Hilbert. A compact algebraic
formula is deduced for the determinant of each matrix. This formula provides ease in
determining in the calculation process for this class of matrices. Applications are
considered in the resolution of linear systems as well as in polynomial interpolation.
Finally, we propose a class where we discuss concepts cited in the resolution of a

problem situation, to be worked with high school students.

Keywords: Vandermonde, Cauchy, Determinant.
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INTRODUCAO

Muitos problemas importantes em ciéncias aplicadas, matematica e engenharia
podem ser reduzidos a sistemas de equacoes.

Nesse contexto, as matrizes sdo pecas fundamentais para representar 0os mais
variados sistemas de equagfes, permitindo compacta-los de modo a exibir suas
caracteristicas, as quais seriam dificeis de serem evidenciadas em outra forma.

Além disso, varias aplicacoes, frequentemente, introduzem uma estrutura em a
matriz de coeficientes do sistema, de modo que, suas entradas se concentram de
forma especial. Exemplos classicos destes tipos de matrizes sdo os seguintes:

1. A matriz de Vandermonde. Uma matriz quadrada com forma geral

1 1 1
|[ X1 X2 Xn ]|
| xi x5 X5 | M
lx{’_l xi1 x,’{"lj

onde x,x,,...,X, S0 nUmeros reais, € chamada de matriz de Vendermonde, cujo
nome faz referéncia ao mateméatico francés Alexandre Theophile Vandermonde
(1785-1796). Essa matriz, composta por linhas que sdo poténcias de nameros fixos,
surge, por exemplo, em problemas de interpolagcédo polinomial, em processamento
de sinais e em problemas de cédigos de correcdo de erros. O determinante da
matriz (I) € conhecido como determinante de Vandermonde, apesar do fato de que o
determinante ndo aparece explicitamente em os trabalhos de Vandermonde.

2. A matriz de Cauchy. Uma matriz quadrada

1 1 1

X1+y1 ity T x+
1 1 1

Xp+y1 X2ty X2t (1D
1 1 1

—xn+y1 xn+y2 xn+yn—



onde x; e y; S&0 numeros reais tais que x; + y; # 0 para 1 < i,j < n, € chamada de
matriz de Cauchy em homenagem ao matematico francés Augustin Louis Cauchy
(1789-1857). A matriz (II) é utilizada, por exemplo, em aplicagbes tais como
interpolacdo racional, na teoria de codigos e em equacdes integrais entre outras. O
problema do calculo do determinante de (II) foi resolvido por Cauchy em [CAUCHY]
e desde entdo o determinante € conhecido na literatura como determinante de
Cauchy.

3. A matriz de Hilbert. Se tomarmos x; = ie y; = j — 1 em (II), obtemos a matriz

1 1 1
1+41—-1 1+2-1 7 1+n-1
1 1 N 1
2+1-1 2+2-1 2+n—1 (11D
1 1 - 1
n+1-1 n+2-1 n+n-—14

essa matriz foi introduzida pelo matematico alemé&o David Hilbert (1862-1943) e, por
esse motivo, € chamada de matriz de Hilbert. Em seus estudos sobre a teoria de
aproximacao, Hilbert em [HILBERT], deduziu uma féormula para o determinante da
matriz (I1I).

Alguns autores como [ZHANG], [HOM] e [LAX] classificam as matrizes (I), (II)
e (II) como “matrizes especiais” devido as caracteristicas especiais de suas
entradas. Adotaremos neste trabalho a mesma terminologia.

Matrizes e o0 seu determinante fazem parte do conteddo previsto para o
segundo ano do Ensino Médio. No entanto, o estudo de algumas matrizes especiais
ndo é abordado nas bibliografias do Ensino Médio: [YOUSSEF], [DANTE], [SOUZA],
[PAIVA], [IEZZI] e [LEONARDO].

O objetivo deste trabalho € apresentar aos estudantes e professores do
Ensino Médio o célculo do determinante das matrizes especiais de Vandermonde,
Cauchy e Hilbert, assim como, uma proposta de trabalho com as mesmas matrizes
especiais e suas aplicagbes em temas comuns ao curriculo de Matematica.

Este trabalho é dividido em cinco capitulos, que se distribuem como segue:



- No capitulo 1, introduzimos algumas terminologias basicas, bem como definicbes e
exemplos sobre matrizes e sistemas lineares.

- No capitulo 2, apresentamos a teoria basica de determinantes. Tratamos suas
propriedades mais importantes de forma elementar e exibimos muitos exemplos.
Discutimos um dos principais métodos de resolucdo de sistemas lineares, a saber: a
regra de Cramer. Neste capitulo, os teoremas séo abordados sem se preocupar com
a sua demonstracgao.

- Os capitulos 3 e 4 sao o foco principal do trabalho, tais capitulos abordam o estudo
das matrizes especiais de Vandermonde e Cauchy respectivamente. Inicialmente,
definimos a matriz especial. Em seguida, é deduzida uma férmula compacta para o
seu determinante, que, pode ser usado no ensino médio sem maiores problemas.
Finalmente, exibimos algumas aplicacdes para cada uma das matrizes especiais.
Quanto as demonstracfes dos teoremas nestes capitulos, embora acessiveis, elas
foram incluidas para o entendimento do professor.

- Finalmente, no capitulo 5, apresentamos uma sugestao de aula, onde utilizamos

conceitos e defini¢cdes citados durante o trabalho.

10



CAPITULO 1: NOCOES PRELIMINARES

7

O proposito deste capitulo € apresentar algumas definicbes e notacdes
bésicas sobre matrizes. Assim, este conteudo facilitar4 o entendimento dos capitulos

posteriores.

1.1. A definicdo de matrizes

Definicdo 1.1. Matriz

Dados m e n em N, define-se uma matriz real de ordem m por n ou
simplesmente uma matriz m por n (escreve-se m X n), como uma tabela formada
por elementos de R distribuidos em m linhas e n colunas. Estes elementos de R sdo
chamados entradas da matriz.

Exemplo 1.1. A matriz [-5] € uma matriz 1 X 1, ao passo que

4 5 6

€ uma matriz 2 x 3. As entradas da primeira linha da matriz sdo dadas pelos
nameros reais 1,2 e 3, e as entradas da segunda linha da matriz sdo dadas pelos
numeros reais 4,5 e 6.

Exemplo 1.2. Se x4, x,, x3, € x, SA0 NUMeros reais, a matriz

1 1 1 1
X1 Xz X3 X4

xi x2 x3 «x3

x2ox3 x3 X3

€ uma matriz 4 x 4.
E usual indicar as entradas de uma matriz arbitraria A pelos simbolos A;j, ou
ainda a;;, onde os indices indicam, nessa ordem, a linha e a coluna onde o elemento

se encontra. Assim, uma matriz m X n é usualmente representada por

11



An1 Amz -+ OAmn

ou por A = [a;j]mxn, OU Simplesmente por A = [a;;], quando a ordem da matriz

estiver sub entendida.

Definicdo 1.2. Matriz linha e matriz coluna.

Toda matriz 1 xn é chamada de uma matriz linha e toda matriz mx 1 é

chamada de uma matriz coluna.

Exemplo 1.3. A matriz,

[5 4 -1 7 8]

€ uma matriz linha de ordem 1 X 5 e a matriz,

€ uma matriz coluna de ordem 3 x 1.

Definigcdol. 3. Matriz quadrada

Uma matriz n X n é chamada de matriz quadrada de ordem n.

Exemplo 1.4. As matrizes

1 1 1
] e [ 01 03 07 ]

0,01 0,09 0,49

,—
N R =
Wk N R

sao matrizes quadradas de ordem 2 e 3 respectivamente.

Em uma matriz quadrada A = [aij] de ordem n, as entradas a; com 1 < i <

n, formam a diagonal principal de A.

12



Exemplo 1.5. A diagonal principal da dltima matriz do Exemplo 1.4 esta dada pelas
entradas 1; 0,3 e 0,49.

Definicdo 1.4. Matriz diagonal
Uma matriz diagonal de ordem n é uma matriz quadrada de ordem n, em que

0s elementos que ndo pertencem a diagonal principal sdo iguais a zero:

aq 0 0
0 azp - 0
0 0 - QG

Definigcdo 1.5. Matriz identidade
A matriz diagonal de ordem n cujas entradas da diagonal principal sédo iguais

ao numero real 1,

1 0 0
0 1 0
0 0 1

€ chamada matriz identidade de ordem n e denotada usualmente por I,,.

Definicdo 1.6. Matrizes triangulares.

Uma matriz quadrada, na qual, todas as entradas acima da diagonal principal
sdo iguais a zero é chamada triangular inferior e, uma matriz quadrada, na qual
todas as entradas abaixo da diagonal principal sdo iguais a zero é chamada
triangular superior. Uma matriz que € triangular inferior ou triangular superior é
chamado triangular.

Exemplo 1.6. A matriz

5 8 -2
A=10 1 4
0o 0 7

€ uma matriz triangular superior e a matriz
13



-5 0 0
B=110 1 0
7 4 1

€ uma matriz triangular inferior.

Definicdo 1.7. Matriz nula.
Uma matriz m X n cujas entradas sao todas iguais a zero é chamada de uma
matriz nula.

Exemplo 1.7. A matriz

o o o

€ uma matriz nula de ordem 2 x 3.

1.2. Algumas operacdes com matrizes

A seguir apresentam-se algumas operacdes basicas com matrizes.

Definicdo 1.8. Igualdade de matrizes.
Dizemos gque duas matrizes sédo definidas como sendo iguais se tem a mesma

ordem e suas entradas correspondentes sao iguais.
Em notagdo matricial, se A = [aij] e B = [b;;] de mesma ordem, s&o iguais,
escrevendo A = B, quando a;; = b;; paratodo 1 <i <me paratodol <j <n.

Exemplo 1.8. Considere as matrizes

A:[—42 Z] B:[—42 Z] ec:[}} é 2'

Se x =1, entdo A = B, mas para todos os outros valores de x as matrizes A e
B néo sdao iguais, pois nem todas suas entradas coincidem. N&o existe valor de x tal

que A = C, pois A e C tém ordens diferentes.

14



Definigcdo 1.9. Adicao de matrizes.

Se A= |a;] e B =[b;] sdo duas matrizes de mesma ordem m X n, a
soma de A e B, denotada por A+ B, é a matriz € = [c;;] de ordem m x n, tal
que ¢;; = a;; + by paratodo 1 <i<meparatodo1 <j <n.

Exemplo 1.9.
b % T 7 A=l o o

Definicdo 1.10. Matriz oposta.
Dada uma matriz A4 = [a;;], define-se a matriz oposta de 4, como a
matriz —4 = [—a;;].
A adicdo de matrizes tem propriedades semelhantes a adicdo nos
ndmeros reais, como mostra 0 teorema a seguir.
Teorema 1.1. Se A, B e C sao matrizes de mesma ordem m X n, entao:
(i) A+ (B+C) = (A+ B) + C, associatividade da adicao;
(i) A+ B = B + A, comutatividade da adicé&o;
(i) A+ 0 = A, onde 0 denota a matriz nula m X n (elemento neutro);
(iv) A+ (-A) =0.

Outra operacédo importante com matrizes € a multiplicacao por escalar.

Definicdo 1.11. Multiplicacdo por um escalar.

Dada a matriz A = [a;;];nxn, defini-se o produto de A pelo nimero real k,
como k. A = [k. a;j]mxn-

Exemplo 1.10. Para as matrizes

[1 1, 1/43]
a=[1, 35 B=|Y2 Y3 Ys
Ys Yy Vs

tem-se que

15



6 3 2
_ _ 3
—3A=[3 0 —151 ,p_ |3 2 2/

6 -9 —21I’
2 3/, Y/

Tendo definido as operacdes de adicdo e multiplicacdo por escalar, define-se

operacéo de subtracdo de matrizes como segue.

Definicdo 1.12. Subtracédo de matrizes.
Se A e B sdo duas matrizes de mesma ordem m X n, define-se a subtracao
de A e B como
A-B=A4+(-B).

Exemplo 1.11.

s d=le sl=[ G

No seguinte Teorema apresentam-se algumas propriedades da multiplicacdo por
escalar.
Teorema 1.2. Sejam A e B duas matrizes de mesma ordem, m Xn e a,f emR.
Entéo:

() a(A+ B) = aA+ aB;

(i) (a + B)A = aA + BA;

(iii) a(BA) = apA;

(iv)14 = A.

Definicdo 1.13. Multiplicacéo de matrizes
Sejam A = [a;j]mxn € B = [bjj]nxp, duas matrizes. O produto de A por B,

denotado por AB, € definido como a matriz C = [c;;]mxp tal que

Cij = ail.blj + -+ ain.bnj

16



paratodo1 <i<meparatodol1l <j <p.
Vamos explicar esta formula para obter o elemento da matriz AB que se
encontra na i — ésima linha e j — ésima coluna:
“Na matriz A, destaque a i — ésima linha, e na matriz B, destaque a j — ésima
coluna. Feito isso, multiplique ordenadamente o primeiro elemento da linha
com o primeiro elemento da coluna, o segundo elemento da linha com o
segundo elemento da coluna, etc., o ultimo elemento da linha com o ultimo
elemento da coluna e finalmente some todos esses numeros”.

Exemplo 1.12. Considere as matrizes

1 0 1 1
(2) 41] ’ [ 1 _1]

Como A possui duas colunas e B duas linhas o produto esta bem definido.
Além disso, sabe-se que AB sera de ordem 3 x 2.

Portanto, o produto AB é dado por

1 0 1.(-1)+0.1 1.1+ 0.(-1) -1 1
AB = |0 —1] [_11 _11]= 0.(-1)+ (-1).1 0.1+ (=1).(-1) =[—1 1]
2 4 2.(=1) + 4.1 21+ 4.(-1) 2 =2

No seguinte Teorema apresentam-se algumas propriedades da multiplicacao
de matrizes.
Teorema 1.3. Desde que as operagcdes sejam possiveis, tem-se:
() A(B+C) =AB+ AC
(i) (A+ B)C = AC + BC
(iii) (AB)C = A(BC)
(iv) Al = IA = I.

Definicdo 1.14. Transposta de uma matriz.

Dada uma matriz A = [a;j]mxn, Chama-se transposta de A, e denota-se

por A*, a matriz [b;;],xm, Onde

17



a;; = b;

ij ij
paratodo 1 <i<neparatodo1l <j <m.

Exemplo 1.13. Algumas matrizes e suas transpostas.

6 1

A
1 5

a=3 5 m=l gl
4 8

No caso especial em que a matriz A € uma matriz quadrada, a
transposta de A pode ser obtida pela permutacéo das entradas posicionadas
simetricamente em relacao a diagonal principal.

Exemplo 1.14. Para a matriz quadrada:

sua transposta A! é obtida “refletindo” A em torno de sua diagonal principal

1 -8 7
At=11 4 6|
0 9 10

1.3. Sistemas lineares e matrizes

A seguir, mostra-se como as matrizes aparecem de maneira natural no
contexto de sistemas de equacgdes lineares.

18



Definicdo 1.15. Sistema de equacdes lineares
Um sistema de equacdes lineares com m equacdes e n incégnitas € uma

expresséo da forma

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn == b1
az1X1 + ArrXy + -+ AoynXp = b2

(N

Am1X1 + ApaXy + -+ App X = by

onde os a;;'s e 0s b;'s, paral <i <me 1< j < n, séo numeros reais dados.
Utilizando a definicdo de igualdade de matrizes (Definicdo 1.8) e multiplicacéao
de matrizes (Definicdo 1.13), decorre que o sistema (I) pode ser escrito como uma

simples equacao matricial:

AX =B
onde,
aiq aio ain X1 b1
a as; a X3 b
A=|"?% . X= e B=|"?
Am1 Am2 Amn Xn bn

As matrizes A, X e B sdo chamadas, respectivamente, de matriz dos
coeficientes do sistema, matriz das incognitas e matriz dos termos
independentes.

Uma sequéncia de numeros s;,s,,...,S, € chamada uma solucdo do
sistema se x; = s, X, = S5,..., X, =S, € uma solucdo de cada equacao do
sistema.

Um sistema linear que nao possui solucbes €é chamado de
inconsistente; se existir pelo menos uma solucdo do sistema, diz-se que ele é

consistente.
19



Exemplo 1.14. O conjunto de equacdes

x1+x2+ZX3=9
le+4x2_BX3=1
3xl+6x2_5.X'3 :0

€ um sistema de equacdes lineares e pode ser escrito como

AX =B
onde,
1 1 2 X1 9
A= 2 4 =3 , X = Xy e B =
3 6 -5 X3 0

1{.

Além disso, o sistema tem solucdo x; =1, x, = 2 e x3 = 3, pois estes valores

satisfazem as trés equacoes.

Exemplo 1.15. Considere a, b e c nimeros reais ndo nulos e distintos. O sistema de

equacoes

x+ay+a*z=a
x+by+ b’z =b3
x+cy+ciz=c

€ um sistema de equacdes lineares e pode ser escrito como

AX = B,

onde,

20



1 a a X
1 b b3, leyl e B=

a3
|
3

Uma solucédo para este sistema seré discutido no capitulo 3.

21



CAPITULO 2: DETERMINANTES

Neste capitulo, serdo abordadas algumas defini¢des,

teoremas e

propriedades basicas dos determinantes. As demonstra¢gfes dos teoremas listados

estédo fora do escopo do presente trabalho; porém, podem ser vistos com detalhes

em [Antom], [Lay] e [Abramo].

2.1. Determinante de uma matriz

A definicdo de determinante de uma matriz quadrada A, denotada por det(A)

ou |A|, pode ser dada de diversas maneiras. Neste trabalho, adota-se a definicdo

recursiva de determinante. Esta definicdo permite calcular o determinante através de

determinante de matrizes de menor ordem.

Se A = [a] € uma matriz 1 X 1, entdo det(4) = a; se A é uma matriz 2 x 2

aiq a12]
az1 Ayl

det(A) = [

entao,

det(A) = ay1.a35 — A12.Ap; )

Para definir o determinante para matrizes 3 X 3, usa-se a definicdo de

determinantes 2 x 2. Assim, se 4 € uma matriz 3 x 3

a1 412 Qg3
A=1az1 QG Q3|
asz; dszz; dsz
entao,
A, dzz a1 dzz az;
detA=a.| |—a | | a.|
(4) Hlas, ass 12'laz;  ass 13 las,

az;
as;

22



De forma resumida, pode-se escrever:

det(A) = ayq.|A11] — asz. [A12] + ag3.|Ag3] dr)

onde, A;;, A, € A;3 sd@o obtidas de A eliminando a primeira linha e uma das trés

colunas.

Observacdo 2.1. A expressdo do determinante em (I) € muito facil de lembrar.
Basta tomar o produto dos elementos da diagonal principal da matriz A e dele

subtrair o produto dos elementos da outra diagonal.

Observacdo 2.2. A expressao do determinante em (II) também pode ser reescrita

como
det(A) = a;1.055.033 + Aq5.033.A31 + Aq3.051. 032

—Qq2.021.033—0q17.023.A32—0A13.d33.03q

Esta ultima expressdo pode ser recuperada a partir da Regra de Sarrus
[YOUSSEF V2], [DANTE], [SOUZA], [PAIVA], [IEZZI] e [LEONARDO], muito utilizada

no Ensino Médio.

Ap1 “fhyp €y a21 az;

101" a5z “@az| 031 Osp

— + o+ 4+

Exemplo 2.1. Para calcular o determinante da matriz

1 -1 10
A=(1 0 5]
1 3 2

do esquema
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obtém-se

det(A)=0—-5430—-0—-15+2=12.

Agora, pode-se obter uma definicdo recursiva para o determinante. Quando
n = 3, det(A) € definido usando os determinantes das matrizes 2 x 2, A;;, coOmo em
(IT) acima. Quando n = 4, det(A) faz uso dos determinantes das matrizes 3 x 3,
A;;. De modo geral, um determinante n X n é definido através de determinantes de

matrizes (n — 1) X (n — 1).

Definigdo 2.1. Determinante de uma matriz de ordem n

Paran = 2, o determinante da matriz A = [a;;],x» € definida pela expressao:

det(A) = a11. det (All) - alz. det (AIZ) + + (_1)1+n.a1n. det (Aln)

onde, os elementos a;q,4a;;, a3, ...,a1, S0 da primeira linha de A e Ay, j€

{1,2,...,n}, representa a matriz obtida eliminando, em A a primeira linha e a j —
ésima coluna.

Exemplo 2.2. Para calcular o determinante da matriz

1 10 1
A=|1 5 0}
1 2 9

Segue-se pela Definicdo 2.1

det(A) = aq;. |A11] — a12.1412] + aq3. 1413]
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= 1.|A11] — 10.|As,| + 1.|A43]
15 010 15
_1'|2 9| 10'|1 9|+1'|1 2
=1.(45-0)—10.(9-0)+1.(2-5)
= —48.

2.2. Expansao em cofatores.

Para enunciar o proximo teorema, seria conveniente escrever a Definicdo 2.1

de uma forma ligeiramente diferente. Dada a A = [a;;], o cofator (i,j) de A € o

namero c;; dado por
cij = (=1)".det(4;;). (IIT)
Entéo,
det(A) = aq1-C11 + Aq12.C12 + -4 aln.Cln.

Essa férmula é chamada de expansdo de cofator com respeito a primeira
linha de A.
Teorema 2.1. Expansao em cofatores.

O determinante da uma matriz A = [a;;],xn, POde ser calculado pela
expansao do cofator com respeito a qualquer linha ou coluna. A expansdo com

respeito a i — ésima linha, usando os cofatores em (III), é dada por

det(A) = aj;.¢i1 + Ajz.Ciz + ** + Q- Cin-
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A expansao do cofator em respeito a j — ésima coluna é dada por

det(A) = ayj.c1j + Azj.Cj + -+ + Ayj. Cpj.

Exemplo 2.3. O Teorema 2.1 nos permite escrever o determinante da matriz

10 -1 1
A=[5 0 0
2 3 9

como
det(A) = az1.C2q1 + Ayp.Cop + -+ a23. C23

= (_1)2+1-a21- |Az1] + (_1)2+2-a22- |Az2] + (_1)2+3-a23- |Azs|

10 1

=—5.|_31 ;|+0. Al

| + (=1).0. |12O _1|

3
=—5.(=9—3)+ 0+ 0 = 60.

Observacdao 2.3. Em geral, a melhor estratégia para calcular o determinante usando
o Teorema 2.1 € expandindo ao longo da linha ou coluna que apresenta o maior
ndmero de zeros.

Exemplo 2.4. Calcular det(A4), onde:

[ 3 =7 8 9 —6]
| O 2 —5 7 3 |
A= 0 0 1 5 0 |
0 0 2 4 -1
0 0 0 -2 0

A expanséo do cofator ao longo da primeira coluna de A tem todos os termos iguais

a zero, exceto o primeiro. Assim,
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2 -5 7 3

. 0 1 5 0
det(A) = 3. 0 2 4 -1
0 0o -2 O

Em seguida, expande-se esse determinante 4 x 4 com respeito a primeira coluna, de

modo a tirar vantagem dos zeros contidos nessa coluna. Tem-se:

1 5 0
det(A)=32.[2 4 -1
0 -2 0

Agora, expande-se esse determinante 3 X 3 com respeito a terceira linha,
_ PN )
det(A) = 3.2.(=1). (=2). |2 _1|

Calculando-se o determinante 2 x 2, acima, obtém:
det(A) = —12.

A matriz do Exemplo 2.4 era “quase triangular’. O método usado nesse

exemplo pode ser facilmente adaptado de modo que se tem 0 seguinte teorema.

Teorema 2.2. Determinante de matrizes triangulares

Se A é uma matriz triangular de ordem n X n, entdo det(A) é igual ao produto
dos elementos da diagonal principal de A.

Este teorema torna facil calcular o determinante de uma matriz triangular,
independente de sua ordem.
Exemplo 2.5. Pelo Teorema 2.2, o determinante da matriz:

coow
N =
oN AU

I
Noy ol
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esta dado por:

det(A) = 3.1.2.2 = 12.

2.3. Propriedades dos determinantes

A seqguir, serdo enunciadas algumas das conhecidas propriedades

elementares dos determinantes.

Teorema 2.3. Operac0des de linhas

Seja uma matriz A = [a;;]| .

(i) Se um multiplo de uma linha de A for somada a outra linha formando uma
matriz B, entdo det(A) = det(B).

(i) Se duas linhas de A forem trocadas entre si formando a matriz B, entdo
det (B) = —det (A).

(i) Se uma linha de A for multiplicada por um escalar k formando uma matriz B,
entdo det(B) = k.det(A).

O proximo exemplo mostra como se aplica o Teorema 2.3 para calcular

determinantes de uma forma eficiente.

Exemplo 2.6. Calcule det(A), onde

1 -3 1
A=|1 -1 1}
1 1 9

Uma das possiveis estratégias € transformar a matriz A em uma matriz triangular

superior e aplicar o Teorema 2.2. Assim, tém-se 0s seguintes passos:

Passo 1: Soma-se a linha 2 a linha 1 multiplicada por —1:
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1 -3 1 1 -3 1
det(A) =1 -1 1[{=|0 2 0
1 1 9 1 1 9

Passo 2: Soma-se a linha 3 a linha 1 multiplicada por —1:

1 -3 1
det(A)=(0 2 0
0 4 8

Passo 3: Soma-se a linha 3 a linha 2 multiplicada por —2:

1 -3 1
det(A)=(0 2 0
0 0 8

Passo 4: Finalmente, do Teorema 2.2, tem-se;:

det(4) = 1.2.8 = 16.

A expansao em cofatores (Teorema 2.1) e as propriedades dos determinantes
(Teorema 2.3) podem, as vezes, serem usados em conjunto para fornecer um meio
efetivo de calcular determinantes. Os calculos do proximo exemplo ilustram esta
ideia.

Exemplo 2.7. Calcular det(A), onde:

-3 -1 1
A=|-1 1 1f.
1 3 9
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Tém-se 0s seguintes passos:

Passo 1. Soma-se a linha 2 a linha 3,

-3 -1 1 -3 -1 1
det(A)=1-1 1 1|=]0 4 10
1 3 9 1 3 9

Passo 2. Soma-se a linha 1 a linha 3 multiplicada por 3,

0 8 28
0 4 10
1 3 9

det(A) =

Passo 3. Expanséo do cofator ao longo da primeira coluna:
_ 18 28] _ _
det(A) = |4 10| = —32.

Exemplo 2.8. Sejam a,b e ¢ numeros reais nao nulos e distintos. Calcular det(A),
onde:

1 a® a?
A=|1 b> b*
1 c¢3 c?

Se somar —1 vez a primeira linha a segunda e terceira linha obtém:
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1 a3 a?

det(A) =0 b3—a® b%-qa?
0 c3—a® c%?-a?

Fazendo a expanséo em cofatores ao longo da primeira coluna,

b3 _ a3 b2 _ aZ
det(a) ="~ % 4

Finalmente, e depois de algumas manipula¢des algébricas:
det(A) = (b—a)(c—a)(b—c)(ac + ab + bc).

O Teorema 2.3 nos permite realizar operagdes com linhas de uma matriz. O
proximo teorema mostra que se podem realizar operacfes analogas com as colunas
de uma matriz.

Teorema 2.4. Operagdes com colunas

Se A é uma matriz n X n, entdo det(A%) = det(4).

Portanto, por causa do Teorema 2.4, cada afirmacdo do Teorema 2.3 é verdadeira
se substituir a palavra “linha” por “coluna”.

Exemplo 2.9. Determinar det(A4), onde:

1 -1 -3
A=([1 1 -1
1 3 1

Soma-se a coluna 2 a coluna 1, obtém-se:
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1 -1 -3 1 0 -3
det(A)=1]1 1 -—-1{=|1 2 -1
1 3 1 1 4 1

Seguidamente, soma-se a coluna 3 a coluna 1 multiplicada por 3,

1 0 0
det(A) =1 2 2
1 4 4

Utilizando a expansao em cofatores ao longo da linha 1, finalmente obtém-se,
_12 2|_
det(4) = |4 2 =0

Exemplo 2.10. Calcular det(A) para a matriz:

1 1 1
A=|a b ¢
a® b 3

Onde, a, b e ¢ sdo nimeros reais nao nulos e distintos.

Quando soma-se —1 vez a primeira coluna a segunda e terceira colunas,

obtém-se:

1 1 1 1 0 0
det(A)=|a b c|=|la b-a c—a
3 b3 o3 B bP—a® B—gd

Utilizando-se da expansdo em cofatores ao longo da linha 1, obtém-se:
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b—a c—a

det(A) = b3 g3 3 — g3

Finalmente, e depois de manipulagdes algébricas, obtém-se:

det(A) = (b—a)(c—a)(c—b)(a+ b+ ¢).

2.4. Aregra de Cramer

O préximo Teorema fornece uma formula para a solucéo de certos sistemas

de equacdes lineares. Esta férmula € conhecida como a regra de Cramer.

Teorema 2.5. Regra de Cramer
Seja AX = B um sistema n X n. Se det(4) # 0, entdo o sistema

tem uma unica solucéo dada por:

_ det(4)
Y= det(A)’

j=1,2..,n

onde, A; denota a matriz obtida de A substituindo a sua j — ésima coluna pela Unica

coluna de B.

Exemplo 2.11. Usando a regra de Cramer para resolver o sistema linear:

X1+X2=87
{x1+x3=123.
xZ+X3=66
Do sistema, tem-se:
1 1 0 87 1 0
A=|1 0 1|, A1 =|123 0 1],
0 1 1 66 1 1
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1 87 0 1 1 87
A, =1 123 1| eAs3=|1 O 123]
0 66 1 0 1 66

Como det(A) = —2 # 0, pela regra de Cramer:

_det(A;)  —144

_ = 72
1T deta) T =2
_det(4;) —30
%2 = ety =2 - °
det(As) —102
_ae (43) _ —cq

¥ T det(a) T -2

Observacdo 2.4. Embora a regra de Cramer forneca uma férmula explicita das
solugcdes de um sistema, ela é ineficiente para célculos manuais, com excecdo do
caso de matrizes 2 x 2, ou, tal vez, 3 x 3. Isto, porque o nimero de equacdes que

ela envolve é muito grande, quando se trabalha com muitas equacdes.
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CAPITULO 3: MATRIZ DE VANDERMONDE

Apresenta-se, neste capitulo, a primeira matriz especial chamada matriz de
Vandermonde. Deduz-se uma formula compacta para seu determinante e discute-se

algumas aplicacoes.

3.1. Definicao

Uma matriz de Vandermonde € uma matriz quadrada de ordem n = 2 cujas
colunas estdo em progressao geométrica e as entradas da primeira linha séo iguais
ao numero real 1. Isto é, sejam xq,x,, %3, ..,X, €scalares reais, entdo

V(xq1, x5, x3, ..., X,) € @ matriz:

[ 1 1 1 ]
| X1 X2 Xn |
V(xlﬂx21.”)xn):| x% x% x‘rzl |
Lc{l"l xi-1 x,’}_lJ

Por exemplo, as matrizes:

1 1 1 1 1
V(xy,x;) = [ ], V(xy,x5,x3) = X1 X2 X3
X1 Xy 2 x? x2

sdo matrizes de Vandermonde de ordens n = 2,n = 3, respectivamente.

Observacao 3.1. Em alguns casos, por simplicidade, usaremos as seguintes

notagoes:

V(xy, x5, ,x,) =V, ou V(xy,x5,,x,) =V

No exemplo que segue, e, através de simples manipulac¢des, pode-se verificar

sem dificuldades que as matrizes dadas sdo matrizes de Vandermonde.
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Exemplo 3.1.

1 1 1 1 1 1
3 4 1 2 3 4
9 16 - 12 22 32 4_2
27 64 13 23 33 43

1 1 1 1
log 5000 log500 log50 log5

b. V= log? 5000 log?500 log?50 log?5
log® 5000 log3500 log®50 log®5

c. Considerando a,b e c numeros reais ndao nulos, tem-se também a seguinte

matriz de Vandermonde

IS I
S Q-
AT -

N\
Sl Q
N——
N
/N
a|s
——
N
e —

3.2. Determinante de Vandermonde

O proximo teorema estabelece uma féormula algébrica para o calculo do
determinante de uma matriz de Vandermonde. Este determinante é, muitas vezes,

chamado de determinante de Vandermonde. A expressao:

l_[ (% — x:)

1<i<jsn
usada no teorema significa o produto de todos os termos x; —x; onde 1 <i <j <n.

Por exemplo:
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1—[ (xj - xi) = (x5 — x1). (x3 — x2). (X2 — xy).

1<i<j<3
Teorema 3.1. Dada a matriz de Vandermonde V(xy,x, -, x,), entdo o seu

determinante € dado por:

H (xj —x;) , paratodon > 2.

1<i<jsn

Demonstracao: A demonstracdo sera feita por inducéo sobre n.

Entdo, para n = 2 tem-se:

1 1
det(V,) = | | SEXT X = 1_[ (xj - xi)'

X, X
vz 1<i<j<2

pois é um determinante de uma matriz de ordem n = 2.

Agora, suponha-se que a expressao:

1 1 1
X1 Xy Xn,
: : . : 1<i<jzn
xt o xt xn-1

1 1 .. 1
X1 X2 o Xp4a
2 02 .. o2
det (Vp4q) = [X1 X2 7 Xnia| = (x]- - xi).
: : : 1gi<js(n+1)
n n o n
X1 X3 Xn+1
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Para isso, considere o determinante:

det(Vipyq) =

O objetivo agora é zerar todas as entradas abaixo de 1 na primeira coluna. Por

exemplo, somando-se —x; vezes a n — ésima linha & (n + 1) — ésima linha, obtém-

se do Teorema 2.3:

1
X1

xf

X1

X1

1 1
X1 X2
x? x5
det(Vyyq) = | ¢ :
X2 x3 2
X1 x
0 xF—oxxi?t

1
X2
x5

n-—1

X3

X3

1
Xn+1
2
Xn+1
n-1
xn+1
n
Xn+1

1

Xn+1

2
Xn+1

n—-2
Xn+1

n-1
Xn+1

n n—-1
Xn+1 — X1Xn+1

Novamente, somando-se —x; vezes a (n— 1) — ésimalinha a (n) — ésima linha,

obtém-se do Teorema 2.3:

1 1 1 1
X1 X2 X3 Xn+1
xZ x5 x5 Xt1
det(Vyi1) = | : : :
xI—2 x5 2 x?_z xﬁif
0 M -xmdg? B -xd? -l
0 X3 = xx5 7! X3 — x5 X1 = X1 Xpi1

Dessa forma, continuando com o procedimento anterior, obtém-se o determinante:
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1 1 1 1

0 X2 — X1 X3 — X1 Xn+1 — X1

0 x% — X1X2 xez. — X1X3 x721+1 — X1Xn+1
det (Vpy1) = : : : :

0 X —xd” AT T it -

0 X l—xgxl 2 aft—xad Tt xt —xgxl?

0 xf—xpxd™t af—xad X1 — X205

Expandindo em cofatores ao longo da primeira coluna, chega-se a expressao

(Teorema 2.1):

Xy —Xq X3 — X1 Xn+1-X1
Xo (X3 — X1) x3(x3 — x1) o Xpy1(Xng1 — X1)
det (Vy41) = : : f
X372 —x1) X TA(x3—x1) o xM2(Xpgr — X1)
Mg —xy X T — a7 X (e — X9)

Colocando em evidéncia fatores comuns em cada coluna, obtém-se do Teorema 2.4:

1 1 1
X2 X3 7 Xn4a
2 2 2
X2 X3 vt Xpta
det (V1) = (p — x1). (X3 = 21). . (g — X1) | : g :
g g o i
P e

Usando a hipotese, chega-se a expressao:

det(Vss) = Cep = x). (3 = 1) Gonas —x1). | | (=)
2gi<js(n+1)

- 1_[ (x; — x)).

1<i<js(n+1)
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Assim, pelo principio da inducéo,

det (V,) = 1_[ (xj —x;), paratodon > 2.

1gi<jsn

Com isto, encerra-se a demonstragcéo do Teorema.

Observacao 3.2. Resulta, imediatamente, do teorema que det (V,,) # 0, se somente
se, Xy,X,,X3,..,X, Sao distintos. Muitas das aplicacbes do determinante de

Vandermonde estao relacionadas a este fato.

Os exemplos apresentados a seguir, mostram a relativa facilidade em calcular

o determinante de Vandermonde usando o Teorema 3.1.

Exemplo 3.2. Desde que todas as matrizes do Exemplo 3.1 sdo matrizes de

Vandermonde, se tem do Teorema 3.1 0s seguintes determinantes.

” det(W)=(4-3).(4—-2).4-1.3-2.3-1.2-1) =12
b)
det(V) = (log5 —log50). (log5 — log 500). (log 5 — log 5000) . (log 50 — log 500)
. (log50 — log 5000). (log 500 — log 5000)
Das propriedades operatoérias dos logaritmos, tem-se:
det (V) = (—1).(—2).(-3).(-1).(-2).(-1) =12
c)

det(V) = (g — E) (é _ E) (E _ E) _ (b% — ac).(c? — ab).(a? - bc).

b/ \c a/'\b a a2b?c?
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Os proximos exemplos mostram como aplicar a expansao em cofator (Teorema
2.1) ou as propriedades dos determinantes (Teorema 2.3 e 2.4) para obter um

determinante de Vandermonde e, consequentemente usar o Teorema 3.1.

Exemplo 3.3. Calcular o determinante das seguintes matrizes:

1 -1 1 1 -1 1 1 a a?
A=|1 0 0|, B=|1 1 1|, C=|1 b b?|
1 3 9 1 3 9 1 ¢ c?
Do Teorema 2.4, obtém-se:
1 -1 1 1 1 1 1 1 1
det(A)=1 0 o|=[-1 0 3|=| -1 0 3 |
1 3 9 1 0 9l I(-D? (0% (3)*
1 -1 1 1 1 1 1 1 1
det(B)=|1 1 1|=[-1 1 3|=| -1 1 3 .
1 3 9 1 1 9 I-1D* (1)* 3)*
1 a a? 1 1
det(C)=11 b b2%=|a b c
1 c C2 a2 b2 C2

Reconhecendo esses determinantes como determinantes de Vandermonde. Logo
pelo Teorema 3.1:

det(A) = (3—0).[3 - (-1].[0 = (-1)] = 3.4.1 = 12.

det(B) = 3—-1).[3— (-D].[1 - (-1)] = 2.4.2 = 16.
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det(C) = (c—b).(c —a).(b—a).

Exemplo 3.4. Calcule det(A4), onde:

LHRe
o o

w NG‘
WA
e—

Do Teorema 2.3 e Teorema 2.4, consegue-se:

a b ¢ 1 1 1
det(A) = |a? b? c?|=abcla b ¢
a> b3 3 a’? b* c?

Assim, decorre do Teorema 3.1,

det(A) = abc.(c — b).(c — a).(b — a).

Exemplo 3.5. Calcular o determinante das seguintes matrizes:

1 11 1 1 11 1
0 2 3 4 1 0 3 4
A=1o 22 32 22 B=|1 o 32 42
0 23 33 4° 1 0 38 4°

1 1 1 1

2 3 4
0 2 3 4
0 23 33 43 23 33 43

42



Analogamente, expandindo em cofatores ao longo da segunda coluna de B,

1 1 1 1
1 03 4 13 4
1 0 33 43 1 33 43

Finalmente, aplicando o Exemplo 3.4, obtém-se:

|A] = 2.3.4(4 —3).(4—2).(3—2) = 24.1.2.1 = 48.

B = -134.(4-3)(4—-1).3—1) = -12.1.3.2 = —72.

3.3. Aplicacdes

A seguir mostram-se algumas aplicacdes elementares envolvendo o

determinante de Vandermonde.

3.3.1. Interpolagéo polinomial

Um problema importante em matematica é encontrar um polindémio cujo grafico
passe por uma colecdo de pontos especificados no plano; tal polinbmio é dito
polinbmio interpolador de pontos. Neste contexto, a utilidade do determinante de
Vandermonde baseia-se na Observacédo 3.2 do Teorema 3.1. llustra-se este fato

com alguns exemplos a seguir.

Exemplo 3.6. A partir da figura
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parece que pode-se encontrar uma pardbola que intercepta os pontos A, B e C.

Se a equacao da parabola procurada é dada por:

p(x) = ¢ + bx + ax?

ao substituir os pontos 4, B e C em p(x), obtém-se o sistema de equacoes:

c.1+b.(-D+a(-1D*=10
c.1+b.(0)+a.(0)2=5 . ()
c.1+b.(3)+a.(3)>?=2

Da regra de Cramer (Teorema 2.5), pode-se afirmar que este sistema tem
sempre solucao Unica, pois o determinante da matriz de coeficientes (determinante

de Vandermonde):

1 -1 (-1)2 1 1 1
lAl=11 o0 02 |=| -1 0 3]
1 3 32 (-2 0% 32
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€ ndo nulo pela Observagéo 3.2. Assim, pode-se entdo concluir o seguinte: existe

um, e somente um, terno de nimeros a, b e c tais que a funcao

p(x) = c + bx + ax?

passa pelos pontos A,B e C.

A seguir, determinam-se as constantes a, b e c. Para isso, do sistema (I), tem-

Se:

10 -1 1 1 10 1 1 -1 10
A =|5 0 0f, A, =1 5 0led;=|1 0 5|
2 3 9 1 2 9 1 3 2

Portanto, dos Exemplos 2.1, 2.2, 2.3, 3.3 e, pela regra de Cramer, obtém-se:

14yl 60
“Tal 127
|A,| —48
p=22 Ty
4]~ 12
sl 12
“Fa T 12T

Decorre que o polinémio interpolante é dado por:

p(x) =5 —4x + x2.
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Exemplo 3.7. Encontrar um polindbmio interpolante que passe pelos pontos
A(—1,-3), B(1,-1) e C(3,1).

Como tem-se trés condigOes a satisfazer, a intuicdo sugere que o polindbmio

procurado seja da forma

p(x) = c + bx + ax?,

ja que tem-se trés coeficientes a, b e ¢ a satisfazer as trés condicdes.

Substituindo os pontos 4, B e C em p(x), obtém-se:

c+b.(-1)+a.(-1)*=-3
c+b.(D)+a(D?=-1 . (D
c+b.(3)+a.(3)*=1

Desde que o determinante da matriz de coeficientes:

1 -1 1 1 1 1
[Al=]1 1 1|=|-1 1 3|,
1 3 9 1 1 9

€ ndo nulo (Observacao 3.2), segue da regra de Cramer (Teorema 2.5) que o

sistema (II) tem solucdo Unica. Essa solugéo é dada pelas expressdes

Al 1Al 14l
ar " a4l Al

onde,
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-3 -1 1 1 -3 1 1 -1 -3
Ai=]-1 1 1}, A, =11 -1 1l ed3=11 1 -1
1 3 9 1 1 9 1 3 1

Segue dos Exemplos 2.6, 2.7, 2.9 e do Exemplo 3.3,

1A -32
TR
1Azl 16
14 16
|A3] O
“=7a] " 16

Assim, o polinbmio interpolante é dado por:

p(x) =—-2+x.

Observacao 3.3. Nos Exemplos 3.6 e 3.7 pode se ver que o grau do polindbmio
interpolante pode ser menor ou igual a dois.

Os Exemplos 3.6 e 3.7 sdo casos particulares do problema mais geral de encontrar

um polindémio, cujo gréafico passe pelos trés pontos de coordenadas x distintas:

(%0, Y0), (x1,¥1) e (x2,¥2)

Desde que se tenha trés condicdes a satisfazer, o polindmio interpolante procurado
é da forma:

p(x) = ¢ + bx + ax?.
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Segue, que os coeficientes desse polinGmio satisfazem:

c+ bxy + axi =y,
c+bx;+ax? =y, (I
c+bx, +axz =y,

O determinante da matriz de coeficientes do sistema (Determinante de

Vandermonde) é dado por:

1 x x2] |1 1 1

V=11 x; x2|=[% X1 Xz|.
2 a2 a2
1 x, x5 Xo X X3

Desde que x,,x; ex, séo distintos, tem-se que |V|# 0 (Observagdo 3.2).
Assim, pela regra de Cramer (Teorema 2.5), o sistema (II1I) tem uma solucdo Unica

e portanto o polinémio é unico.
Resumindo, se tem o importante teorema a seguir.

Teorema 3.2. Dados quaisquer trés pontos no plano XY que tém abscissas distintas,
existe um unico polindmio de grau dois ou inferior, cujo gréafico passa por

esses pontos.

3.3.2. Sistemas lineares

O conhecimento da estrutura especial de uma matriz, como € o caso de uma
matriz de Vandermonde, permite resolver rapidamente alguns sistemas de equacdes
lineares que tem como matriz de coeficientes uma matriz de Vandermonde. A seguir

mostram-se alguns exemplos.

Exemplo 3.8. Sejam a, b e c nUmeros reais ndo nulos e distintos. Deseja-se resolver

0 sistema:
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ax +by+cz=k
a’x + b%y + c%z = k2.
alx+b3y+c3z=k3

A matriz de coeficientes do sistema é dada pela matriz de Vandermonde:

A S
oo

WNW‘
2,9 A
I‘_I

e do Exemplo 3.4, sabe-se que o seu determinante é:

|A| = abc(c — b)(c —a)(b — a).

Usando a regra de Cramer e o Exemplo 3.4, tem-se que:

k b ¢ 1 1 1
k? b? c? kbclk b ¢
= K2 b3 3l _ k2 b2 (2 _ kbc(c —b)(c—k)(b—k)
|A| abc(c—b)(c—a)(b—a) abc(c—b)(c—a)(b—a)
_k(c—Kk)(b—k)
T alc—a)(b—a)
a k c 1 1 1
a? k* c? akcla k ¢
3 k3 o3 a2 k2 (2 k(c—k)(c—a)(k —a)
y = _

|A| =abc(c—b)(c—a)(b—a) " b(c=b)(c—a)(b—a)



_k(c—k)(k—a)

b(b —a)
a b k 1 1 1
a’? b? k* abkla b k
a3 b3 kel a2 b2 k2 _abk(k—b)(k—a)(b—a)
Z= |A| “abc(c—=b)(c—a)(b—a) abc(c—b)(c—a)(b—a)
_ k(k—b)(k — a)
~c(c=b)(c—a)

Exemplo 3.9. Sejam a,bec numeros reais ndo nulos e distintos. Resolver o

sistema:

x+ay+a*2z=a?
x + by + b%z = b3,
x+cy+ciz=¢c3

Tem-se que, a matriz de coeficientes do sistema é:

Do Exemplo 3.3, tem-se:

det(A) = (c—b)(c—a)(b—a) # 0,
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pois a,b e c sdo distintos e ndo nulos. Portanto, pode-se usar a regra de Cramer.

Entao:

O R . R 7 N
Al Al Al

onde:

a® a a 1 a® a? 1 a a
A, =1|b® b b?, A, =11 b3 b?*|ledAs;=|1 b b3
c® ¢ c? 1 ¢3 c? 1 ¢ ¢3
Calculando os determinantes |4,], |4;]| e |A45]:
e Do Teorema 2.3 e 2.4, tem-se:

a® a a? a a? a3

det(A1) =|b® b b3 =|b b? b®

¢ ¢ 2 c c2 ¢3

Logo, do Exemplo 3.4, consegue-se:

det(A,) = abc.(c —b).(c — a).(b — a).

¢ No Exemplo 2.8 foi calculado que

det(A,) = (a—b)(c —a)(c — b)(ac + ab + bc).

e Do Exemplo 2.10 :
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det(A3) = (b—a)(c—a)(c—b)(a+ b+ c).

Assim, finalmente tem-se:

_abc(c—=b)c—a)(b—a) b
" (c=b)c—-a)b-a) - ave

_—(b- a)(c —a)(c — b)(ac + ab + bc)

(c=b)(c—a)(b—a) = —(ac + ab + bc).

_(b—a)(c—a)(c—b)(a+b+c)_
= c—Dc—Db-a =a+b+c.

Exemplo 3.10. Dado o sistema:

X1 +2x, +3x3 +4x, =0
Xy + 2%x, + 3%x5 +4%x, = O
xg +23x, + 33x5 +43x, = 0

{ X1+XZ+X3+X4=1

Sabe-se que a matriz de coeficientes € dada pela matriz de Vandermonde:

1 1 1 1
1 2 3 4
1 22 3% 42
1 2% 33 43

O Exemplo 3.2, fornece o determinante:

det(A) = 12 # 0.
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Logo, da regra de Cramer, obtém-se:

Al Al Al Al
Y T V TR R V| Al
onde
11 1 1 11 1 1
0 2 3 4 10 3 4
A =10 22 32 42 25|10 32 42
0 2% 3% 43 1 0 33 43
1 1 1 1 11 1 1
1 2 0 4 1 2 3 0
A3 =11 22 ¢ 42| ©4s=|1 22 32 ¢
1 23 0 43 1 28 33 0

A seguir calculam-se os determinantes |4, |, |4,], |As| € |A4]:

¢ Viu-se no Exemplo 2.5 que:

Al =48 e |A,| =—72.

e Seguindo o mesmo procedimento que o Exemplo 3.5, tem-se:

|A;| =48 e |A,] = —12.

Portanto,
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CAPITULO 4: MATRIZ DE CAUCHY

Neste capitulo, apresenta-se outra matriz especial, um tanto desconhecida,
pois a mesma ndo € retratada nos livros didaticos do Ensino Médio [YOUSSEF],
[DANTE], [SOUZA], [PAIVA], [IEZZI] e [LEONARDOQ]. Esta matriz é conhecida como
matriz de Cauchy. Deduz-se uma férmula para o célculo do seu determinante e

discute-se algumas aplicacdes na resolucao de sistemas lineares.

4.1. Definigao

Uma matriz de Cauchy de ordem n € uma matriz C = [al-j], cujo elemento a;;

€ dado por:

_ 1
xi+yj

aij

onde xi, Xy, ..., Xp € Y1, Y2, .., ¥n SA0 NUMeros reais tal que x; +y; # 0 para 1 <i,j <

n. Isto é, a matriz € = [a;;] € a matriz:

1 1 1
X1+y1 x1t+Yy: X1+ Yn
1 1 1
C= xz‘!‘)’l xz‘!‘)’z xz‘!‘)’n'
1 1 1
Xn ¥ Y1 XntY2 T Xp ot Ynl

No exemplo a seguir, pode se verificar sem dificuldades que as matrizes dadas, sao

matrizes de Cauchy.

Exemplo 4.1:
1 1 1 1
_|145 1+7|_|6 8
a) €= 1|71 1
2+5 247 7 9
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1 1 1 101 17
1+1 1+2 1+3| |2 3 2

1 1 1 1 1 1

b) € = =z = Z
2+1 2+2 2+3!l 13 4 5

1 1 1 1 1 1

4 5 6l

3+1 3+2 3+ 3

c) Para um namero real a # 0, tem a matriz de Cauchy:

1 1 1

1+a 14+2a 1+ 3a
1 1 1

24+a 2+4+2a 2+ 3a
1 1 1

134+a 3+2a 3+ 3a

Particularizando a Definicdo 4.1 para o caso em que:

!
W -

Obtém-se a chamada matriz de Hilbert, H = [a;;].

Exemplo 4.2. Escrevendo por extenso as matrizes de Hilbert H,, H; e H,.

1 1 . 1
oo |1+1-1 1+2-1f_ 2
2= 1 1 =11 1
2+1—-1 2+2-1 2 3
1 1 1 o 1 17
1+41—-1 1+2-1 1+3-1 2 3
1 1 1 1 1 1
H3= == - -
2+1—-1 2+2—-1 2+43-1| 12 3 1
1 1 1 1 1 1
3+1-1 3+2-1 3+3-11 13 2 5l
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1 1 1 1
1+1-1 1+2-1 1+3-1 1+4-1

2+1-1 2+2-1 2+3-1 2+4-1

3+41-1 3+2-1 3+3-1 3+4-1

[y

[y

—_

[N
T 1
Bl R W RN ===
Ul RPr R RPW RN -
AN, UIRD[ R W]~
NP RUl R A=

4+1-1 4+2-1 4+3-1 4+4—-1-

4.2. Determinante de uma matriz de Cauchy

O proximo teorema mostra como calcular o determinante de uma matriz de
Cauchy ou simplesmente determinante de Cauchy. A demonstracdo sera feita por

inducao sobre n.

Teorema 4.1. Determinante de Cauchy

Seja a matriz de Cauchy € = [aif]nxn' onde:

entao,

n15j<i5n(xi - xj)(yi - Yj)

det(C) =

b= (2 +3j)
Demonstracao. Paran = 2, resulta que:
1 1
Xy — X -
det(C)= Xl‘;yl Xl‘;yz _ ( 2 1)(y2 yl) _
(1 +y1) (1 + y2) (X2 + y1) (X2 + ¥2)

Xp+Y1 Xpt+ Y2

57



_ H1sj<isz(xi - xj)(Yi - }’j)

l_[iz,j=1(xi + ;)

Hipotese: Suponha-se que a expressao:

det(C) =

1 1
X1+y1 xX1+Y;

1 1
Xit+yr xitY;

1 1
XntY1 Xpty:

1 1
X1 +Yn-1 X1+ n

: Pl
Xi + Yn-1 Xi + Yn

1 1
le + yTl—l xn + Yn

_ H15j<isn(xi - xj)(yi - }’j)
[1721 (e +yp)

seja verdadeira para um certo n > 2.

Tese: Deve-se mostrar que o determinante da matriz Ce,y1)xn+1), € dado pela

expressao:

1 1 1 1

X1+ Y1 X1+ Y2 X1+ Yn X1+ Yn+1
1 1 1 1

det(C) = | ™ ‘|:‘J’1 Xi ‘|:'3’2 Xi ‘|:'3’n X +:Yn+1
1 1 1 1

xn+y1 xn+y2 xn+yn xn+3’n+1
1 1 1 1

Xn+1 + yl Xn+1 + yZ Xn+1 + yn Xn+1 + :Vn+1

H15j<i5n+1(xi - xj)(yi - }’j)

n+1

Lj=1(xi +))

Com efeito, considere o determinante:
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det(C) =

1 1
X1+ Y1 X1+ Y2
1 1
Xit+yr Xty
1 1
Xn +y1 Xn +y2
1 1
Xn+1tTY1 Xne1 T2

1 1
X1+ Yn X1+ Yn+1
1 1
Xi + Yn Xi + Yn+1
1 1
Xn + Yn Xn + Yn+1
1 1
Xn+1 T Yn  Xn+1 T Yo+

Subtraindo a (n + 1) — ésima coluna das outras colunas obtém-se dos Teoremas 2.3

e 2.4:

IC| =

1 1
X1+Y1 X1+ Yns
11

Xi+Yy1 XitYn+1

1 1
Xn + Y1 Xn + Yn+1
1 1
Xn+1 T V1 Xns1 T Yot

Utilizando-se da seguinte identidade:

1

1

1 1 1
X1t Yn _‘xl + Yn+1 X1+ Ynet
11 1
Xi +Yn _.xi + Yn+1 Xi + Yne1
11 1
Yn V0 EnFVner  XnF Yner
1 1 1
Xn+1 T Yn - Xn+1 T Yne1 Xn+1 T Vot
Yn+1 — Yj

Xty XitYni1 a (ox; + yj)(xi + Yn+1)

paraj <n+ 1, tem-se que:
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IC| =

Colocando em evidéncia os termos y,.; — y; has colunas e os termos

Yn+1 — M1
(1 +y1) Gty + Yns1)

Yn+1 — 3"1
(e + Y1) (g + Y1)

Yn+1 — 3"1

Cen + 1) + Y1)
Yn+1 — M1

1

Yn+1 — Yn

(x1 + y1) (X1 + Y1) X1 +.3’n+1
yn+1'_ Yn 1

(x; + ) (X + Yne1) Xi + Yn+1
yn+1'_ Yn 1

(xn + yn)(xn + yn+1) Xn + VYn+1
Yn+1 — Yn 1

(g1 + Y1) Kpsr + Yns1)

(Xn41 + Y) Kps1 + Yns1)

Xn+1 T Ynt1

)
XitVn+1

linhas, decorre dos Teoremas 2.3 e 2.4:

1
X1+ Y1

1

ICl =

- 1
[T

l_[}l=1(yn+1 - ) X +y;1
(xi + yn+1) E

1

xn+y1
1

Xn+1 + V1

1
X1+ Yn

1
xi+Yn

1
xTL +yn
1

Xn+1 + Yn

nas

Subtraindo a (n+ 1) —ésima linha das outras linhas, decorre novamente dos

Teoremas 2.3 e 2.4:

Ic| = H;'l=1(3’n+1 - )
H?:T(xi + Yn+1)

1 1
X1+Y1 Xpg1 W1

1 1

Xn+1 T V1

Xi + Y1
11
Xn+Y1 Xnpy1t D1

1

Xn+1 + Y1

1 1
X1 + Yn Xn+1 + Yn

11

Xi + Yn Xn+1 + Yn

11
xn+yn xn+1+yn
1

Xn+1 + Yn
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Pela expansdo em cofatores em relagdo a (n+ 1) — ésima coluna, obtém-se do

Teorema 2.1:

i1 (ne1 — ¥))

1 1

X1 +Y1 Xpy1 T Y1

1 1

ICl =
[T G + Ynea)

Utilizando a identidade

1

Xi+Y1 Xpy1 T Y1

1 1

1 1

Xn+tY1 Xpy1t+t D1

X1 + Yn Xn+1 + Yn

11

X + Yn Xn+1 + Yn '

11

Xn + Yn Xn+1 + Yn

1 Xn+1 — X

X +Yj g Yj B (x; + }’j)(xn+1 + Yj)

paraj < n+ 1, tem-se que:

l_[;'l=1(J’n+1 —¥)
?:f(xi + Yn+1)

ICl =

Xn+1 — X1 Xn+1 — X1
(1 +y,) (2041 +7,) (1 +y ) (1 +,)
Xni1 = Xi X1 = %

(xi +y1)(xn+1 +y1)

Xn+1 — Xn—1

(e +y,)(xnr1 +,)

Xn+1 = Xn—1

(xn—l + yl)(xn+1 + 3’1) (xn—l + yn)(xn+1 + yn)

Xn+1 — Xn

(xn+y1)(xn+1 +y1)

Xn+1 — Xn
(xn + yn)(xn+1 + yn)

Em seguida, colocam-se em evidéncia os termos x,.; — x; nas linhas e os termos

Xn+1tYj

nas colunas, obtendo dos Teoremas 2.3 e 2.4:
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1 1 1

x1'f‘)’1 x1j|‘}’2 xl‘!‘}’n
1 1 1

c| = [1=1On1 = ¥) i1 Gongs — x0) | x; + Yi X -I.-yz X -I.-yn
H?=+11(xi + Yn+1) H7=1(xn+1 + Yj) : : :
1 1 1

Xno1 + Y1 Xn1tY2  Xnoit W

1 1 1

YY1 IntYe  Zntyn

Pela hipotese indutiva, tem-se que:

c| = l_[}l=1(yn+1 - yj) [T (e — x1) _ H15j<isn(xi - xj)(yi - Yj) _
[T (i + Ynar) l_[;'l=1(xn+1 +y;) 2,-:1(951' +y;)

_ H15j<isn+1(xi - xj)(yi - yj)
b2 (e + )

completando assim a demonstracao.

Particularizando o Teorema 4.1 para o caso de uma matriz de Hilbert onde

1 . p ~
H= [i+j—1] , decorre que o seu determinante € dado pela expressao:
nxn

H| = H15j<i5n(xi - xj)(yl- - y]-) _ H15j<i5n(i — )2
I} (i + ) [ +j—1)

()

Exemplo 4.3. Vamos calcular o determinante das matrizes dos itens b) e c¢) do
Exemplo 4.1.

Para a matriz do item b), tem-se do Teorema 4.1:
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1 1 1
2 3 4
| = 11 1 _ B3-2)B3-1D2-1)B-2)3-12-1)
13 4 51 A+DA+2A+3)Q2+DR2+2)2+3)B+1DB+2)(B+3)
1 1 1
4 5 6
1
26,3352

Para a matriz do item c), do Teorema 4.1 chega-se ao resultado:

1 1 1

1+a 14+2a 1+ 3a
1 1 1

24+a 2+4+2a 2+ 3a
1 1 1

3+4a 3+4+2a 3+3a

ICl =

B B-2)3-1D2-1)Ba—-2a)(3a—a)(2a—a) B
T 14+ a)(1+20)A+3a0)2+a)2+2a)(2+3a)(3+a)(3+2a)(3+3a)

2a®
N 3(1+a)®’(1+2a)(1 +3a)(2+ a)(2+3a)(3+ a)(3 + 2a)

Exemplo 4.4: Para o caso particular da matriz de Hilbert H;, temos de (I) que o

determinante € dado por:

(3—1)2(3 —2)2(2 - 1)? 1

IHs = T2+DA+DME+2A+2)@2+3)(1+3)(3) 2160

WL N| R -
Bl R W RN -
Uil R, D R W] -
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4.3. Aplicacbes

Na secédo precedente, derivou-se uma formula especifica para o determinante
de Cauchy. Nesta secédo, usa-se essa formula para resolver certos tipos de sistemas
lineares elementares, cujas matrizes de coeficientes sdo matrizes de Cauchy. A

seguir, alguns exemplos.

Exemplo 4.5. A matriz de coeficientes do sistema linear:

+
+
I

Ju=y

Il
o

T
Bl RWI RN R
+ +
UL IR W
+
NI NUI NB| N
Il
o

+

€ a matriz de Cauchy:

Bl R W] RN =
ull R, | P W] R~
o e el e

com determinante de Cauchy (Exemplo 4.3):

1€l = %3352

Portanto, podemos usar a regra de Cramer (Teorema 2.5). Entao:

1 1
1 3 7
o 11 11
4 5 4 5
o 11 11
5 6 5 6
X = = =72.
IC| IC|
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1 1
2 1z
1,1 11
3 5/ I3 5
1,1 Tt
y =2 6l __ 12 &
IC| ]
1 1
2 31
11| ot
3 4 3 4
11|t
y=25 71 135
] IC|

= —240.

= 180.

Exemplo 4.6. A matriz de coeficientes do sistema linear:

é a matriz de Hilbert:

cujo determinante é:

=

+ o+
BIRwWIRNIRR
+

I

—_

+
Il
(@]

+
Il
(e}

+
Ul N D NWI N

——
W RN R

DR W Rk N -
e il M

WIRN] =R =

1

sl = 5750

Portanto, pela regra de Cramer (Teorema 2.5),



1 1
1 33
o L1 ;11
3 4 3 4
o 11l 11
c— 2 5 _1a 51_4
|H,| |H,|
1
11§
A | T
2 Zl |2 %
1,1 Tl
3 5 3 5
= = = —36.
Y= T, |H|
1
171
11| 1
2 3 2 3
11| 11
3 4 3 4
Z = = = 30.
|H;| |H,|

Os Exemplos 4.5 e 4.6 acima sdo casos particulares do problema mais geral
dado no exemplo a seguir.

Exemplo 4.7. Considere a4,a, -+, a,, by, b, -, -+, b, NUmeros reais distintos tal que

a; +b; # 0 para 1l < i,j <n. O sistema de equagdes seguinte:

X1 X2 Xn

+ + .o 4 =
a,+b; a;+b, a, + b, Y1
X1 X2 Xn
{a,+by a,+b, a, + b, Y2
X X2 Xn
+ +...+ =
\a, +b; a,+ b, a, + b, In

tem como matriz de coeficientes, a matriz de Cauchy

C= 1
N al+b]

Pelo Teorema 4.1 e as consideragdes acima, decorre que o determinante:
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H15j<isn(ai - aj)(bi — bf)

{,lj=1(ai + aj)

ICl =

€ ndo nulo. Logo, da regra de Cramer (Teorema 2.5), tem-se que:

onde C; denota a matriz obtida de € substituindo a sua j — ésima coluna pela matriz

colunaY, onde
Y1
Y2

Yn
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CAPITULO 5. SUGESTAO DE AULA

Neste capitulo, propomos uma sugestao de aula onde utilizam-se os conceitos,
definicbes e determinantes das matrizes especiais citadas durante este trabalho.
Nesta proposta, destinada para os estudantes do Ensino Médio, destacam-se a
utilidade e facilidade no célculo do determinante das matrizes especiais, facilitando a

compreensao do mecanismo de resolucéo de sistemas de equacgdes lineares.

5.1. Proposta de aula

12 Aula

O professor pode iniciar a aula apresentando o sistema de equacfes abaixo,
onde, os coeficientes numéricos sdo numeros fracionarios, em seguida o professor
deve solicitar aos alunos que escrevam sob a forma de equagao matricial, para que

apliguem a regra de Cramer (Teorema 2.5).

r1

2 3 4

ety il
3¥ Ty TR T
111
3 TEY T T

Logo apds a separacdo da matriz de coeficientes, matriz C, o professor podera
explicar a definicdo de matriz de Cauchy (Definicdo 4.1), sugerimos reescrever a

matriz C da seguinte forma:
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1 1 1
1+1 1+2 1+3

co|_ 1 1 1
“12+1 242 2+3/
1 1 1

3+1 3+2 3+ 3

E, entdo o professor deve relacionar, junto aos alunos, a matriz € com a definicao

apresentada, mostrando que a mesma é uma matriz de Cauchy, onde, tem-se que:

X1=Lx=2,x=3;y,=1y,=2;, y3 =3.

Seguindo no desenvolvimento das atividades, o professor apresentara a
férmula do determinante de Cauchy (Teorema 4.1), logo desenvolvera a resolucéo
de det(C) na lousa, mostrando passo a passo a aplicacdo do Teorema 4.1. Aqui, €
importante que o professor enfatize o fato que det(C) # 0, (este calculado no
Exemplo 4.3), portanto, o sistema admite solucdo e esta é Unica. Decorrente da

regra Cramer, deduz-se:

I 1] 11
3 4 2 4 2 3
11 1 1 1 1

A, =1 = 2|, Ay=|= 1 2| e 43== = 1

! 4 5 2713 5 3713 4
11 11 11
© 5 6l 4 6. 2 5

Neste momento, sugerimos que o0s alunos fagcam uso da expansdo em
cofatores, Teorema 2.1, que poderdo ajuda-los a encontrar 0s seguintes

determinantes:

|A,] = |4 = —=== e |A3| ===

3600’
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De posse dos determinantes e lembrando a regra de Cramer (Teorema 2.5), o

professor deve conduzir os alunos a concluirem que:

1 1 1
1411 _ 3600 14, — 720 431 720

X ] 1 Y iC| 1 60 ez iC| 1 60
43200 73200 43200

Assim, finaliza-se esta aula.

Observacao 5.1. Para tornar a aula, mas dinamica, sugerimos que o professor
disponha de um projetor multimidia conectado a um computador para projecdo da
Definicdo 4.1 e Teorema 4.1, assim como 0S mesmos poderdo ser impressos e,

entregues aos alunos.

22 Aula

Nesta aula, o professor apresentara uma atividade investigativa, composta por
uma situacao-problema, em que os alunos terdo que mobilizar conhecimentos ja

adquiridos e estratégias para resolver o problema proposto.

Para essa aula, os alunos do 2° Ano do Ensino Médio podem trabalhar em
grupos de cinco alunos. Além disso, o professor deve dispor de um projetor

multimidia conectado a um computador, para a projecao do seguinte problema.

Situacao problema sugerida:
Em uma competicdo esportiva a distribuicdo das medalhas de ouro prata e

bronze, entre os trés primeiros colocados se deram da seguinte forma:

- O terceiro colocado obteve um terco das medalhas de ouro do primeiro colocado,
um quinto do total de medalhas de prata e um sexto do total de medalhas de bronze,
totalizando 42 medalhas.
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- O segundo colocado obteve um meio das medalhas de ouro do primeiro colocado,
um quarto do total de medalhas de prata e um quinto do total de medalhas de

bronze, totalizando 54 medalhas.

- O primeiro colocado obteve certo nimero de medalhas de ouro, um terco do total
de medalhas de prata e um quarto do total de medalhas de bronze, totalizando 80
medalhas.

Nessas condicdes, determine o numero de medalhas de ouro, prata e bronze

obtidas por cada um.

A partir da leitura do problema, o professor deve propor que os alunos
equacionem o problema chegando a um sistema de equacdes. Na sequéncia, 0s
alunos deverdo encontrar a solu¢gdo do mesmo seguindo como exemplo a resolucao

anterior.

32 Aula

Para finalizar, sera feito a correcdo da atividade na lousa para que os alunos

confiram a resposta encontrada, sanem as duvidas.

Resolucao da situacao problema:
Medalhas de ouro: x Medalhas de prata: y Medalhas de bronze: z
Assim tém-se as equacoes:
1° colocado: x + % + i =80
2° colocado: = + 2 4+ Z = 54

2 4 5
3° colocado: Z+ 2+ 2 = 42

3 5 6

Logo, tem-se o sistema:
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y z_
ﬁ+3+4_80
X y z
—4+2 42 =54

{2+4+5 >
Edeiow
3 5 6

Reescrevendo o sistema sob a forma de equagao matricial tem-se:

" 1 17
3 4
L
2 4 505 42
1 1 1
3 5 6
Sobre a matriz de coeficientes tem-se:
1 1 1
2—1 241 242
1 1 1
C =
3—1 34+1 342
1 1 1
4 —1 441 4+ 2

Nota-se entdo, que, € uma matriz de Cauchy de ordem trés, onde:

X1=2,%=3x3=4y,=—1y,=1; y3 =2

Calculando seu determinante, tem-se:

_ [igjics(i — %) i — )
H1si,js3(xi + Yj)

|C|



Ic| = (23 —x2)(x3 = x1) (X2 — %) (3 = y2) 3 = y1) 2 — ¥1) _
(1 + y0) (g +y2) (g + y3) (2 + y1) (2 + ¥2) (62 + y3) (x5 + y1) (x5 + y2) (33 + ¥3)

4-3)4-2)3—-2)2-DH(2Z2+1)(A+1) _
C-DR+1DR2+2)B-1DB+1DB+2)A-DAE+DAE+2)

ICl =

121132 11
"~ 1.3.4.2.4.53.5.6 243252 3600

Portanto, tem-se que |C| # 0, entdo o sistema apresenta solucéo e esta é unica.

Aplicando a regra de Cramer, obtém-se:

1 1
ls0 3 4
1 1
54 7 © . |80 20 15| ... |16 4 3
a2 L 1 soeo|P* 15 121 Fgpli8 5 4
. 5 6 _ 42 12 10l _ 21 6 5l _
] || ||
1 1
T35 (400 +336 + 324 —315-384—360) 55 3600
= = = = 30.
C| 1 120
3600
1
1 80 7
1 1
2 > 5 [ |6 80 15 , |6 40 15
1421 m?) 54 12 mB 27 12
y=23 6l _ 2 42 10l _ 2 21 10l _
IC| |C] IC|
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1o (1620 + 960 + 945 — 810 — 1512 — 1200) 195

_ _ 180 _
= i ; 60.
3600
1 % 80
1 1
7 7 24 L |6 20 80 ,.,]3 10 40
l 1 42 m3 15 54 ml 5 18
,-13 5 _ 2 12 42| _ 1 6 21l_
|C| |C| |C|
1 1
35 (315 + 180 + 240 — 200 — 324 — 210) =5
— = = 120.
IC| 1
3600

Portanto:
O 1° colocado ganhou 30 medalhas de ouro, 20 de prata e 30 de bronze.
O 2° colocado ganhou 15 medalhas de ouro, 15 de prata e 24 de bronze.

O 3° colocado ganhou 10 medalhas de ouro, 12 de prata e 20 de bronze.

74



CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentou-se as matrizes especiais de Vandermonde, Cauchy
e Hilbert. Foram obtidas formulas compactas para o determinante dessas matrizes.
Observou-se que uma vantagem dessas formulas compactas € a relativa facilidade
em calcular determinantes. Decorrente disto apresentou-se aplicacdes ligadas a
interpolacdo polinomial e a resolucéo de sistemas lineares.

Apesar da aula proposta ndo ter sido aplicada em sala de aula gostariamos de

enfatizar que este conteudo pode ser inserido no Ensino Médio.
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