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RESUMO

7

O foco principal deste trabalho é apresentar umgene&o do coeficiente binomial
denominada coeficiente trinomial, pois 0 mesmo m®sc caracteristicas similares ao
coeficiente binomial. Além disso, iremos retratanautécnica de contagem que possibilita
desenvolver o conteudo de polinbmio juntamente Aodlise combinatoria. Esta técnica de
contagem, denominada funcdo geradora, originouesemeio dos trabalhos de Moivre e
Euler cujo objetivo pretendido era resolver sucessécorrentes e problemas relacionados a
particoes de um inteiro.

Palavras-chave:Coeficientes trinomiais. Polinbmio. Teorema bindmia



ABSTRACT

The main focus of this paper is to present an axdenof the binomial coefficient called
trinomial coefficient, because it describes chanastics similar to the binomial coefficient. In
addition, we will portray a counting technique tleatables you to develop the polynomial
content along with combinatorial analysis. This ming technique, called generating
function, originated through the work Moivre and&uvhose intended purpose was to solve
recurrent problems related to the partitions oéatire.

Keywords: Trinomial coeficiente. Polynomials. Binomial thewre
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INTRODUCAO

Os jogos de azar, tais como lancamentos de damss {le cartas, loterias, entre outros
contribuiram para o desenvolvimento da Analise Qoatbria. A necessidade de calcular o
namero de possibilidades nos jogos gerou o estagangtodos de contagem. Essa tendéncia
levou Euler e D’Alembert a escrever problemas egfegs a loterias, sendo que um deles
Euler publicou no ano de 1765.

[...] Suponha que bilhetes s&o numerados consecutivamente de

1 an e que trés bilhetes sé&o tirados ao acaso. Ergéababilidade de

gue trés nameros consecutivos sejam tiradrtlaé'—féﬁ (BOYER, 2010,

p.314).

Questdes de contagem aparecem com frequéncia emtisksh, Fisica, Quimica,
Biologia, Informéatica e em varias outras areas damhecimento. J& os Parametros
Curriculares Nacionais trazem a necessidade dal@sta Andlise Combinatoria desde as
séries iniciais do ensino fundamental. Segundodestamento, no Ensino Médio, deve-se ter
em mente que as técnicas de contagem estudadasaamélica devem estar relacionadas

entre as varias ciéncias.

[...] aplicar as ideias de probabilidade e combinatoa
fenbmenos naturais e do cotidiano sdo aplicacoeslatamatica em
guestdes do mundo real que tiveram um crescimentm grande e se
tornaram bastante complexas. Técnicas e raciociestatisticos e
probabilisticos sdo, sem duvida, instrumentos tal#s ciéncias da
Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mosirao csera
importante uma cuidadosa abordagem dos conteudosomtagem,
estatistica e probabilidades no Ensino Médio, angdb a interface
entre o aprendizado da Matematica e das demaisiz$éa areas (MEC,
2000, p.44).

A ideia basica da combinatdria enumerativa € desdeewn técnicas para quantificar
objetos de um dado conjunto finito sem a necessidhbal listar todos os seus elementos.



Algumas dessas técnicas consistem em dividir urbl@mma maior em pequenos problemas
similares.

Nos problemas de combinatéria trabalhados no Endfiédio os métodos mais
utilizados sé@o o Principio Multiplicativo, o Pripad Aditivo, os Arranjos e as Combinacoes.
No entanto, quanto mais se imp0de restricbes aolggnab mais dificil serd chegar a sua
solucao. Diferentes técnicas podem ser aplicadas mesmo problema. Sendo assim, quanto
mais o aluno tiver conhecimentos destas, mais gpigié para aplica-las, e uma gama muito
maior de problemas poderao ser resolvidos.

Ferramentas como Fung¢fes Geradoras e o Coefi@ameial, entre outros, sdo muito
importante para o entendimento e resolucdo dodegmals de contagem, tanto para o ensino
Médio como para o Superior. Estes instrumentos @daco utilizados e, até mesmo,
desconhecidos pelos educadores no ensino basico.

O conceito de Funcéo Geradora originou-se a p#ofirtrabalhos de A. Moivre (1667-
1754), e Euler (1707-1783), que aplicaram essad@&a@m problemas de teoria aditiva de
ndmeros, especialmente na teoria de particdeplace (1749-1827) introduziu esta técnica
no estudo de probabilidade, e Nicolaus Bernouli8{t-1759) no estudo de permutacdes

cadticad.

[...] Abraham De Moivre (1667-1754), Daniel Berrio(700-
1782) e Jacques Phillipc Marie Binet (1786-1 85@straram como
achar diretamente os numeros de Fibonacci sem necessario
calcular todos eles, até o que desejamos. Paraldsddoivre utilizou
pela primeira vez uma técnica extremamente podeeaa$as fungdes
geradoras. Esta técnica, muito Util para estudegssdes recorrentes,
foi bastante desenvolvida por Euler (1707-1783)semlivro classico
Introductio in Analysin Infinitorumonde ele utiliza para atacar o
problema das particbes de um inteiro. O interegs&wer por este
problema surgiu devido a uma pergunta que lhe é&iafpelo

matematico francés Phillipe Naudé, que trabalhawaBerlim, em

! Uma particdo de um inteiro positivie € uma sequéncia de niimeros inteiros positivosgumados resultarn,
> Uma permutacdo da,, a,, as, ...,a, , € chamada caética quando nenhuma; s se encontra na posicao
original, isto é, nii-ésima posicédo
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uma carta, na qual, entre outras coisas, perguntkeveguantas
maneiras o numero pode ser escrito como soma eieompositivos e
distintos (MORGADO, 1991 p.4).

Chamamos dbinbmioa qualquer expressao da for(mat+ y). No desenvolvimento de
poténcias de binbmios obtemos coeficientes/niumeatgais que relacionam seus termos, 0s
quais sdo chamados dameficientes binomiaispu, nimeros binomiaisEstudos sobre o

desenvolvimento de bindmios ja aparece@srElementode Euclides.

O desenvolvimento do bindm{d + x)" esta entre os primeiros
problemas estudados ligados a Analise CombinatOrigaso n = 2 ja
pode ser encontrado nBtementosie Euclides, em torno de 300 a.C.
(MORGADO, 1991 p.2).

Em 1654 Pascal, apos receber uma correspondéncaudamigo Chevalier de Méré
gue o indagava sobre problemas relacionados a jogogiados, ligou o estudo das
probabilidades com o Tridngulo Aritmético, descobto algumas propriedades importantes
que hoje aplicamos no desenvolvimento dos binbmiogartir dai tal Triangulo ficou
conhecido comdriangulo de Pascal2]. Porém o Triangulo Aritmético ja era conhecido a
mais de 600 anos como se pode observar nakgpalho Precioso dos quatro elementes
Chu Shih (12807 — 13037?).

[...] O Espelho precios@omeca com um diagrama aritmético
impropriamente conhecido no Ocidente como “triaagig Pascal”.
No arranjo de Chu temos os coeficientes das expars@iomiais até
a oitava poténcia, claramente dados em numeraiamna e um
simbolo redondo para o zero. Chu néo reivindican&dio pelo
triangulo, referindo-se a ele como um “diagramavetho método
para achar poténcias oitavas e menores”. Um arsmmelhante tinha
aparecido na obra de Yang Hui, mas sem o simbdiond® para o
zero. Nas obras chinesas ha cerca de 1.100 refesémsistemas de

tabulacdo para coeficientes binomiais, e é provguel o triangulo



aritmético tenha se originado na China, aproximaadennesta data
(BOYER, 2010, p.140).

Em 1685 Wallis publica em sua obrélgebra, o Teorema Binomialque foi
desenvolvido por Newton, ao estudar um trabalhdede®bre a determinacdo da &rea sob
curvas da formg1 — x?)™. Tal teorema foi descoberto em 1664 ou 1665 eldscrito em

duas cartas de Newton para o secretario da RogatgoHenry Oldenburg .

Esse teorema foi enunciado pela primeira vez petdlenuma
carta de 13 de junho de 1676, enviada a Oldenbag destinada a
Leibniz. Numa segunda carta de 24 de outubro donmeso Newton
explicou detalhadamente como tinha chegado a &sga lsnomial
(BOYER, 2010, p.271).

Apesar de pouco utilizado no Ensino Médio, o Tearé&momial € de grande utilidade
na resolucdo de problemas de contagem. Pretendeest trabalho, descrever algumas
ferramentas utilizando e aplicando este teoremau@& generalizacdo. Os conceitos
apresentados neste trabalho seré&o introduzidosmeoo de exemplos que facilitardo o
entendimento e desenvolvimento desejados.

No capitulo 1 deste trabalho sera introduzido cceto de coeficientes binomiais e o
teorema binomial através de uma interpretacdo cuatdria para este. Na sequéncia dar-se-a
uma breve descricdo do Triangulo de Pascal, a deddg formula de recorréncia para sua
construcdo e algumas propriedades importantes goditsim a aplicagdo do teorema
binomial.

No capitulo 2 sera definido, brevemente, os polin8nfazendo uma relagdo dos
mesmos a problemas de contagem. Os polinbmiosadpkca Analise Combinatéria se
tornam uma ferramenta muito util que facilita aolegdo de muitos problemas. Na sequéncia
sera generalizado o teorema binomial e faremosrelguaplicacées para 0 mesmo.

Ja no capitulo 3, o objetivo deste trabalho serd@idb, isto €, introduzir-se-4 uma
extensdo para o coeficiente binomial: o coeficiént@mial. Sera apresentado sua defini¢ao,
algumas propriedades similares as do coeficiemienfial, e, na sequéncia, uma interpretacéo

combinatdria para o0 mesmo. Com a propriedade sinailale Stifel serd construido um
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tridangulo similar ao triangulo de Pascal que nosdoera os coeficientes do desenvolvimento
dos trindbmios.

N&o se pretende, com este trabalho, trazer técmoaas, mas sim possibilitar ao
professor do Ensino Médio condicbes para que bustameiras diferentes de ensinar, ou

mesmo, ampliar seus conhecimentos de técnicasolugéo de problemas de contagem.

11



1. COEFICIENTES BINOMIAIS E O TEOREMA BINOMIAL

Neste capitulo definiremos ogimeros binomiajsenunciaremos teorema binomiak
estudaremos algumas propriedadesTdangulo de PascalEstes conceitos sdo de grande
utilidade no estudo de combinatéria, uma vez qoidittan a resolucdo dos problemas através
de suas propriedades e caracteristicas.

Bindbmio é qualquer expressao da forifia+ b), isto é, a soma de dois simbolos
distintos [13]. Seu estudo ja aparece em obras Ofe ahos antes de Cristo, como por
exemplo, enOs Elementosle Euclides. Existem indicios de que os chinesesnheciam o
desenvolvimento de binbmios até a oitava poténaiavplta de 1303. Na mesma época que

os chineses descobriram o teorema binomial os sitabrdém descobriram algo equivalente.

[...] Nas obras chinesas ha cerca de 1.100 refie€acsistemas
de tabulacdo para coeficientes binomiais, [...].eQuivalente do
teorema aparentemente era conhecido por Omar Kimygais ou
menos na mesma época em que estava sendo usadinaar@as a
mais antiga obra arabe existente que o contémAd-ldashi no século
quinze (BOYER, 2001, p.140).

O teorema binomial tornou-se conhecido através ateespondéncias de Newton
enderecadas a Leibniz em 1676. Nessas correspoasl@dewton explica como deduziu
propriedades importantes no desenvolvimento denpia® de binbmios e mostrou que as
propriedades se aplicavam aos expoentes reaisoNa&@scobriu que a extracao de raizes se
tornam muito mais abreviadas quando é utilizadmeema binomial [2].

1.1 Nameros binomiais

“De quantas maneiras podemos escojnabjetos distintos, de forma ndo ordenada,
dentren objetos distintos?”. Ou, “quantos subconjuntos gomlementos podemos formar
com os elementos do conjunfa,, a,,...,a,}?”". Problemas como esses sdo comuns em
Andlise Combinatéria. Cada subconjunto cpnelementos serd umeombinagdodos n
elementos do conjunto dado.

Para a definicdo que serd feita a seguir usarenma¢agdo ddatorial de um numero
natural, ou seja:

12



x! =x.(x-Dxx—-2)(x—3)..2.1, Vx €N.
Por convencad! = 1.

Definicdo 1.1.1:Chamamos deombinacdode n, k a k, denotado por(Z), o total de

combinacfes de diferentes subconjuntos contdnadementos, tomados de um conjunto
contendan elementos, sendd < k < n.
Por exemplo, dado o conjunfa, b, ¢, d, e} podemos formar:
- 10 subconjuntos com dois element@sb}; {a, c}; {a, d}; {a,e}; {b,c}; {b,d}; {b,e};

(c,d); {c,e}; {d, e). Logo(g) — 10.

Observe que, para formar os 10 subconjuntos deed@msentos, primeiro faremos as
escolhas ordenadas dos 2 elementos. A escolhamdeinar elemento do subconjunto pode ser
feita de 5 modos, e a escolha do segundo podeesiar de 4 modos. PelBrincipio
Fundamental da Contagéra resposta B x 4 = 20 modos de escolher os elementos. Porém,

as escolhaqa,b} e {b,a} formam conjuntos idénticos. Assim estamos contacada

. 5X4 . .
subconjunto duas vezes. Dessa forma, teros= 10 subconjuntos, ou seja:

54 5.4.3.2.1 5!
5\ _2>*_"321 _31_
(2)_ 2 21 2! 10.

Usando esta ideia, podemos formar ainda:
- 5 subconjuntos de um elemento cddd; {b}; {c}; {d}; {e}. Entéo

: 5.4.3.2.1 5!
5\_2_ 4321 _ 4T _
(1) 1 1 1! >

- 1 subconjunto de cinco elementfs; b, ¢, d, e}. Entao

54321 5!
O)=2-—L_-T_,4
5 5 54321 5! '

® Principio Fundamental da Contagem ou Principiotidiitativo € uma técnica elementar que serve de ba
para a resolucdo de muitos problemas de contagem.

13



- 1 subconjunto com zero elementpg; “vazio”. Logo

(o)_m =1L

- Nenhum subconjunto com 6 elementos cada. E@}@: 0.

Seguindo este raciocinio vé-se que sao formadasii€onjuntos com 3 elementos e 5
com 4 elementos. Podemos entéo, propor:
Proposicdo 1.1.1:Dado um conjunto com elementos, o nimero de subconjuntos dom

elementos que podemos formar a partir desse cangudado por:

(Z)Z#!_k)!senzke(;:)=05€n<k,

Demonstracdo: Vamos comecar escolhendo ordenadaméntelementos dentre os
elementos do conjunto dado. Isto pode ser feitom@e— 1)(n — 2) ... (n — k + 1) modos.
Como cada subconjunto coknelementos € contadd vezes, ja que aparece um em cada

ordem possivel, entdo, o total de subconjuntosicetementos do conjunto dado é:

nn—1)mn-2)..3.2.1 n!
nn-1)n-2)..(n-k+1) m-kh-k—-1..21 _ (@m—k)!
k(k—1(k-2)..321  k(k—-1)(k-2)..321 k!

Multiplicando numerador e denominador [gar— k)! obtemos:

(V)= wom
kJ "~ k!'(n—k)!
Se n < k néo é possivel formar nenhum subconjunto gatementos, IogéZ) =0. |

Pascal, ao estudar problemas de combinatériazartdio-se de um tridngulo aritmético

ja conhecido pelos hindus séculos antes, obserueuog coeficientes do desenvolvimento

14



dos chamadoBinémios de Newtqr(a + b)", coma e b reais en natural, s&o numeros do

. n , .. .

tipo (k) Estes numeros aparecem naturalmente como coedisienultiplicadores nessas
expansodes. Por esta estreita relacdo entre as ragbbs simples e esses coeficientes, 0s

, n ~ . .. . .. , . ..
numeros(k) sao conhecidos conomeficientes binomiai®iu niumeros binomiais

1.1.1 Arelagéo de Stifel

A proposicao que enunciaremos a seguir foi criagla patematico aleméo Michael
Stifel (1487-1567).A maior obra de Stifel &Arithmetica Integra” 1544 um tratado
importante que desenvolveu a Algebra na Alemanhaséhulo XVI. Nesta obra, Stifel
apresenta o triangulo dos coeficientes binomig&oatde ordem 17 e, inclusive, a férmula de
recorréncia para a construcao deste triangulo. téstaula é conhecida comRBelacdo de
Stifel[2].

Na linguagem popular a Relagéao de Stifel podéraduzida pela seguinte propriedade:
“a soma de dois numeros binominais de mesmo nuntegadienominadores consecutivos é
um numero binominal cujo numerador possui uma weda mais que os numeradores das
parcelas e o denominador é o maior dos denominadias parcelas”

Proposicao 1.1.1.1(Relacéo de StifglSejamn € N el < k < n, temos que
ny m-—1 n—1
() = ( k )+(k—1)'

Demonstragdo:SejaX um conjunto conn elementos. Fixemos um elemeia € X. Vamos
considerar duas classes de subconjunt; dank elementos:

1) Os subconjuntos X:comk elementos, tal qua € um elemento desses subconjuntos

2) Os subconjuntos & comk elementos, tal qua ndo é um elemento desses subconjuntos.

Observe que unindo todos os subconjuntos desenito%) e 2) temos todos 0s subconjuntos
de X com k elementos. No primeiro caso temos um total( e: i) subconjuntos com

k elementos, tal qua esta presente em todos eles. Para tal, basta &anX — {a} todos os

subconjuntos comk — 1 elementos e em seguida colocar o elemaatdo segundo caso,
temos um total dén; 1) subconjuntos, pois basta tomar X — {a} todos os subconjuntos

comk elementos, garantindo assim, @Jeao esta presente nesses subconjuntos. Portanto:
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"D+ GID): .

Com esta regra fica facil a construgcdo do triangatameético, conhecido como

Triangulo de Pascakonforme veremono topico 1.3.

1.2 Teorema Binomial

Aqui descreveremos o conceito loiedbmio seguindo a bibliografia [13 deduziremos
o Teorema Binomial
Definicdo 1.2.1:Bindbmio é qualquer expressao da forgee+ b), isto é, a soma de dois
simbolos distintos.

No nosso estudo o0 que nos interessa € o calculocaoeficientes dos termos na
expansao déa + b)". Para isso, consideremos.

(a+b)(c+d)=ac + ad + bc + bd,

ou seja, obtemos quatro termos, onde cada termmpasto por duas letras, cada uma delas
selecionada de um dos binbmios. Observa-se queneroude termos pode ser obtido pelo
principio multiplicativo, e consiste d2* = 4 termos possiveis.

Consideremos, agora, o seguinte produto:

(a+b)(c+d)(e+f)=C(ac + ad + bc + bd)(e+f) =
= ace + acf + ade + adf + bce + bcf + bde + bdf,

resultando em oito termos, onde cada um é compdstdrés letras, cada uma delas
selecionada de um dos bindmios. Segue, portantpdgotal de termos é dado @2 =

23 = 8. Seguindo esta ideia, e, considerando o prodate b)(c + d)(e + f)(g + h)
teremos 23.2 = 2* = 16 termos, cada um deles obtidos do produto de quiatras
selecionadas, cada uma delas, de um dos binénadsn#®s concluir, por recorréncia, que o
produto den binbmios distintos nos fornece2a termos.

Agora, consideremos o produto dos bindmios idéstico
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(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+Db).

Temos2® = 64 maneiras de selecionarmos seis letras, uma debtadimio, e como todos
estes sdo iguais(a + b) teremos termos repetidos. Por exemplo:

I.  Setomarmos a leti@nos quatro primeiros bindbmios e a ldiraos dois
ultimos teremosa*b?

ii.  Setomarmos a letianos quatro bindbmios centrais e a létnao
primeiro e no Ultimo, teremoa?b?.

Note que o termaz*b? ird aparecer toda vez que escolhermos adetra, exatamente,

quatro dos seis binbmios e a lebraos dois restantes. Desta forma, a quantidadsatghas
diferentes para obter o termd'b? é (Z) ou, de forma anélogég).

Como todo termo é formado do produto de seis lgtoaemos concluir, entdo, que o

termo geral na expansao (te+ b)® ¢ da formai'b’/, ondei + j = 6, ou seja, cada um dos
termos é da forma‘b®~t. Segue que cada um destes termos apé%ceezes. Sendo assim,

a expansao fica da seguinte forma:

(a+b)° = (8) a’h® + (?) a'b® + (g) a’b* + (g) a3h3 + (Z) a*h? + (g) a’b?

+ (g) a®h®

(a + b)® = 1b® + 6ab® + 15a%b* + 20a3b3® + 15a*b? + 6a°b* + 1a®.

Em geral, os termos obtidos na expansadae b)" sdo da forma‘b™ . Estes

termos surgem a partir de cada escolha dadetni binOmios, e para a escolha da leira
em n —i binbmios. Como tal escolha pode ser feita (Jlfe) maneiras diferentes entao

podemos enunciar o seguinte resultado, conhecitio teorema Binomial

Teorema 1.2.1:Sejama e b nimeros reais 2 hamero inteiro positivo,

n

(a + b)n — Z (7;) aibn—i —

i=0

- (@)t o (attrt o (et ()1 Jarw o (a2
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Listamos abaixo a expansao(@e+ b)™ para alguns valores de

n=0= (a+b)°=1;

n=1= (a+b)=a+b;

n=2 = (a+bh)?=a?+2ab + b?

n=3 = (a+b)3=a3+3a%b+3ab? + b3;

n=4 = (a+b)*=a*+4a3b + 6a?b? + 4ab® + b*;

n=5 = (a+b)°=a’®+5a*h + 10a3b? + 10a?b3 + 5ab* + b>;

n=6 = (a+b)®=a®+6a’b + 15a*b? + 20a3b3® + 15a?b* + 6ab® + b°.

Estas expansbes sdo trabalhadas no Ensino Fundana¢dtn =3 através dos
produtos notaveis. No Ensino M édio é feito a galircao para € N ao ser introduzido,
no 2° ano, o Bindbmio de Newton, como pode ser &std7].

O desenvolvimento binomial continua valido parapa@sao déa — b)". Basta notar

que:

n

(@=b)" =la+ b= > (Ta=nri=) (7) (~nriap

i=0 i=0
Assim, os sinais de cada termo se alternam confasp®téncias de-1).

1.3 Triangulo de Pascal

Nota-se que os coeficientes dos termos dos polo®mesultante das expansdes do
binbmio (a + b)™ formam um tridngulo o qual chamamosTdiéngulo de Pascalveja tabela
1). Esta tabela de nimeros apareceu em uma obfsanicés Blaise Pascalraité du
triangle arithmétiqueescritaem 1653, porém publicada apds sua morte em 166GGaNe

obra Pascal introduziu o triangulo aritmético paasolver problemas de probabilidade e de

combinatoria.

Blaise Pascal (1623-1662) foi um matematico, fisfitdsofo e
escritor francés. Pascal, aos 19 anos, constrpiimgeira maquina de

calcular do mundo para ajudar o pai nos célculcs idgpostos. O
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nome de Pascal estda também associado a um arramgutar de
nameros que se reveste de propriedades notavass @echa muito era
conhecido dos matematicos. Este triangulo aritétiparece pela
primeira vez em textos indianos do século 11l Adli,seja, 200 anos
antes de Pascal. Surge também em obras do matendtbe
Alkhayyami (1150 d.C), do chinés Yang Hui (1250 .4.€do italiano
Tartaglia (1556). No entanto, o estudo exaustive Bascal fez deste
triangulo, no ambito da teoria das probabilidades,com que o seu

nome lhe ficasse doravante associado (BOYER, 201@0.).

O triangulo aritmético ficou conhecido como Tridalgude Pascal por conta da
repercussdo de uma obra do inglés De Moivre pudicam 1739, na qual este usou a
denominacadriangulum Arithmeticum Pascalianum

De acordo com os estudos de Pascal, os numerogiamuio aritmético sao
coeficientes binomiais [14]. Assim, este triangptmle ser facilmente construido, a partir da
linha 2, por meio da Relacédo de Stifel. Considepeiraeira linha do triangulo como linha 0,
resultante do desenvolvimento @e+ »)° = 1. Na linha 1 temos os coeficientes(@de+ b)*

e, a partir desta linha obtemos a linha 2 somasdios elementos imediatamente superiores.

Para as demais linhas basta repetir o procediménirimeiro e o ultimo elemento de cada

linha é sempre 1, obtidos Qg) = (Z) = 1.

Tabela 1: Triangulo de Pascal formado a partir del&&o de Stifel

! - H
N - W 0
12 1 - G ¢ 6

1 38 3 1 - B 0 0 0

105 0 10 5 1o ()

Fonte: Autora
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Outras propriedades sao observadas imediatamerste meangulo e podem ser
estendidas para os coeficientedde- b)", vejamos:

v Os coeficientes dos termos equidistantes dos egtreem cada linha do Triangulo

de Pascal sao iguais. De fato, para cada subconjont k elementos, extraido de

um conjunto comn elementos, permanece(m — k) elementos que nao foram

retirados, logo

(Z): (nﬁk)'pOiSk‘*‘Tl—k:n.

Ou seja, numeros binomiais complementares saosiguai

v' A soma dos coeficientes de + b)™ é igual a2™. Para verificar isto basta tomar
a =b =1 e notar que a parcela da direita, na equétd), nos fornece a soma
desejada. Por esta propriedade podemos concluiagmma dos elemntos da n-

ésima linha do Triangulo de Pascal é igual a

2= (o) + (D) + Q)+ (2 1)+ ()

v" No desenvolvimento do bindmi@ + »)™ temosn + 1 termos. Assim sendo, este é
0 numero de elementos dasima linha do Tridngulo de Pascal.

Podemos notar varios outros padrdes interessaateggngulo aritmético. Tais padrbes
foram estudados durante séculos por matematicosumolo todo, e, ainda hoje, fascinam os
estudiosos que buscam novas relacdes neste twangmia propriedade muito interessante é
observada ao colorirmos, no triangulo de Pascamékiplos de um namero natural. Por
exemplo, ao colorirmos de amarelo os nimeros gi&meresto zero, na divisdo por 5, e
colorirmos de azul, vermelho, verde e roxo os dsmae deixam, respectivamente, resto 1, 2,

3 e 4, obteremos uma belissima imagem fractal.
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Figura 1: Fractal — Mdltiplos de 5 no triangulo d&ascal com 27 linhas

Fonte: http://boj.pntic.mec.es/acorra’/fracta/mainbody.htm, acesso em 21/11/15

Na figura 2 vemos mais uma linda figura ao colorirmos as classes modulo 5 no

Triangulo de Pascal.

Figura 2: Fractal — Mdltiplos de 5 no triangulo dascal com 100 linhas

Fonte: http://matspc.no.sapo.pt/Pascal PDF, acesso em 03/12/15

Outras imagens belissimas podem ser obtidas ao colorirmos os multiplos de qualquer
namero natural neste tridngulo. Estas imagens podem ou nao representar um fractal. O leitor

mais interessado pode consultar outros exemplos em [1].
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2. POLINOMIOS E O TEOREMA BINOMIAL GENERALIZADO

Um método utilizado por matematicos bem antes danigho do Célculo é a forma de
escrever uma funcdo como somas infinitas de morgmio

Muitos matematicos se esforcaram para dar con¢dlesi para o desenvolvimento e
aplicacdo de tais métodos. Arquimedes (287 - 2€C2,aa0 obter resultados sobre area de
figuras e volumes de solidos, explica como soméfsitims podem ter resultados finitos. O
matematico italiano Fibonacci (1170 - 1240) descobma sequéncia de numeros inteiros
repleta de propriedades importantes que aindaéhojdizada em varias areas da Matemética
e da Ciéncia. Newton (1642 - 1727) e Leibniz (164616) desenvolveram a representacoes
de séries para fungdes como conhecemos hoje. Uddgelora e Geometria Newton calculou
as series para as funcdes trigopnométrssagx)e cos(x)e para a funcdo exponencial. Estes
resultados s&o encontrados em seus trabalhosladogiMethod of Fluxions and Infinite
Series”e “Analysis with Infinite Series” Newton ainda utilizou séries para desenvolver
muitos resultados de Célculo tais como: area, congmto de arco e volumes. Leibniz
analisou varias sequéncias geomeétricas, e expliamnceito de limite se utilizando de uma
abordagem sequencial de valores infinitamente présj e, embora nunca tenha pensado na
derivada como um limite, descobriu muitos dos tasiols que agora estudamos em Célculo
usando estes. Foi o inglés Brook Taylor (1685 -1} #8primeiro a apresentar uma férmula
geral para a construcdo de séries de poténciasimd®ds, publicando o método em seu
trabalho ‘Methodus Incrementorum Directa et Inversge 1715. Porém antes de Taylor ter
nascido James Gregory (1638 - 167&)trabalhava com séries para representar funcdes
trigonométricas, as quais hoje conhecemos cgéres de Taylof2, 14].

O estudo das séries infinitas propiciou o desemvamto do Calculo e a modelagem de
problemas aplicados a mecanica, a astronomia, genkarias e a varias outras ciéncias. A
analise combinatéria se apropria deste estudo gasznvolver técnicas de contagem,
facilitando a obtencéo dos resultados.

2.1 Polinbmios na resolucéo de problemas de contage

Polindbmios sao utilizados em uma grande variedadérelas da matematica e de outras
ciéncias. Eles séo utilizados para formar, por gtenas equacoes e as funcdes polinomiais
gque modelam uma grande variedade de problemas &uealesde a Quimica basica até a

Fisica, da Economia até as Ciéncias Sociais.
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Em [13] é dado um método para resolver problemasodeagem por meio de fungdes
geradoras Tais funcBes sdo séries de poténcias em que eficientes nos trazem
informagcBes sobre uma sequén€ig,), € 0 expoente de na série quantifica alguma
propriedade em que estamos interessados. Essaepiane pode ser, por exemplo, o
comprimento de uma sequéncia, ou uma solucdo antieiruma determinada equacdo com
coeficientes inteiros cuja soma é igual.&Se associarmos tais poténciascdemando-as, 0
coeficiente dex™ sera o termo da sequéncia na posigdgue satisfaz as exigéncias
solicitadas no problema. Na literatura encontramostas obras que tratam deste assunto.
Nesse trabalho iremos explorar um pouco essa &ixdo que, por meio dela, é possivel
integrar os conteludos de polinbmiescontagem, cujos tépicos sdo abordados no Ensino
Médio.

Nesta secdo, inicialmente iremos apresentar o ttonfmmal de polinbmios com
algumas de suas propriedades, em seguida abordapmoildemas de contagem que podem
ser resolvidos por meio de polindbmios. Finalmemeunciaremos e demonstraremos o
Teorema Binomial generalizade mostraremos aplicacdes deste em combinatoria.

Defini¢cdo 2.1.1:Um polinbmiosobre R em uma variavet € uma expresséo formal
p(x) = ay + a;x + ax*+...+a,x",

coma; €ER;i=0,12,..,n

* Sea, #0 en > 0, entdo definimosgraup igual an e denotamos pcoieg(p(x)) =
n.

e Osa; sdo chamadasoeficientesio polindbmio;

« Cadauma das parcelasct, comi = 0,1, 2, ..., n, corresponde a utermodo
polinémio;

* Quandop(x) = a, coma € R, entdo dizemos qugx) € o polindbmiaconstante.

As operagbes que definremos a seguir sdo chamadapgectivamente, dsoma e
multiplicagdode polindmios. Vejamos: Sejam dados

p(x) = ay + a;x + ax*+ ..+ ax"

* O leitor mais interessado pode consultar tambérI
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q(x) = by + bix + byx? + ...+ bx",

temos que:

p(x) + q(x) = (ag + by) + (a; + by)x + (az + by)x* + - + (an + by)x™
e

p(x).q(x) = agby + (agh; + a1by)x + -+ + (aghy, + a1 by_1 + -+ + an_1b; + anby)x™.

Dizemos quep(x) = q(x) se, e somente g, = b,,, ¥V n = 0, comn inteiro.

No conjunto dos polindmios o elemento neutro pasaraa € o polindmio com todos
os coeficientes iguais a zero. E o elemento nepén@ a multiplicacdo € o polinémio
constantep(x) = a, = 1, também chamado de unidadlan polindmio constante ndo nulo
gualguer sempre tem inverso multiplicativo.

Nos exemplos a seguir usaremos o0s polinbmios pasaaoxiliar na resolucdo de

problemas de contagem.

Exemplo 2.1.1 (Adaptado de [13] pag. 150) Determine o numerosdkricdes inteiras
positivas da equacao
x1+x2 +x3 :16,

com as seguintes restricoes, x,, x3 € {4,5, 6}.

Solucéo: A cada variavek; da equacdo vamos associar um polindmia), comi = 1,2, 3,

Cujos expoentes pertencem ao conjydi®, 6}. Logo:
p1(x) = x* + x> + x©
po(x) = x* + x> + x°©

p3(x) = x* + x> + x©

Fazendo o produto desses polinbmios, e, escrevendaenientemente para facilitar a

visualizacao das solucdes, segue que:
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(AtAte 4 AHA+5 L 4t4+6
4+5+4 4 L 4+5+5 4 4 4+5+6
4+6+4 4 1 4+6+5 | AT6EE
S+4+4 |, 5+4+5 4 1 5+4+6
5+5+4 | ,5+5+5 4 SEREA
5+6+4 4 EEGEN 4 ,5+6+6
6+4+4 | ,6+4+5 | [BFAER
6+5+4 4 L BESEE 4 ,6+5+6
\(BEBER | 1 6+6+5 4 1 6+6+6

P1(x). p2(x).p3(x) = 1

R R R R R XX

Podemos observar que nos expoentex @parecem, exatamente, os valores que as
variaveisx,, x,, x3 podem assumir. Os valores destacados que aparecexpoente de
sao as solucdes do problema.

De acordo com o problema, queremos saber de quanatasiras diferentes podemos
obter tais valores parg de modo que a soma dé 16. Desta forma, a respogtablema é o

coeficiente dex'® no desenvolvimento de

p1(x).p2(x). p3(x) = (x* + x® +x°)% =
= x1% 4+ 3x13 + 6x1* + 7x15 + 6x1° + 3x17 + x18 . (2.1)

Logo a equacao inicial possui 6 solucdes inteicas as restricdes dadas. Podemos escolher
uma solucdo comx; =4, x, = 6e x; =6, fornecendo o terma*x®x® = x6. Outra
solugdo seria o termax°x®x®, ondex; =5, x, = 6 e x3 = 5. Portanto, cada solugdo da
equacdo corresponde a uma Unica maneira de se aBifena expansédo do produto dos

polinbmiosp; (x). [

E interessante notar que o polinénfd1) pode nos fornecer respostas para outros
problemas. Como, por exemplo: temos 7 solugbesgearpuacaa; + x, + x3 = 15, com as
restricbes dadas, uma vez que o coeficientec'deé 7. E mais ainda, olhando para o
polinbmio (2.1) notamos que ndo h& expoentes daenores que 12 e nem maiores que 18.
Assim podemos concluir que o polindbmio nos forneceimero de solucdes para todas as

equacgdes do tipo:

x1+xZ+.X3:q,
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onde q € {12,13,14,15,16,17,18}, com as restricbes impostas as variaveis.

Com estas observagdes podemos concluir que a tesjmsam problema deste tipo nos
é fornecida pelos coeficientes da fungda) = p,(x).p,(x).p;(x). Funcdes que modelam
tais problemas de contagem sdo chamédages geradorad13]. Também podemos dizer
quef(x) é umainterpretacdo combinatoripara a generalizacdo do exemplo (2.1.1), ou seja,
nos fornece o total de solugbes ae+ x, + x3 = g, onde q € {12,13,14,15,16,17,18}.
Observe que podemos concluir isto fazende 1 e b = x no teorema binomial obtendo o

seguinte polinébmio:

— n _— n n 2 n n—1 n n
p(x)=(1+x) —1+(1)x+(2)x + +(n_1)x +(n)x .
Nesse casp(x) € uma interpretagdo combinatéria para o probleendeterminar o nimero
de subconjuntos com elementos, sendo= 0, 1, 2, ...,n, de um conjunto com elementos,

pois o coeficiente de* é a resposta para o problema.

Exemplo 2.1.2 Numa competicédo de corrida cada um dos trésgudege atribuir notas de 1
a 6 para cada participante. Para ser finalista anticppante deve ter no minimo 16 pontos. De
guantas maneiras 0s juizes podem atribuir as m#asnodo que um participante seja

finalista?

Solugéo: O Problema consiste em resolver a equacae; +x, + x3 =t, ondetE€
{16,17,18}. Osx;, parai = 1, 2,3, representam as notas atribuidas pelos juizdstemos
que para algum dos; < 3 o problema nao tem solucdo. Logoe {4, 5, 6}. Sendo assim, a
solucdo deste problema é dada pelo polinémio gegmexemplo (2.1.1) e a resposta para o

mesmo é 10. n

Exemplo 2.1.3 No lancamento de dois dados, quais sdo as passieenas(S) dos

resultados obtidos, e de quantas maneiras difereotdemos obter tais somas?

Solucdo: Sejax o resultado do langamento de um dado. Lembrandoxge {1, 2, 3,4, 5, 6}.
Vamos associar os resultados obtidos em cada dadxpoente dos polinbmiosgl, (x) e

d,(x), referentes, respectivamente, aos dados 1 e 2.
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di(x) = x+x% +x3 + x* + x° + x9,
d,(x) = x + x? + x3 + x* + x° + x°.

Fazendo o produtd, (x).d,(x) obtemos a funcéo geradora:

f(x) =dy(x).dy(x) = (x +x% + x3 + x* + x> + x6)2=
= x% 4+ 2x3 4+ 3x* 4+ 4x° + 5x% + 6x7 + 5x8 + 4x° + 3x10 4+ 2x11 4 x12.

Nota-se que 0s expoentesxdeem f(x), nos fornecem todas as possiveis somas deste
experimento, obtidas somando-se os expoentes dateiminadas no produth (x).d,(x),
ou seja,S €{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. As maneiras de se obter tais somas estdo
associadas, respectivamente, aos coeficiente$,dri seja:
0 Assomas 2 e 12 podem ser obtidas de uma Unicafenmd e x*2.
As somas 3 e 11 podem ser obtidas de duas madé@sntes em2x’ e 2x*.
As somas 4 e 10 podem ser obtidas de 3 maneiexsmtiés enBx’ e 3x™°.
As somas 5 e 9 podem ser obtidas de 4 maneirasmtiés em4x’ e 4x.
As somas 6 e 8 podem ser obtidas de 5 maneirastaisem5xC e 5)¢.

O O O o o

A soma 7 pode ser obtida de 6 modos distintossem: ]

Nos exemplos que acabamos de ver utilizamos ofiguolos para modelar um
problema de contagem. Os coeficientes destes paoiisorepresentam uma quantidade que
buscamos e 0 expoente da variavel representa ricdiestjue o problema nos impde. O
conceito de polindmios € amplamente estudado nin@fisndamental e médio, portanto as
aplicacbdes sugeridas aqui ddo mais sentido a estelog sendo possivel desenvolvé-lo

juntamente com Analise Combinatéria.

2.2 A Série binomial

O proximo teorema é chamado 8érie Binomialou Teorema Binomial generalizado
por se tratar da expansédo @ke+ x)“, ondeu € um numero real. Esta generalizacdo do
teorema binomial feita por Newton utiliza-se de wgde infinita onde o expoente pode ser
qualquer numero real (ou mesmo complexo). Neshaltina usaremos essa expansao no caso

em gqueu € um inteiro negativo.
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Teorema 2.2.1(Teorema Binomial generalizaid&Gejau um numero real. Entéo:

A1+x)* = Z (1;) x",

onde

(u)z{(u_l)u...(ur—!r+1), ser >0

r

1, ser=20

O nﬂmero(lri) € chamado dedgficiente Binomial generalizado

Demonstracdo: Consideremos a funcag(x) = (1 + x)%, onde u é um numero real

arbitrario. Seja a expansao fier) em série de Tayldem torno der = 0. Dessa forma,

u(u—1 u(u—1)..(u—-r+1
(1+x)”=1+ux+(—)x2+---+ ( ) )xr+

2! r!
Denotando,
uu—1)..(u—-r+1
uy _ ( ) - ), ser >0
(r = r!
1, ser=0
temos:

e

(1+x)”=ch)xr [

r=0

Observe que quandoé inteiro positivo recaimos no Teorema Binomiakapntado no
capitulo 1.

Coroléario 2.2.1: O coeficiente de? na expanséao de

(I+x4+x2+x34+-)" éigual a(n+£_1).

> Série de Taylor é uma expansdo de uma funcao iaaé(i) na vizinhanca de um porko= a. Estas séries
devem o seu nome aBrook Taylor que as estudou raisalbho Methodus incrementorum directa et
inversa”em 1715. O leitor mais interessado pode conslitews de Calculo para aprofundar este tema.
Sugerimos [5].
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Demonstracédo:Temos que:

n
A+x+x2+x3+- ) = (L) = (1-x)"" onden € N e|x| < 1.

1-x

No Teorema Binomial Generalizado, fazende= —n e substituindoc por (—x),

obtemos:

o8] (o]

a-0"=> ()0 => () e,

p=0 p=0

Neste desenvolvimento observamos que o coefictente® € dado por:

(—pn) (—1)P = —n(-n—-1)(—n— 2)p, (—n—p+1D(-1)P _
_ Dn(-Dn+DEEDM+2)..(—D(n+p —D(-1)? _
p!

_EDPr(n+ D(n+2) . (n+p—-D(-1P
= o =

_nn+1D(n+2).(n+p—-1)
= o =

B nn+1)n+2)..(n+p—-1Dn-1)! B
B p!(n—1)! B

B nm+p—-1Dn+p-2).n+1nn-1)..2.1 B
B p!(n—1)! B

_(n+p—1)!_
Copl(n—1)!

:<n+z—1> i

Exemplo 2.2.1:Encontrar o coeficiente d&? no desenvolvimento de
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Solucédo:Observando que

1—x%\" ~
(1—x> =(1-x9*1-x)™™

Assim, basta verificar que na quinta linha do giflo de Pascal temos os coeficientes do

desenvolvimento dél — x°)*, logo:
(1—x%)%=1—4x° + 6x12 — 418 + x24,

Além disso devemos encontrar os coeficientes®de x12 em (1 — x)~*. Assim, usando o

corolério 2.2.1, segue que os coeficientes buscsdilms

()en= (57 = () -o

(== () =

Portanto, o coeficiente d¢? em(1 — x®)*(1 —x)™* é:
1Xx455—-4%Xx84+6x1=125 [ |

Exemplo 2.2.2 (Retirado de [13] pag. 173) De quantas maneimemos selecionain

letras de um conjunto @ a’s, 2n b’se 2n ¢’s?

Solucdo: Neste caso a ordem de escolha ndo é importantegpeismos fazer apenas uma
selecao, e qualquer uma dasletras pode ser retirada & vezes, a resposta da questdo é o

coeficiente dec3™ em

2n+1\ 3
fO)=+x+x*+x3+ -+ x*")3 = (%) =
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— (1 _ x2n+1)3(1 _ x)—3 — (1 _ 3x2n+1 + 3x4n+2 _ x6n+3)(1 _ X)_3.

Segue que:
-0 =) (P) 0= Y v ()

Concluimos que o coeficiente g&* em:

[ee)

(7% xT]

(1 _ 3x2n+1 + 3x4n+2 _ x6n+3)_|:
r=

(o (53 -3-0m ()

Do corolario 2.2.1 segue que:
-n\ _m+r—1 .
(—l)r( - ) = ( - ) assim:

(G -3 ()= E ) (Y-

:(3"3:2)—3(Zt1)=(3n;2)—3(”;1)=3n(n+1)+1.

Portanto teremo3n(n + 1) + 1 maneiras de selecionar s letras com as restricbes

impostas. [ ]
Observe quef(x) dada no exemplo (2.2.2) pode ser escrita por rdeisérie de

poténcias [13], e o coeficient€™ nessa série é a resposta do problema. Aqui notames

deparamos com fun¢des geradoras para solucionprabiiema de contagem.
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3. UMA EXTENSAO DO COEFICIENTE BINOMIAL: O COEFICIE NTE
TRINOMIAL

Neste capitulo vamos apresentar uma extensdo pamoeficientes binomiais, 0s
Coeficientes Trinomiais Inicialmente apresentaremos sua definicdo, desiupis uma
férmula explicita para os mesmos e algumas propdiesl Finalizaremos com uma
interpretacdo combinatoria para tais coeficienfeangando, assim, o objetivo a que nos

propomos nesse trabalho.

Definicdo 3.1:0sCoeficientes Trinomiais&o os coeficientes de na expansio de
(1+x+x3)" e sdo denotados p()Z) .
2

. , , . n ~
Queremos determinar uma formula explicita ;(%r . Entdo escrevemos:
2

n

(x4 = [+ 02 =20 = ) (7) [+ 7 (=) =

i=0

n
- Z (7) (@ + 022 (=1, 3.1)
i=0
Por outro lado,
2n-2i
2n—2i _ 2n — 20\ on-2i-k
(1+x) = Z ( K )x ,
k=0

que substituindo er{8.1) resulta

n n 2n-2i
n o .. . /N 2 _2' e
(1+x +x2)" =Z(i)(1+x)2" 20(—1)ix! =z Z G P
i=0 i=0 k=0
n 2n-2i

=x" z z (—1)¢ (?) (Zn; Zi) x™k, (3.2)
i=0 k=0
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Fazendon-i-k = h e, observando que varia de0 atén e k de 0 até 2n — 2i,

podemos concluir, entdo, ghevaria de- n atén. Dessa forma,

n 2n-2i

ey z S () e
xnzn: Z( 1) n—l— x = z Z( 1) Zlh)xh+n (3.3)

i=0 h=—n h=—-n i=20

Esta ultima igualdade é valida, pélrlé) = 0, parai > n. Fazendo em (3.3)

2D G20 =6,

i=0
segue que:

n

(1+x+x2)" = Z (), %™ (3.4)

h=-n

Nos parece que o coeficiente trinomial € expressongeio de combinacdes simples
n P . . . ~
(i)’ porém bem diferente destas, dessa forma vamaséclts decombinacdo de duplas

[13]. A interpretacdo combinatoria, deduzida a segustifica este nome.
Queremos obter uma interpretagcdo combinatéria pacaeficiente trinomial tal qual
encontramos para o coeficiente binomial, paravesaos reescrevé-lo com outra notacao.
Note que em (3.4h esta variando den an. Se nao colocarmos® em evidéncia em
(3.2), entdo o indice da soma ira varial0de2n e fazenddr + n = j, podemos reescrever a

expressao (3.4) com uma outra notacao:
27 2n]
I+x+x*)"= | x, (3.5)
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onde

hz-ltln] - (Z)Z (3-6)

Esta igualdade nos ajudara na interpretacdo cotobimaque queremos. Entretanto, de

acordo com a definicdo dada, temos:

Z( 1) lenl 21]1

i=20

Vejamos alguns exemplos que nos auxiliardo no dimteamto de expressdes do ti n) .
2
Exemplo 3.1:Qual o valor de€4) .
27,

Solucédo:Pela equacéo (3.6) temos quéé) [8] Segue da definicao:

vial=

), =2 ()

i=20

Lembrando qusérg) = 0 sem < p. Entao:

0,700 10O r 1)) -2-2ve-0

Portanto(;})2 = 10.

Exemplo 3.2:Calcular( 41) :
- 2

Solugéo:Como( 4 )

1 [8] Segue da defini¢éo:

z( ' ( ) 48 l-zl—ll

i=20

Lembrando qusérg) = 0 sem < p. Logo:
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(1), =1~ (+1()-G-1G)-G+1()-()=
:(g)_(‘1‘).(2)+(‘2*).(‘3*)—(‘3L).(§)=56—60+24—4=16 .

3.1 O coeficiente trinomial: Propriedades

A seguir vamos apresentar algumas propriedadescaefcientes trinomiais. Estas
propriedades facilitam o desenvolvimento dos trilm@e nos auxilia na construcdo de um
triangulo aritmético semelhante ao Tridngulo decBlas

Proposicéo 3.1.1Paran,h € N

Demonstracdo:Temos que

(), = 2.0 ()G 2

i20

Por outro lado,

(5, = 20 G ) =20 () n ot v i - 1) =

i20 i=0
2n 2l n
Z( 1) n i— h (h)z -
i=0
Proposicao 3.1.2Paran, h € N

), =G0, + ), Gy,

Demonstragdo:De 3.4 temos que

35



n

(1+x+x)" = Z (Z)z xhtm,

h=-n

Além disso, podemos escrever

n

QI+x+x)"=CxE1T+1+x) " =x"(x"1+1+x)" =x" Z (Z)z x".

h=-n

Segue que(Z) é o coeficiente de™ na expansio dgc~! + 1 + x)™. Desta forma,
2

vamaos reescrever

41+ =1+ 1+ 0O+ 1+ 0)" T =x"x T+ 1+ )V +

P14+ 0" T+ x(xt+ 1+ 0" L

Assim, o coeficiente dec" na expansdo déx™!+ 1+ x)" é igual a soma dos
coeficientes de"*1, x* e x"~* na expanséo da~! + 1 + x)" L. Portanto temos a seguinte

recorréncia:
W), =GoD),+(" 5, + G, "

Observe que esta proposicdo € similar & Relacadstdel para os coeficientes

binomiais.

3.2 Uma interpretacdo combinatoria para o coeficiete trinomial

Considere o seguinte problema: De quantas mapedemos retirar 3 bolas, sem
levar em consideracdo a ordem, de uma caixa quérno®, sendo elast, a,b,b,c,c,d,d.
Usaremos o0 conceito de polinbmio gerador para vesokste problema. Para isso

associaremos as bolas do tigpo polinbmio

1+ ax + a®x?,
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onde o termazx significa que uma bola do tipo foi retirada, o terma?x? significa que
duas bolas do tipa foram retiradas enquanto que o teri@= a°x®) significa que néo
foram retiradas bolas do tipp. Da mesma forma associaremos 0s polinémiasbx +

b?x?%;, 1+ cx +c*x? e 1+ dx + d?x?, respectivamente, as bolasc e d. Assim podemos

escrever:

p(x) = (14 ax + a?x?)(1 + bx + b*x?)(1 + cx + c¢*x?)(1 + dx + d?x?) =

=1+ A;x + A,x? + Azx® + Ayx* + Agx® + Agx® + A;x7 + Agx®,

cujas parcelad; de x!, comi = 1,2, 3, ..., 8, resultam de expressdes que dependen) e

ed, conforme listado na tabela 2.

Tabela 2: Lista das possibilidades geradas pelangohio p(x)

Coeficientes Soma das parcelas dos coeficientes de
Ay atb+c+d
A a°+b’+c”°+d°+ab+ac+bc+bd+cd
ab” + ac® + ad® + b + bd® + cd” + a’b + a’c + a°d + b’c
fo + b’d + ¢*d + abc + abd + acd + bcd
c’d® + bc’d + bed + b°c® + abd” + ac’d + acd + abed +
. abc® + a’d® + b°d® + bcd + &’cd + &c?
A bcd” + ac’d” + ab’d” + ab’cd + &b + b°c’d + b’cd” +
abcdd + ab’c® + a’b’d + a’c’d + a’cd? + a’bdf + a’bed + &b’c
b°c°d” + ab’c’d + a’bcd” + abc’d” + ab’cd” + a’b°d” +
& a’c’d® + a®bd + a’b’cd + a’b’c?
A ab’c®d” + a’b’cd + a’bcd® + a’b’c’d
Ag a’b*c’d’

Fonte: Autora

Nesta tabela podemos observar uma lista de padailéls para(x), onde o expoente
de x representa o numero de bolas retiradas e cadalpatas somas uma possibilidade de

retirar aquela quantidade.
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Em nosso problema estamos interessados, nao agelistdas diferentes escolhas, mas
somente na quantidade de tais diferentes escalsasn, basta tomarmos no produto dos

guatro polinémiosa = b = ¢ = d = 1, obtendo:

p(x) = (1+x+x?)4,

0 qual nos diz que existem 16 maneiras de retirarBnbolas dentre as 8 que estdo na caixa.

Ou seja, @ombinacao de duplage 8 elementos tomados 3 a 3 é:

Vamos representar as possibilidades para o probleesarevendo as parcelas da linha
Az na tabela 4.

Tabela 3: Representacéo da linha A3 da tabela 2

{aab} | {bba} | {cca} | {dda}
{aac} | {bbc} | {ccb} |{ddb}
{aad} | {bbd} | {ccd} | {ddc}
{abc} | {abd} | {acd} | {bcd}

Nesta tabela temos em italico os conjuntos contemdtamente duas bolas do tipo
sublinhado temos a presenca de apenas uma bola tpst e em negrito as sete
possibilidades em que essas bolas foram retiradas da caixa.

De (3.4) temos que:

n

(1+x+xH)" = Z (Z)z xhtn

h=—n

onde:
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Z( 1) n—l—Zih)'

i=0

e, pela equacéo (3.5) segue que:
ny [ 2n
(1), =tk

Assim,

2n
(1+x+xH)"= z [Zjn] x7,
=0

2 : . .
onde[ jn] = (Z) , comj = n + h. Com isto podemos enunciar o seguinte resultado:
2

n p p . . .
Teorema 3.2.1:(h) € 0 numero de maneiras de tirarnmo$ h elementos de um conjunto
2

com2n elementos, onde est2a elementos sdo formados por 2 exemplares de cadibbsm

distintos elementos.

3.3 Uma prova combinatéria para a identidade similaa de Stifel para os coeficientes
trinomiais

Faremos aqui uma prova combinatéria para a idetgidsimilar a de Stifel dos
coeficientes binomiais.

Usando a notacdo da equa¢d®) vamos reescrever o resultado da proposicéao 3.1.2
ny _m-—1 n—1 n—1
(W, =G0, + ("), + (i),
como:

[nth =nz-ltlh_—ZZ] n+h—1] zrzl-l—_h]
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Prova: Segue do teorema 3.2.1 quknz_fh] € 0 numero de maneiras de tirarmos h

elementos de um total @&, onde este2n elementos sdo formados por 2 exemplares de cada
um dosn objetos distintos. Consideremos, assim, os elemedistintosa,, a,, as, ..., a,.
Vamos tomar duas coOpias de cada um destes elemenms seja,
a;,a4,0,,0,,03,a3,...,4,, d,. Queremos retiran + h elementos do conjunto formado por
este2n elementos.

Sejaa; € {a,,ay,as,...,a,}. A cada retirada de + h elementos dentre @ temos as

seguintes possibilidades:

1. a; ndo esta na lista, cuja quantidade-€ h;
2. a; pode aparecer apenas uma vexlista, cuja quantidadenét h;
3. a; pode aparecer duas vezes na lista, cuja quantéiadeh.

No primeiro caso a quantidade de listasmd¢ h objetos, quando retiramas+ h

elementos do2n que estédo no conjunto, cujo elememtmao aparece é

ont

No segundo caso a quantidade dessas listas € diada p

2n—2]
n+h-—11

Para o terceiro caso, a quantidade de listas émtada

2n— 2
n+h-21

Portanto, reunindo todas as listas obtidas em,13,,2emos:

[ 2n 1 _[ 2n—2 ] 2n ——2] 2n — 2
n+hl Inm+h-21 "In+h-1 n+hl
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3.4 O tridngulo aritmético para os coeficientes triomiais

Com as propriedades dos coeficientes trinomias iatarpretacdes combinatérias dada
em 3.2 e 3.3 podemos construir um triangulo sind@@mridangulo de Pascal. Observe que a
proposicdo 3.1.2 nos diz que a soma de trés numgrmsniais gera um numero cujo
numerador € uma unidade maior que o numerador @Woenps somados e 0 denominador é
igual ao mediano. Assim, para obter um elementtedgangulo basta somar os 3 elementos
da linha imediatamente superior. A proposicdo 3ribd garante a simetria neste triangulo.

Observe, na tabela 4 quengsima linha deste triangulo € formada pelos ceefies do
desenvolvimento dél + x + x2)™.

Tabela 4: Triangulo aritmético associado ao trindmi

1
1 1 1
1 2 3 2 1
1 3 6 7 6 3 1
1 4 10 16 19 16 10 4 1
1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1
1 6 21 50 90 126141 126 90 50 21 6 1

Fonte: Autora

Com o auxilio deste triangulo a resolu¢cédo do probl@roposto no inicio do capitulo
fica bastante simples. Vejamos: modelamos o prablamnavés da funcdo geradora

p(x) = (1+x+x3)*

Para desenvolver(x) basta nos utilizarmos da 42 linha do triangultetiela 4 e as
poténcias crescentes g& com0 < j < 2n, obtendo:

p(x) =1+ 4x +10x? + 16x3 + 19x* + 16x° + 10x° + 4x7 + x8,

e a resposta do problema é o coeficiente3deeste desenvolvimento, portanto 16.
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Exemplo 3.4.1 (Adaptado de [13] pag. 168) Uma loja recebeu ales Sornecedores trés
caixas,A, B e C, com brinquedos, respectivamente, dos tigpdse c. De quantos modos
diferentes os funcionarios podem arrumar quatnagoiedos, colocando-os na prateleira, sem
levar em consideracdo a ordem, sendo que cadadéipmrinquedo pode ser colocado no

maximo duas vezes?

Solucdo: De inicio vamos considerar a funcdo geradora que fomecera as possiveis
escolhas levando em consideracdo as restricdesiagpdNeste momento podemos associar

0s polindmiog (x), q(x) es(x) respectivamente aos brinquedos ec, isto é:

p(x) =1+ ax + a®x?
q(x) = 1+ bx + b*x*

s(x) =1+ cx + c*x?

onde, enp(x), o termoax significa que um brinquedo do tipofoi colocado na prateleira,
enquanto que o ternia(= a®x?) significa que nenhum brinquedo do tipdoi escolhido, e o
termo a®x? indica que dois brinquedos do tipoforam colocados na prateleira. A mesma
interpretacdo se da eqix) es(x) para os brinquedos do tipoe c, respectivamente.

Sendo assim, cada um dos polinémios “controla’esqaca de um determinado tipo de

brinquedo. Fazendo o produto desses polinbmiostemo

p(x).q(x).s(x) = (1 + ax + a?x?). (1 + bx + b%x?). (1 + cx + c*x?).
Como nao estamos interessados nas diferentes amdeirarrumarmos os 6 brinquedos, mas
sim, na quantidade de maneiras diferentes que tparasfazer tal arrumagéo, entdo vamos
fazer a = b = ¢ = 1, obtendo a funcéo trinomial:

fx) =1 +x+x%)3.

Agora, utilizando-nos da linha 3 do triangulo dosficientes trinomiais e das poténcias

crescente de’, com 0 < j < 2n, segue que:

f(x) =1+3x+6x%+ 7x3 + 6x* + 3x> + x°.
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Assim podemos concluir que, com as restricbes aptadas, 0 maximo de arrumacdes
que € possivel fazer é dado pelo coeficientec'jeou seja, podem ser arrumados até seis

brinquedos na prateleira. [
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CONSIDERACOES FINAIS

Estar familiarizado com as técnicas de resolucagomblemas de contagem que
aparecem nas mais diversas ciéncias nao tem seadw$icil ao aluno em todos os niveis de
aprendizado. Manipular habilidosamente as ferraaseméquer tempo e treinamento. Os
professores, em muitos casos, deixam de trabatheoretdos de Anélise Combinatoria por
nao deterem as habilidades necessarias e persremtema. Permanente formacéo, estudo e
pesquisa seria uma forma de amenizar estas dididatd

Neste trabalho apresentou-se algumas sugestogizbe@io dos coeficientes binomiais
e uma de suas extensdes para a resolucdo de pasblden contagem, os coeficientes
trinomiais. Os métodos, usualmente, utilizados mgit® Médio sdo capazes de resolver
problemas relativamente simples. Com o dominiotdesicas apresentadas neste trabalho
basta que o estudante saiba interpretar e modelabéema uma vez que a solucdo aparecera
naturalmente nos coeficientes dos polindmios queadelam.

Nossa intencdo neste trabalho foi apresentar @Eniersateis e acessiveis que se
utilizam de conhecimentos trabalhados no Ensinoidé@bdmo os Polindmios e os Bindbmios
de Newton, para resolver os mais diversos problemesntrados nas diferentes ciéncias que

se utilizam da contagem.
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APENDICE

Série de poténcias e aproximacgao de Taylor

As séries de poténcias sdo usadas na aproximacdiong@es. Ou seja, dada uma
funcdo, ao encontrar uma série infinita que corejgpgra esta funcdo, vemos que as somas
parciais desta série podem ser utilizadas paraapao a funcdo a um numero real. Mesmo
que as funcgbes originais sejam dificeis, ou impesside serem avaliadas diretamente, as
somas parciais destas seéries infinitas corresptesiese tornam polinbmios e podem ser
avaliados com facilidade. A aproximacdo de fungpes somas parciais de suas series
infinitas € o método utilizado por computadoresoe galculadoras para gerar valores de
funcdes tais come”*, Inx e as funcdes trigonométricas. Neste apéndice daranuefinicao
de Séries Formai® Séries de Taylosegundo [5]. Os exemplos retirados deste mesnoo aut
ilustram a obtencado dos coeficientes de Taylor pa@nstrucdo da série.

Definicdo 1: Série de poténciasu séries formaisao séries infinitas da forma:

Zanxn =ay + a;x + azx? + -

nz0

onde cada termo é uma constante multiplicada parpoténcia de:.
Pode-se notar que um polinbmio de grag@ uma série de poténcia cujos coeficientes

sao zero, exceto para um conjunto finito de indibesfato,

p(x) =ap+ax + ax? + -+ a,x™ =

=ag+ a1 x + ax?® + -+ apx™ + 0x™ 4+ 0x™ 2 4 - =

nz0
Note que ar-ésima soma parcial de uma série de poténcia éolindomio, isto €,

Sp=ag+ a;x + ax? + -+ ap_x™ L

Se a variavelx assume um valor numérico em especifico, a séri¢os®a uma

sequéncia de termos constante que converge ougdivéima série de poténcia pode
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convergir para alguns valores dee divergir para outros. Pode ser mostrado, atrdeés
Calculo, que a cada série de poténcias correspamdmtervalo simétrice-L < x < L, no
interior do qual a série converge e no exterioedje. Nos pontos de fronteira, = —L e
x = L, tanto pode convergir como divergir. O numéré chamadwoaio de convergénciee o
conjunto de todos os numeros para 0s quais a sérieerge € chamadmtervalo de
convergéncia Este intervalo pode ser infinito, caso a sérja senvergente para todos os
valores dex.

Tomemos uma funcagf(x), vamos encontrar os correspondentes coeficientesal

gue a série de poténcia

n=0

convirja paraf (x) em algum intervalo. Para descobrir que coeficeestgiam estes, suponha

que

flx) = Z Ap X" = ag + ax + axx? + azx® + -+ ax™ + e

nz0

Sex = 0, somente o primeiro termo na soma € nao-nulamnaagi= f(0).
Observando que, se a série de poténcia convergef &y no intervalo—L < x < L,
entdo a série derivada converge péfa) neste intervalo. Assim, derivando a série, termo a

termo, obtemos:
f'(x) =a; +2a,x + 3a3x2 + -+ nanx”—1 + .
e, sex = 0, segue que
a; = f'(0)
Derivando novamente obtemos:

f”(x) = 2a, + 3.2a3x + -+ n(n— 1)anx"‘2 + -
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Fazendoc = 0, concluimos que

2a, = f"(0) - a, :@

A terceira derivada dg é:
) = 32a3+ - +nm—1)(n—2)ax™ 3 + -

f0 A

f(g)(O) = 3.2a3 - a3 = 32 i a3 = 3|

Seguindo o mesmo procedimento concluimos que

_ ™

™) = nla, - a, = =

ondef ™ (0) é an-ésima derivada dgé calculada emx = 0 e f(©(0) = £(0) = a, .
O desenvolvimento acima mostra que, se existe a@@érie de poténcia que converge

paraf (x), seus coeficientes devem ser os obtidos das desv@def através da formula

_ ™

n!

n

Tal série é conhecida cons@rie de Taylor d¢ em torno dex = 0, e os coeficientes
a,sao conhecidos conameficientes de Taylor &

Definicao 2: A série de Taylor d¢(x) em torno dec = 0 € a série de poténcias

n=0

onde

f™(0)

an
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